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AVERTISSEMENT 

J>U     LIBRAIRE. 

*Jllufire  (ëfçA'VAnf^  j4uteuiP  de  çft 
Owvrage  étoit  fitr  le  point  de  1er 
donnerauPubUcylorf/fuilmourut' 
\  eni7  04..  âgé  de  quarante-trois  ans:- 
'.  Le  Manufcriten  étoit  fans  Préfa- 

ce,  que  ce  feul  jiuteur  pouvoit  hien  faire  :  cefi 
fûur  cela  qfiil  ne  s'en  trowvt  point  id»  Mais  le 
titre  doitfuffire  aux  Connoijfeurs ,  pour  jugfr  de- 
*  qitelle  conjtquence  efi  en  Géométrie  la  Matière 
de  ce  Liiire.    ha  ^ande  réputation  de  M.  lie 
Marquis  de  ^Hôpital  en  ce^ genre  d'Etude  ,  ré- 
pond autant  »  ce  me  femhle ,  de  ^habileté  anjec^ 
laquelle  cette  matière  efi  traitée,  fue  dufuccés^ 
qu'on  doit' attendre  de  iOwvra^,   Cefi  ce  qui 
m'a  déterminé  à  imprimer  tel  qutl  étoif,, 
fi^ns  autre  foin  que  de^  faire  enforte  quille  fût 
le  plus  correéiement  qu'il  me  feroitpofj^le ,  en 
cherchant  quelque  habile  Géomètre,  qui  voulât 
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AVERTISSEMENT. 
Jbien  *ve$Uer  à  timfreffion,   La  confiâeration  ff 
tefiime  des  Sçavans  four  t auteur ,  mentant 
fait  htureufiment  trouver  deux  célèbres.    Ce  fi 
far  leurs  fotns  fue  pour  répondre  à  l'entpre£è^ 
jnent  d'un  trés-j^and  mmlrede  Mathémati- 
ciens pour  cet  Ouvrage  ,  ti  fitr  tout  les  jeunes 
Géomètres ,  qui  le  regardoient  comme  devant 
leur  faciliter  l'entrée  à  lajùblime  Analyfe  des 
Infiniment  petits  ,  je  le  publie  avec  toute  la 
xxmfiartce  pofjible ,  quoique  dénué  de  la  Préface 
que  la  maladie  de  tun  de  ces  deux  Géomètres^ 
ti  les  grandes  occupations  de  l* autre,  ne  leur  ont 
pas  permis  de  faire  i  ç^  je  me  perjuade  ifue  Us 
Léàeurs  consens  du  fond  de^  l'Ouvrage  ,  ne  le 
feront  pas  moins  de  fin  exécution ,  tant  pour  la 
heauté  du  papier  (f  du  caraâere  ,  que  pour 
ÏJtxaâitude, 
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LIVRE      PREMIER.- 
De  la  Parabole. 

D-fi'f  I  N  X  T  I  o  N  s.  ^ 

'     I.  ■  '        I 

j  f  T  place  fur  un  plan  une  Règle  F  i  o.  i; 

&  une  E'querre  GDO  ,  en  forte 

un  de  fes  côtés  DG  foit  couché 

;  og  de  cette  règle ,  on  prendra 

A  F  M  o  égal  en  longueur  â 
exôté  DO  de  cette  équerre,  , 
el  Ton  attachera  un  bottti  l^x- 
ité  û  de  ce  côté  D  O ,  &  l'autre 
/  \  que  J  pris  fur  ce  pJan  du  mê- 

1  apport  à  la  règle.  Maintenance 
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X  Livre    Pu  EMiEn. 

fi  Ton  fait  glifler  le  côté  D  G  de  Pëqucrre  le  long  de  U 
règle  JSC^&c  qu'en  même  tems  Ton  fe  ferve  d'un  ftylc 
M  pour  tenir  toujours  le  fil  tendu ,  &  fa  partie  MO  toute 
joipte&  comme  collée  <:ontre  le  côté  O  D  de  Téquerrej 
la  courbe  ^  MJT  que  le  ftyle  Ai  décrit  dans  ce  mouve- 
ment, eft  une  portion  de  Parabole. 

Si  Ton  renverfe  Téquerre  de  l'autre  côté  du  point  fixe 
i?,  on  décrira  en  la  même  façon  Tautre  portion  yi  MZ 
de  la  même  Parabole  }  de  forte  que  la  ligne  ATA  Z  ne 
fera  qu'une  même  courbe  qu'on  appelle  ParaboU. 

2. 

La  ligne  BC  daps  lacjuelle  le  bord  it^ferieur  de  la  ré- 
.gle  iromd^ilc  BC  touche  le  plan  &  le  côté  BG  de  Té- 
querre  GBO^e^  appel  lée  Directrice, 

[    \  ' :'    '  '  '3.  •    .       ' 

Le  point  iîxe  F  du  plan ,  eft  nommé  le  Foy^r  de  la  Pà- 
rabolç:. 

4- 
Si  l^on  metie  du  point  fixe  i^ ,  fiir  la  direûrice  B  Cjmc 
perpendiculaire  F  E  qui  rencontre  la  parabole  au  point 
A  y  la  ligne  A  F  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  Jf, 
eft  appellée  VAkc  de  la  parabole. 

5- 
La  ligne/  quadruple  de  .^ -F ^  eft  appellée  Paramétré 

de  l'axe. 

Toutes  les  lignes  comme  M/'  menées  des  points  de  la 
parabole  perpendiculairement  â  Taxe  ,  font  appellées  Or- 
émnées  à  l'axe.  ^ 

7.  ,     ;     \ 

Toutes  les  lignes  comme  MO  menées  des  points  de 
la  parabole  parallèlement  à  Taxe ,  en  font  les  Diamètres. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la.  parabole  qu'en  un 
point,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre  n'entre 
point  dedans ,  mais  tombe  au  dehors ,  eft  appellée  Tau^ 
petite  en  ce  point. 
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CoaOLLAIllB     I. 

I*  I L  fait  de  la  défioition  de  la^ParaboIe.que  (î  Ton  rire 
par  UD  de  fcs  points  quekooqucs  M  au  foyer  /"  une  ligne 
droiie  MF  y  6c  (ur  la  diredrice^C  une  perpendiculaire 
M  D'y  les  droite»  MF^MD^  feront  toujours  égales  entre 
elles.  Car  fî  l'on  retranche  du  côté  O  D  de  Tëquerre  6c 
du  fil  OM  F,  qui  *  lui  eft  ég^tl ,  la  partie  commune  OM^  *  Déf.  n 
il  eft  vifible  que  les  parties  reftantes  M D^M  F ^kront 
toujours  égales  entre  elles. 

Corollaire   lE 

2^  YjE^LJk  il  eft  évident ,  que  fi  Ton  mené  une  ligne 
droite  quelconque  Kl K  parallèle  à  la  diredrice  -ff  C,  & 
oue  d^ûn  point  quelconque  Af  de  la  parabole,  on  tire 
^r  cette  ligne  la  perpeadiculaire  Jl/iC,  &  au  foyer  la 
droite  M  F  ^  la  ditterence  ou  la  fomme  KD  dçs  deux 
droites  M  F  ^MK  ^  fera  toujours  la  même  :  fçavoir  la  dif- 
férence lorfque  le  point  M  tombe  au  deflfous  de iC iC,  6c^ 
la  fonuiie  lorfquHl  tombe  au  deOTus. 

CORO  LL  AI  R£      II  L 

3- 1  L  eft  évident  que  FE  eft  divifée  en  deux  parties  é- 
gales  par  la  parabole  au  point  .i^«  Car  fuppofant  q^e  le 
point  M  tombe  au  point  j4  ^  la  ligne  M  F  tpmbe  /ur  AF^ 
&  la  ligne  MD  fur  A  E^  qui  feront  par  confequent  éga» 
les  entreelles  j  puifquc  MFqH  toujours  *  égale  â  MD  ^  en  »  Art.  u 
quelque  endroit  delà  parabole  que  tombe  le  point  M. 

Corollaire    I V.- 

4'  \y^  LA  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  para* 
lk)le  J^AZ  ^  Taxe  AP  dont  le  point  ^  eft  Porigine  étant 
donné  <,  avec  ion  paranf^etre/.  Car  ayant  pris  fur  Taxe 
^P  de  part  &  d'autre  du  point  A  les  parties  AF.AE 
égales  chacune  au  qutrrde.fon  paramètre  ^)&  mené  par 
le  point  E  la  perpendiculaire  indéfinie  ÈC  fur  F  E  -^  fv 
Ton  couche  le  bord  inférieur  d'une  règle  fur  cette  ligne;^^ 

Â  i j 
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4  Livre   Pre^ciér. 

B  C  qui  fert  de  diredrice ,  &  que  par  le  Vnoyen  d'une 
cquer/e  ODG ,  &  d'un  fil  F  MO  égal  au  côté  OD^  &  au 
taché  par  l'un  de  (es  bouts  au  foyer  F ,  &  par  Tautre 
bout  à  l'extremitjé  O  de  ce  même  côté  ,  Ton  décrive  une 
Parabole  JTA  Z  comme  Ton  a  enseigné  dans  la  définition 
première ,  il  èft  vifible  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande. 
Il  n'eft  pas  moins  vifible  que  plus  le  côté  OD  àt  Té- 
♦  Dêf.  I.  querre  &  le  fil  OM F  (qui  *  lui  doit  être  égal  )  fera  long , 
plus  auffi  la  portion  de  la  parabole  qu'on  décrira  fera 
grande  ^  de  forte  qu'on  la  peut  augmenter  autant  que 
ron  voudra  ,  en  augmenunt  également  le  côté  O  JD  de 
l'équerre  &  le  fil  OMF. 

C  o  R  o  L  L  A  I -R  E      V. 

5*  Si  d'un  point  quelconque  JVf  de  la  Parabole  l'on 
mené  une  ordonnée  MP  à  Taxe  ,  &  au  foyer  F  la  droite 
MF  \'\\  eft  clair  que  cette  ligne  MFz=mA  P^AF^ 
^  Art.  }•      puifque  MF^  MD^AP-^A  E ,  &  que  ♦  A  Fm^  E. 

PROPOSITION     L 
Theorcmc. 

Fi  g,  u  '^*  L  E  quarfé  J^une  ordonnée  quelconque  lAV  à  l^axe  AP, 

efiégal  au  reliun^le  du  paramètre  p  ^par  la  partie  A?  de  l*axi 
frife  entre  fon  origine  h&  la  rencontre  P  de  l* ordonnée. 
Il  faut  prouver  que  Al  P*  e=3  p  *c  A  P. 

Ayant*  nommé  Ja  donnée  -^Z',  »i }  &  les  indéterminées 

^Art.  j.     AP^  X yP M ^y ion  zur^  MF ^''m^x^U  PFts^x^m 

ou  nim^Xy  félon  que  le  point  p  fe  trouve  au  deffous  ou  aa 

deflus  du  foyer  F.  Or  le  triangle  redangle  MPF  donne 

en  l'un  &  l'autre  cas  M F^  {mm^imjc^xx),BsMP^ 
[y y  )-4-  P  £>  {mm.^im  x^^x  x)  j  d'où  l'on  tireu^.mxssyjr. 
Donc  puifque  félon  la  f  définition  paaad^,m^  on  aura 
^uffi  y  y  ai  p  X.  Ce  ^u'il/aHoit  démontrer. 
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'^COHOLLAIB.E  PÏIEMIEIL  ET  FONDAMENTAL. 

7*  1^  ^ft  ^^^  évident  que  fi  Ton  nomme/  le  para*; 
>metre  de  Taxe  yiP  •  chacune  de^fes  parties  AAy^]  3?  Fio.^; 
chacune  de  ks  ordonnées  correfpondantes  F  Al  ,^  j  on 
aura  toujours  yyms^fx.  Or  comme  cette  propriété  con- 
vient à  tous  les  points  de  la  parabole  ^  &  ea  détermine  la 
poiîtion  par  rapport  à  Ton  axe  AP  \  il  s'enfuit  que  Téqua*, 
ixonyy^^fy^  exprinie  parfaitement  ladature  de  la  para- 
ibole  par  rapport  â  fbn  axe. 

Co  RO  L  L  A  î  R  E      IL 

8.  S  i  l*on  mené  àk}^%  ordonnées  quelconques  Ai  P^  ^  i  g.  ^ 
2/Q^i  l'a?ce  .^^  jp ,  leurs  quarrés  feront  entreux  comme 
les  parties  AP  &  J^j^de  l'axe ,  prifes  entre  fon  origine  A 
-de  les  rencontres  P  &c  ^4c  ces  mêmes  ordonnées.    Gar *  ^Arf.  6. 

l^U.QJsr^\\f^AP.f^AQ^\AP.AQ^  > 

.      '  *       ^      •        .       ■  ,1       '  '  .       ■ 

CdR01.LAIRE      lil. 

'9  i>  I  l*on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  Taxe 
AP  une  parallèle  MP M  iks  ordonnées  j elle  rencon* 
Trera  la  parabole  en  deux  points  M&c  M  également  éloi- 
gnés de  part  Ôc  d'autre  du  point  P  ^ic  non  en  davan*; 
tage.  Car  afin  que  les  points  Mie  M  foient  à  la  parabo- 
le, il  faut"*  que  les  quarrés  de  chaque  P  M  {y)  prife  de  ^An.  % 
part  &  d'autre  du  point  P^  foienc  égaux  chacun  au  m^i* 
meredangle/^. 

:   '  Co  RO  LiLAIRE     IV. 

lO.  I  L  fuit  deceque*/^sssr^x,queplus-^i'  (x)  eft  ^  An.  % 
grande,  plus  atiflî  l'ordonnée  PM  (y)  prife  de  part  & 
<l*autre  de  l'axe  ^  P  augmente ,  ôc  cela  à  l'infini^  3c  vju'aa 
contraire  plus  A  P  \x)  diminue  ,  plus  autfi  V  id  nnée 
P  MAy)  deviept  petjçe:  de  forte  que  y^/^^x)  étant  nulle 
•ou  zéro ,  chaque  P  M  {^)  prife  de  part  &  d'autrj  Je  l'axe 
A  P  devient  au flî  nuUe  ^  c*eft-à-dire  que  le  poinc  /^  tom- 
bant en  .^j,  les  deux  points  de  rcncomre  M  iiL  MÏ^  rc^ 

A  iij 


Digitized  by 


Google 


i  LiimEPitEiMx  s  Kv 

niflènc  en  ce  poioti   D'oii  il  eft  clair; . 

i®.  Que  fî  l'on  mené  par  roriginé  ^  de  l'axe  une  ligner 
^i,  pafalleJe  i  ki  ûiàoûtséQs ,  elle  fera  f âûge/ite  eft  J^it, 
'  '  X*.  Que  h  Pâtabole  s'éloigtie  de  pâJ-t  &  d*aûtfe  de 
|*Iûs  en  plui  i  l'idfitJi  de  fon  âxe  ^  ^  à  cottifnender  pit 
faù  origirie  ^ j&  qu'âinfi  Wute  parallèle  c<Jrtinie  LM  k 
l'axé  ^/*,  ne  feûCôdtre  la  Parabole  (^u'en  un  feul  point  M^ , 
a  ^iiSt  au  dedans ,  putfquè  fa  diftadce  de  Tlsfe  demeure, 
partout  Id  Inêjfie. 

Co&OLI^AIRE      V.. 

lï»  C^  I  d'un  point  quelconque^  de  la  Parabole  l'on 
tire  Une  patâllele  MLi  l'aie  ^  P,  laquelle  fenCOntre  en 
Z  la  parallèle  ^Z  à  ks  ordonnées  •  il  ef^  clair  en  menant 
l'ordonnée  ^  /» ,  que  ^ Z  =a PM  {y),  te  que  MZ^^^P 

"•Art.  7..    (jc )Bn^,  puifque  * fx^an^y.    D'où,  il  fuit  que. les  droites 

HZ  (— ),  Mz{U)  prifès  de  part  &  d'autre  de  l'axe 

^P  font  égales  entr'elles,  lorfque  les  points  Z^Z^ontr 
égâlefnent  éloignés  du^  point  ^.  ^  Qc  partant  que  H  une  li> 
gne  quëlcofique  M  M  terminée  par  la  parabole  eft  cou- 
pée  en  deux  parties  égalés  par  l'axé  en  Pj  elle  fera  pàral. 
lele  à  la  lig{ie  Z  Z ,  c'ett:  i  dire  qu'elle  fera,  ordonnée  de 
paf  1 6c  d'autre  à  l'axé.  Car  ayant  mèné.les  parallèles  MZf 
MZ  â  l'aie  ^  Py  il  eft  évident  que  Z  Z  Cèrà.  diviféè  par  le 
milieu  tù  .^4^,  puifque  M  M  l'di  en  P,  Les  droites  M  Z , 
M  Z ,  feront  donc  égales  entr'elles  comme  on  vieût  4e  le 
prouver  }  &  par  Ci(nifeqoeac  la  Jigne  MM  fera  parallèle 
à  ZZ.      . 

COB.\oLLAIRfe      VI. ., 

1^*  I  £  fait  de  ce:  que.  toutes  les  perpeâdiéulàires  v 
MPM  à  l'aM  éi  P,  (eriAinëes  depai't  k  d'autre  pat  la  pAr^ 
*Art.  9*  rabole  t  font  *  coupées  par  le  milieu  en  P  i  qiié  l'àxe  divi/ê 
la  parabole  ei)  deux  pdrtiotls  ebtierenleât  égales  flâ  fetth. 
blablémeâË  pofées  de  part  U  d'autre.  Car  fi  le  plan  fur 
k)^U€l  iUe  eft  tracée,  écoit  plié  le  long  de  l'aite  enfoi-te 
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Co  RO  L  L  A  ik.E      IL 

fArt.  lo.         15'  I  L  eft  évident  *  qu'il  n*y  a  que  la  ligne  Z^Z  pa^ 
i5<.,  rallele  aux  ordonnées  à  Taxe  .^  /^,  qui  puiireêtre  cangen». 
tè  de  la  parabole  M^ M  au  point  ^  origjne  de  Taxe  j  ^ 
puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  qui  paflant  par  le  : 
point  ^ ,  &  étant  continuée  de  part  &  d'autre  ^  ne  rencon- . 
rre  la  parabole  en  aucun  autre  points  &  n'eotre  pas  de-j 
dans. 

I>e'finitions.> 

9- 

Fi6. 4.  &j.      Si  ron  mené  par  un  point  quelconque  M  de  la  parabo^ 
le  un  diamètre  M  o ,  une  ordonnée  MP i  Taxe ^  P^tfi;, 
une  ligne  droite  M  T  qui  coupe  fur  Taxe  A  P  prolongé .: 
ay  delà  de  fonoriginc  \Ay  la  partie  •^7'^gale  à  ^/'j  toutes 
les  lignes  droites ,  comme  -aTO,  menées  des  points  de  la  > 
parabole  parallèlement  à  MT^  &  terminées  par  \t  diame^- 
tre  -W  o,  font  appeliéef  Ordonnées  i  ce  diamètre. . 

10.        , 
Si  Ton  prend  la  ligne  q  troifîéme  proportionnelle  i  AT\  ^ 
MT  \  cette  ligne  q  tera  nommée  le  Paramètre  du  diame^ 
tre  .MO.  ' 

C  o  H  o  L  L  A  I  H  B      I.'^ 

*    16.  ^i  l'on  nomme  l'indéterminée  AP  ou  ^T^x{\\  ; 
ef^  clair  que liÎT'^caa^Xjpqifque  AT {x).  MT r-  MT^j.  . 

C0ROLL.AI  HE      IL 

'7-  A  Caufé  du^  triangle  redangle -Mi'T^,  le  quarré  ; 
PArt^j.^  MT  (qx)u=zTT^  (4x:x)-4--Ai  P**  (/x).j  d'oùen  divi-. 
fant  pat  x,  Pon  tire  ^=f  4x-i-/. 

C'ed  à  dire  que  le  paramètre  q  d'un  diamètre  quelcon«. 
que  MO  ^  furpaflç  le  paramètre  p  de;  Ta^xç  du  quadruplç  ; 

Co  JLO  L  L'A  I&ï.     IIL: 

l8«  j)*i  l'on  tire  du  point  M  au  foyer  F  la  droite  J»iP, 
^Art. 5.     on  ^ura  MF^^AP-i-AF.  Ox  félon  la  définition 5^ 
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le  paramètre  de  l'axe  étant  /»  aa.4  ^  i? ,  le  paramctre  du 
diamètre  MO  fera  *"  ^«4  ^P  -f-4  ^  J*.   Donc  le^a-  t'jirt,  17, 
luitnetre  f  d'un  diamètre  quelconque  iVI'(?,  vaut  quatre 
Ibis  la  ligne  MJ?  tirée  de  fon  origine  M  au  foyer  i?» 

PILO  POSITION    IIL 

Théorème* 

L.    ''.••/./;  . 
E  ^uarré  d*ùne  ordonnée  quelconque  ON  au  dia^  Fi€.  In.  té 
mètre  MO  ^efi  égal  au  reHangle  du  parameire  q  ^far  la  par^ 
tie  M  O  'de'ce  diamètre ,  'prife  entre  [on  origine  M  ^  larencon^ 
ire  O  de  IWdonnée:    ♦  ;   [    '  "  . 

Il  faut  prouver  que  O  N  =9^  MO'..; 

Ayant  mené  Von  laquelle'  / 

rencontre  le  diameti  q  H  pa* 

rallele•à^^i  P ,  on  n  m  ^T^ 

a  y  MO  ou  Pif,  ^  TP  M'^ 

ORNy donneront  k J,  P  M 

{y)::OR{a),RKa=^!tZ.    Gela  pofé. 

lorfque  le  point  iVf  tombe  du  côté  de<  l'axe  ^P  par  rap- 
port au  diamètre  A/0  j  &  qu'au  contraire  (/g.  j.  >JVi^ 

HQJ^a)^  lorfquîil  tombe  dû  côté. oppofé  :  on  aur^ 
Qy^yy±'^^*^\ii.AQ^^)c^h'^à:{a,yok      * 
»-dans  le  premier  cas >  & 4-  dans  le. fécond.    Or*v^P  *^^  .. 

H^-^.    On  formera  donc  en  comparant  enfemble  ces 
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deux  valeurs  dt  Qj/  J'é^zhtc  y  y  ^tll  ^ill^y y  ^ 

112^ti?2j  d'où  «î  effaça tt  de  parc  &  d'autre  jj^^lSlî^ 

divifant  par j^/,  &  multipliant  par  4^^:,  Ton  tirera  OR 
{aa)^sn^bx.  Mais  les  triangles fembîables  MPT^NRO^ 

^An.i€.    donnent  Pt\^xx).  OR  Uèx):: MT\[qx).  ON 
ms^bqvmq^  MO  {b).   Ce qu\dfaItoit ^^c, 

CoROLLAinE    Genehai:. 

lO-  1 L  eft  vifible  que  ce  <ju*od  a  démontre  dans  U 
proponcion  première  par  rapport  â  Taxe  ^  P^^  i  fes  or- 
données P  M  ^  &  a  Ion  paramètre  p  ,  s'etcnd  par  le 
moyen  de  cette  dernière  proportion  i  un  diamètre  quel- 
conque  MO^  à  fes  ordonnées  ON^  &  à  (on  paramètre 
^.  Or  comme  les  articles  7, 8, 9, 10, 11 ,  ix^i},  14&  15  fê 
tirent  de  la  première  propofition  ,  &  fubfiftent  égale. 
ment,foit  que  les  angles  ^ /^ Jl/ ibient  droits ,  ou  bitti 
qu'ils  ne  le  foient  pas  •  il  s'enfuit  que  (î  Ton  imagine  dans 
cts  articles  <iue  la  Mgnt  A  P  y  au  lieu  d'être  Taxe  ^  foit  un 
diamètre  quelconque^  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
P  M,  QJN^  &  pour  paramètre  ta  ligne /^ ,  ils  feront  enco- 
re vrais  dans  cette  fuppofition  5  car  leur  dcmonftratiofl 
demeurera  la  même ,  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement  ,  que  les  relire  en  mettant  partout  où  fè 
trouve  le  mot  d'axe,  celui  de  dianaetre.  ^ 

Co  KOLL A  1  HE  IL 
Fw,4.&5.  tl-C  o  MME  les  articles  10  &  15  fubfîftent  avec  la 
mêmie  force ,  lorfqœ  la  ligne  AP  zxa  lieu  d'être  Taxe  ^ 
eft  un  diamètre  quelconque ,  tel  que  ^  O  ^  il  s*enfdit 
que  la  ligne  M  T  parallèle  aux  ordonnées  ON  à  ce  dia-' 
mètre,  eft  tangente  en  M^  &  qu'il  n'y  a  que  cette  feule 
.  ligne  qui  puifle  toucher  la  parabole  en  ce  point. 

D'où  l'on  voit  que  d'ur^  point,  donné  fuf  une  parabole  J 
oa  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente. 
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-  C  O  K  O  L  L  A  I  R  I       1  1  L 

22.  JL)  E*LA  il  eft  évident  felan  la  définition  9.  que 
fi  Ton  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  parabole  » 
une  ordonnée  M  P  à  Taxe  ^  P^èc  une  ligne  droite  MT 
qui  coupe  fur  Taxe  prolongé  du  côte  de  Ion  origine  -^  Ja 
partie  ^  J^egalç  à  yi  Py  cette  ligne  M T  fera  tangente  en 
M.  Et  réciproquement  que  fi  la  ligne  MT  eft  tangente  en 
M ,  &  qu'on  mené  Tordonnee  jW  P  à  l'axe  i  les  parties  ^T^ 
^  P,  de  Taxe  feront  égales  entr'elles. 

CoK'aLLAlRE      IV- 

^h  Si  i*on  imagine  dans  les  définitions  9  &  10 ,  fie 
dans  la  dernière  propofition  ,  que  la  ligne  ^  P  au  ViQut 
d'être  l'axe  ,  foit  un  diauœtre  quelconque  ,  qui  ait  pour 
ordonnées  les  droites  FM ,  QJ^  5.  on  verra  que  cette  F  ne»  f. 
propofition  fera  encore  vraye ,  puisqu'elle  fc  cfémontre^ 
ra  de  la  même  manière  qu'aunaravant  ^  comp;)e  il  efl 
évident  pa^  la  feule  infpedion  ae  la  fig.  6.  oh  les  trian- 
eles  femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans 
k  cas  de  l'axe. 

D-oii  il  fuit  i^^  Qjie  le  Corollaire  précèdent  doit  en* 
wre  avoir  lieu  /lorfque  la  ligne  •/^P  au  lieu  d'être  l*axe^ 
eft  un  diamètre  quelconque.  1**.  Que  le  diamètre  MO 
peut  être  Taxe  dans  cette  fuppofition  5  &  qu'ainfi  on  peut 
Kgarder  Taxe  conune  un  diamètre  qui  fait  avec  fes  or^ 
damées  des  aagles  droits,  ^ 


PROPOSITION    IV. 

Théorème^ 


24- Si 


I  par  un  point  qnelcmque  M  J^unc  parabole  ,  Pon  F  i  c*  7;. 
mena  ua»  orâormèt  M  P  ^  i*axe  ^  g^  une  perpendicnlaire  M  G   .       - 
à  la  tagente  MT  qui  pétffe  par  le  point  M  y  je  dis  que  Lfk 
fartée  ^  G  de  l^ axe  fera  toujours  égale  à  la  moitié  defonpa^ 
pometre  p. 
Il  faut  prouver  que  P  G  c»f  p. 

BiJB 
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Car  à  caufc  des  angles  droits  T.P  My  TMG ,  on  axtOL 
TP  (1*).  PM{y)  ::  PM[y).PG^V.^^^f,  enmec^ 
♦  Art.  7.    tant  à  la  place  de/^  fà  valeur  *fx. 


■XM 


PROPOSITION    V. 

Thcorcroc. 

fil  ft.  7^  *5«  5)  ï  :P^^  »»  ^//7/  quelconque  M  /irw  parabole ,  /*w 

«i^«^  ^»  /^^r  F  //ï  droite  MF,  «»  diamètre  M  O ,  ^  i^»r 
tangente  T M  S  >  /f/  4»g^i  F  M  T ,  O  M  'i>^  faits  parla  tan- 

fente  T  M  S  d'un  cbté  avec  la  droite  MF  ^é*  de  Poutre  avec 
?  diamètre  M  O ,  feront  égaux  ent/iux. 
Car  menant  Taxe  j4P  qui  rencontre  en  T  la  tangen^ 
^  ^rt.  xt.  te  riVf5 , &  Tordonnëe  MP  i  Taxe  5  on  aura ♦  T^-^AF 
^Àrt.j.     OU  rJas^/^/^-+-^///ou  •  ^/r  Le  triangle  TFM  fera 
donc,  ilofcelle  ^  &  par  conlequent  Tangle  FTM ^  ou 
font  égal   O  MS  ^  fera  égal  à  Tangle  F MT.    Ce  quHl 
Jalloit  démontra. 

Co  RO  L  L  AlUI, 

'i*^*  D  E.LA  il  eft  clair  que  la  tangente  TMS  prolon- 
gée indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  point  touchant 
M^  laifle  la  parabole  toute  entière  du  côté  de  fon  foyer 
JB.  Et  comme  cela  arrive  taûjours  en  quelque  endroit  de 
la  parabole  que  tombe  le  point  touchant  iWf,  il  s'enfuie 
que  cette  ligne  courbe  eft  concave  dans  toute  ion  éten- 
due autour  de  ion  foyer  E* 

PROPOSITION     VI. 
Problème 

fie  %.tc%.  *7*  U  N  diamètre  A  P  avec  la  tangente  L  A  L  quifaffi 
par  fin  crigine  A  ,  ^  (on  paramètre  étant  donnés  5  trouver 
un  dimmetre  BQ  qui  fajse  de  part  ou  ^t autre  avec  fis  ordonnées  ^^ 
un  angle  égal  à  l'angle  donné  JC  ^fon  origine  B ,  dr  fin  forom 
mctre. 
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Ayant  mené  par  Torigine  A  du  diamètre  donné  U 
iigne  A  B  qui  faUe  avec  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre, 
l'angle  VAE  égal  à  Tangle  donne  AT,  &  trouvé  ♦  fur  *^rf.  x^ 
cette  liene(  prolongée  de  l'autre  côté  de  .^  lorfqu'elle  (^  xo. 
ne  comoe  point  dans  l'un  ou  l'autre  àt^  angles  VAL^ 
VAL)  le  point  M  où  elle  rencontre  la  parabole,  on 
mènera  par  le  point  du  milieu  j^de  la  ligne  AM ^  une 
parallèle  Q^  au  diamètre  ^P,  qui  rencontre  la  tan. 
genre  ALzxx  point  Z>  5  &  on  divifera  dj)  par  le  milieu 
-en  B.  Je  dis  que  la  ligne  -Ôi^ft  le  diamètre  qu'on  cher- 
che ,  qu'il  a  pour  origine  le  point  B  »  &  pour  paramètre 
une  troifiéme  proportionnelle  à  Jî  (^ ,  &  Q^. 

Car  i^  La  ligne  AM étant  diviféeen  deux  parties  éga- 
les au  point  Q^r  le  diamètre  B  Q^y  eile  fera  ordonnée  *  *  ^^.  nw 
de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre  ^  &  comme  les  lignes  ^^^.^  <^  *^» 
^P  font  parallèles  entr'elles,  l'angle  B  Qj4  que  fait  le 
diamètre  ^i2^ avec  fon  ordonnée  i2^  ^«"^  égal  à  l'angle 
PA  M  égal  â  l'angle-  donné  K  bu  fon  complément  â 
deux  droits,    i^  Le  point  du  milieu  B  de  la  ligne ^D  ^  . 
fera  Torigine  *  de  ce  diamètre  ,  puifque  A  Q^tn  eft  une  ^  ^*  "* 
ordonnée.   3^  Le  paramètre  du  diamètre  if  i^ eft  *  la  *  Art.  19^ 
«roifiéme  proportionnelle  â  £  Q^dA. 

Lorfque  l'angle  donnné  K  n^  pas  droit ,  il  eft  clair  Fie»  8. 

Su'on  peut  mener  de  part  &  d'autre  du  diamètre  A  P 
eux  différentes  lignes  AE  qui  faffent  avec  ce  diame- 
tre  des  angles  égaux  i  l'angle  donné  K  ^  &  qu'ainfi  x>q 
pourra  toujours  avoir  deux  folutions  diâPerentes  3  en  ob- 
lervant  que  (î  l'une  des  deux  lignes  A  £  tomboit  fur  la 
tangeiite  -^^Z  ,  le  diamètre  donné  A  P  fatisferoit  lui- 
même  à  la  queflion.  Mais  Jorfque  cet  angle  K  eft  droit , 
comme  Ton  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  AE  qui  Fig.  j. 
faflè  avec  le  diamètre  ^  P  un  angle  droit  ^  il  s'enfuit 
qu'on  ne  peut  avoir  alors  qu'une  folution  j  &  qu'ainfi  *  *Arf.  ^j^ 
le  diamètre  cherché^  fera  l'axe. 

il  eft  à  remarquer  que  les  deux  diamètres  B  Q^^  B Si^ 
qui  fatisfont  au  Problême  lorfque  l'angle  donné  K  n'eft  Fi«,  i%. 
|>as  droit  ^  font  femblablement  poiés  de  part  &  d'autre 

B  iy 
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de  Taxe  AP^  6c  que  leurs  paramètres  font  ëgauic  :  ce 
qui  fe  voit  par  la  conftrudion  même ,  en  fuppofant  que 
le  diamètre  donne  yi  P  (oit  Taxe  ^  &  en  menant  deujt 
différentes  lignes  A  E  ^  j4  E  de  parc  &  d*autre.  Caries 
triangles  redangles  ALM^^ALM^hi  ^  D  Q;^  ADC^ 
étant  vifîblement  égaux  fie  femblables-  entr*eux ,  les  lignes 
AD^  AD'yDd,  DQ^\t\yTs  moitiés  ^  j^, -»  i2j  fie  les^ 
^  Art.  19.  ordonnées  QA ,  QA  feront  égales  eittr'dles  ^  *  fie  par  con- 
fequent  les  paramètres  le  feront  auffi. 

Co  IL  O  L  LA  I  HB. 

2'S'  I  L  eft  donc  évident  ^  i®,  qu'il  n*y  a  qu'un  feut 
diamètre  qui  failè  avec  ks  ordonnées  des  angles  droits  y 
tL  qu'ainfi  il  ne  peut  y  avoir  qu*un  feul  axe,  i^.  Qu*on 
.  *  peut  toujours  trouver  deux  differens  diamètres ,  qui  faf- 
lent  avec  leurs  Ordonnées  des  angles  égaux  à  un  angle 
donné  ,  lorfque  cet  angle  n'eftr  pas  droit  y  que  ces  deux, 
diamètres  feront  femblablement  pofés  de  part  U  d'au*- 
ire  de  Taxe ,  fie  qu'ils  auront  des  paramètres  égaux. 

PROP  O  SITION     VIL 

Problème. 

2^9*  U  N  diametn  étant  donné  avec  la  tangente  quipa^e 
far  fon  ofiyn$ ,  ^  fm  farametre  j  décrire  la  parabole  far  un. 
wtouvnmnt  cominu. 

P&^iMFEnB    Manie"  HE. 

Si  le  diamètre  donné  étoft  l'axe ,  on  la  décriroit;  félon 
IxG^  w.  ^article  4^  j  mais  lorfqu'il  ne  l'eft  pas ,  foit  -W  o  le  dia- 
mètre donné  ,  icT MS  la  tangente  qui  paflTe  par  foa 
on&n^  M.   Cela  pofé. 

On  prendra  fur  le  diamètre  M  o  prolongé  au  delà 
de  fo0  origine  M ,  la  partie  Jii2>  égale  au  quart  de  foa 
paramètre  ^  fie  on  tirera  une  perpendiculaire  indéfinie 
I>£  à  -M  2>.  On  mènera  M  F  qui  fafle  avec  la  tangen. 
te  T  jM  5  un  angle  FM  T  égal  à  l'angle  O  jW  5 }  fie  ayant 
pris  MJP  égale  â  JWf  D ,  on  décrira  fcloa  la.  définitiooï^ 
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f  emiere  ^  uûc  parabole  qui  air  pour  direârice  la  ligne 
D  JB ,  &  pour  foyer  Je  point  F.  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
<]u'oD  demande* 

Car ,  i^  La  ligne  -W  o  étant  perpendiculaire  a  la  di. 
«•edrice  DE^  fera  parallèle  à  Taxe  j  &  par  confequent  un 
<liamecre  félon  la  définition  7^    i*.  La  ligne  TMS  fera*  *  ^n.xj^ 
tangente  en  M.   3^  Le  paranaetre  du  diamètre  M  o 
iera  *  quadruple  de  -M  f .  *  j^n.  i  j, 

S  E  C  o  N  D  E     M  A  N  I  e'^B.  1. 

Soie  ^P  le  diamètre  donné  ^  &Z^Xiaéangentequi  vig.  ii. 
paflc  par  fon  origine  ^.    Cela  pofé. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  ^^  prolongé  au  delà  de  fon 
origine  c/^^  la  partie  ^G  égale  à  fon  paramètre ,  &  mené 
une  droite  indéfinie  DG  D  qui  fafle  avec  ^ G  Tangle 
^GD  égal  à  Tangle  GAZ  pris  du  même  côté  j'on  fera 
mouvoir  une  ligne  droite  indéfinie  D  M  h  long  dcG  D 
f  oûjours  parallèlement  iyf  G ,  en  entraînant  par  fon  ex-^  ^^,^ 
trêmité  D  le  côté  D  y^  de  Sangle  HA  M  égal  â  Tangle  ^^' 
<wALybi  mobile  par  fon  fommet  autour  du  point  fixe 
A.  Je  dis  que  Tinterfedion  continuelle  M  de  la  ligne 
D  M  Uàn  côté  A  My  décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu'on  demande.  ^ 

Car  menant  MP  parallèle  d  ^  X  ^  les  lignes  MP ,  G  D 
feront  égales  entr*elles,  puifque  Tangle  ^PM  oxx  GA£ 
^tant  égal  â  Tangle  AGD^dles  feront  également  incli- 
nées entre  les  parallèles  GP^  DM.  Or  les  triangles  AGDy 
MPA  (ont  (emblables  :  car  Tangle  MPA  ou  G  AL  eft 
égal  à  l'angle  AGD  5  &  l'angle  PMA  ou  MAL  égal  â 
l'angle  G  AD  y  puifque  retranchant  des  angles  égaux 
OAL  y  DAM^Iq  même  angle  DAL ,  les  reftes  doivent 
être  égaux.  On  aura  donc  AG.  GD  ou  PM:  :  PM.  APy 

&  partant  G  A  ^  AP^  P  M  3  d'où  il  clair  que  PM  eft  *  ♦  Art.  tf. 
une  ordonnée  au  diamètre  AP  qui  a  pour  origine  le  <^  lu 
point  A  y  pour  tangente  la  ligne  L^L^&c  pour  parame- 
tre  la  lign«  A  G.    Ce  qi^ilfaUBit ,  é^c. 

Si  le  diamètre  A  P  étdt  l'axe ,  alors  les  lignes  GD,  F  ig,  t%; 
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ï^  ••  «t. 

y$  Li^hePhemier. 

A  L  ,  feroient  parallèles  ,  &  la  démonfliration  devicQ» 
droit  plus  facile  ;  car  Ton  voit  tout  d'un  coup  que  GD^ 
cft  égaie  à  P  M , &  que  les  triangles  rectangles  u4GD,. 
MP^  font  femblables  }  d'où  il  fuit  A  G.  G  D  o\x  P  M  m. 
PM.AP.   DoncyiG*APmcrM\6cc, 

PROPOSITION    YUh 

Problème. 

3^0.  \J  H  diamètre  A  P  étant  donné  avec  fin  farametre^^  ^  - 
la  tan^ite  A  L  qui  pajfe  par  1^ origine  A  de  ce  diamètre  j  trosu 
ver  autant  de  àifferens  points  qfte  ton  voudra  de  la  parabole , 
ou  (ce  qui  efija  même  chofi)  la  décrite  parplupeurs  points. 

Première  Manie^re» 

Pi  G.  14.  Ayant  pris  fur  le  diamètre  ^P  prolongé  au  delà  de 
foû  origine  •/^^  la  partie  ^G  égale  a  fon  paramètre^ 
diyifé  ^G  en  deux  parties  égales  au  pjDiot  D ,  &  mené 
une  ligne  droite  indéfinie  ^F  perpendiculaire  i  ^Gy, 
on  décrira  d^un  point  C  pris  partout  où  Ton  voudra  fur 
I>  ^  prolongée  indéfiniment  du  côté  de  ^^  comme 
centre  *&  du  rayon  CG ,  un  arc  de. cercle  P  F  qui  cou*, 
pera  le  diamètre  ^P  &  fa  perpendiculaire.^  i^  ep  deux 
ppinis  /^,^.  On  mènera  par  le  point  P  une  parallèle 
MF  M  à  la  tangente  ^  L  ,  (ur  laquelle  on  prendra  de 
part  &  d'autre  les  parties  P  M^PM^  égales  chacune  i 
^F,  On  trouvera  de  la  même  manie/e.  autant  de  cou^ 
pie  de  points  M  qne  Ton  voudra  5  par  lefqujsls  on  fçra 
paffer  une  ligne  courbe  Jfaf^Af.qui  fera. la  parabole  qu'oa 
demande. 

Car  tous  les  arcs  PF  pafiànt  par  lé  même  point  G  ^^ 
&  ayant  leurs  centres, fur  la  ligne  G •/^' prolongée  ,  s*il 
eft  neçejÛfàire  du  côté  de  ^ ,  auront  pour  diamètres  les 
lignes  G  P  j  &  par  conféquent  la  propriété  de  ces  cercles 
donnera  toujours  ^  P  vs^G  ^^^  F.  Mais  chaque  FAT^ 

»  Hyf^     '  êft  *  égale  â  fa  correfpondante  ^FyU  de  plus  parallèle 

à. 
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De  LA  Parabole.  ij 

i  la.  tangente -/^  Z  qui  paffe  par  rorigine  A  du  diamètre 

AP  s  elle  fera  donc  *  ordonnée  à  ce  diamètre.     Ceft  *  j4rt.  ^. 

pourquoi  *  la  Parabole  qu'on  den)ânde ,  doit  paflèr  par  &  li, 

tous  les  points  M  ^  trouves  comme  l'on  vient  d'enîeû 

gner. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  fe  tromper  en^  traçant  les  par- 
ties de  la.  parabole  ,  qui  joignent  les  points  trouves  ) 
mais  on.  voit  en  même  temps  q^ie  Terreur  ne  peut  être 
fenfîble ,  lorfqjie  ces  points  font  fort  près  les  uns  des 
autres..  Ceux  qui  ont  befoin.  de  décrire  louvent  èts  Seo* 
tions  Coniques ,  préfèrent  ordinairement  cette  metho«. 
de,  de  lies  décrire  par  plufîeurs  points  j  parce  que  les 
machines  dont  on  fè  fert  pour  \qs  décrire  par  un  mouve^ 
ment  continu  ,  étant  compofées  ^  font,  fouveat  fautives,. 
&  peu  exaâes  dans  la  pratique^  ' 

Seconde    M  a  n  i  e'  k  r 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  Z  de  la  tan-  Frc.  i^. 
gente  A,L ,  une  parallèle  indéfinie  JS  £  au  diamètre  AP  -y 
on  prendra  fur  cette*  ligne  &  fur  le  diamètre  A  P  pra. 
longé  au  delà  de  fon  origine  A ^  les  parties  Z£,  EE\ 
J?£,  &c.  AFyJE,  BFy  &c.  coûtes  égales  entr'elles ,  de 
de  telle  grandeur  qu*on  voudra.    On  marquera  fur  X  £^, 
le  point  M  ,  en  forte  que  Z  M  foit  troifiéme  proportion- 
nelle au  paramètre  donné  du  diamètre  ^P ,  &  à  la  par- 
tie AJU  de  la  tangeme.   On  tirera  enfin  des  points  A  ^M^, 
Us  lignéS^^^^kB,  ^E^  ^E.fîic.M  F  ^M  F  ^m:E  ^iLc,]^  ^ 

dis  que  les  points^d'interfèdion  JVT,  ]^^  -^,  &c,  de  cha- 
que A  Ey  avec  la^correfpondame  M^F ^  feront  tous  i  la^ 
parabole  qu'on  denfninde. 

Car  menant  par  le  point  marqué  3i,.&  par  Tun  des^ 
points  trouvez  N  ^  les  lignçs  M  P ,  N Q^  parallèles  â  lapi 
tangente  AL^ic  nommant  A  P^xi  PM  oa  AZ,yr 
A  Q^^u\  QJ^\  ^i  les  triangles  femblables  N  dA  ^ALEy. 
fiE  MP Fy  ^QPy  donneront  ces  deux  proportions  Q^?r 

t^t  S^  {u)::AZ  (/),  ZE  ou  AF^^tl.  &  m.B' 
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4Î  Livre   Pn.iMitf«.. 

[y).  PF  ou  T'^-i-y^f  (*-!--)  ::  ^ a^{K.).(lF oU 

Q^y4-r^^  F  (»-t-î2.)  .   D'où  en  multipliant  les  Extrê- 

mes  &  les  Moyens,  Ton  forme  régalité  uy^lU.^m 

^x,-\^uy  5  &  cfFaçant  de  part  &  d'autre  uy  ^  &  multi- 
pliant parjç^^il  vient  uyy^^xi^x^^  qui  fe  réduit  à  cette 
proportion  A  P  {x).  ^  QJ,u)  y.  M /^*  (/>'  )  iV i2^ ( ^g. 
Or  par  la  conftruûion  ,  le  qoarre  de  ^  Z  ou  de  P M^ 
cft  cgah  au  redangle  de  la  partie  ^  P  du  cjiamerre  don* 
-^  Art.  19.    né ,  par  Ton  paramètre.  Cette  ligne  PM  (cra  donc  *  une 
&  II.         -ordonnée  au  diamètre  A  P  -^  &  par  confequent  i^^A^en 
^Aru8.&  ièra  *  une  autre.    Ainfi  le  point  iV  fera  Tun  dçs  points  dç 
jlo.  la  parabole  qui  tombent  d  un  côte  du  <iiametre  A  P^ 

pour  les  avoir  de  l'autre  ,  vl  n'y  a  qu*à  prendre  fur  les 
adroites  indéfinies  L E^^i  F ^  les  parties  égales  L  E^EE^ 
jbic.  ^  F  ^  F  F  ^bcc  de  l'autre  côte  des  points  Z ,  A. 

Si  au  lieu  du  paramètre  du  diamètre  ^ p  que  l*on 
fuppofe  ici  Aonnç ,  l'on  avoir  un  des  points  M  de  la  pa* 
rabole  j  ce  qui  arrive  fouvcnt  :  il  n'y  auroit  qu'à  mener 
par  ce  point ,  une  parallèle  indéfinie  Z  £ ,  au  diamètre 
ji  P  ^  ôc  achever  le  refte  comme  cy-defTus. 
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Planche    2,  -paû*i8 


Djgitjzed  by  VJ^^^V  IV^ 


jj  Livre   Pilimi^*. 

[y).  PF  ou  Pyé-^^Fix^tl-)  ::  NQ^izJ.dFoa 

Q^yir^^  F  (»-f-î2.)  .   D'où  çn  multipliant  les  Extrê- 

mes  &  les  Moyens ,  Ton  forme  régalité  uy^^JJ.^m 

xz^^uy  5  &  cfFaçant  de  parc  &  d'autre  nr/,  &  multi- 
pliant par  jç,^  il  vient  uyy^t^xz^T^^  qui  fe  réduit  à  cette 

proportion  ^P  (x,).  ^  QJ,u)  ::  Af  /  (^^^^  )  17^1  (^g. 

Or  par  la  conftruûion,,  le  qoarre  de  -^  Z  ou  de  P M^ 

cft  cgah  au  redangle  de  la  partie  ^  P  du  cjiamerre  don* 

-^  Art.  19.   ne ,  par  Ton  paramètre.  Cette  ligne  PM  (cra  donc  *  une 

&  II.         -ordonnée  au  diamètre  A  P r^  &  par  confequent  Qlsf  ^n 

^Art.8.  &  fera  *  une  autre.    Amfi  le  point  2^  fera  Tun  des  points  dç 

jLO.  la  parabole  qui  tombent  d  un  côré  du  <liametre  A  P^, 

pour  les  avoir  de  i*autre  ,  vl  n'y  a  qu'à  prendre  fur  les 

adroites  indéfinies  Z  £,  ^^  i^ ,  les  parties  égales  L  E^  EE^ 

Zlc.  ^  F  y  f  F  ^&cc  de  l'autre  côte  des  pmnts  Z ,  A. 

Si  au  lieu  du  paramètre  du  diamètre  u4 P  que  l'on 
fuppofe  ici  donnée  l'on  avoir  un  des  points  M  de  la  pa* 
rabole  5  ce  qui  arrive  fouvent  :  il  n'y  auroic  qu'à  mener 
par  ce  point,  une  parallèle  indéfinie  Z£,  au  diamètre 
^  P^  ôc  achever  le  refte  comme  cy-defTus. 
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L   L  V   H   E      SECOND. 
De  l'EUipfe. 

D  b'^M  N  l  T  I  O  N  S; 

i. 

AYANT?  attaché  fur  u»  plan  les  deux  bouts  d*ùn  fil  Fig.  iSi 
F.  M  /,  en  deux  points  F ,  /,  dont  la  diftance  2^/foit 
moindre  que  la- longueur  du  fil,  on  fè  fervira  d'un  ftile 
M ,  pour  tenir,  ce  fil  toujours  tendu  $  &  conduifeht  ce 
ftile  autour  de  ces  deux  points,  en  forte  qu'il  revienne  aii^ 
même  point  d*où  il  étoit  paPti  :  ce  ftile  décrira  dans  ce 
mouvement,  une  ligne  courbe ,  qui  fera  nommée  EMifie. 

2. 

Les  deux<  points  fixes  F ,  /,  font  nommés  les  deux^ 

5- 

La  ligne  .^^  ^  qui  paflè  par  les  deux  Foyers  F,  /,  & 
qui  eft  terminée  de  part  &  d'autre  par  l'Ellipfe,  eft  ap^ 
pèllée  le^^w«/>r  ou  \t  gfand  ^xe. 

4- 
Le  point  C,  qui  dlvife  par  le  milieu  le.  premier  Axe 
\4a ,  eft  nommé  \t  Centre  àt  TEllipfe. 

La  ligne  Bb\  menée  par  le  Centre  C,  perpefidicu- 
kirement  au  premier  Axe  ^^ ,  &  terminée  de  part  6c. 
d'autre  par  i'Ellipfe  y  eft  appellée  Je  yî^^^wrf  ou  Itfetit  ^xe; . 

Les  deux  Ax^s  AieiyBb^  font-appéllerenfemblê,  O^»^ 
jmgués:  de  forte  que  le  premier  Axe  ^^,  eft  dit  conjugua: 
au  fécond  B  i\iL  réciproquement  le.  fécond  Bby  conju-» 
gtié  an  premier  jia^ 

r 

Les  I^nes  MP  y  M  K  ^  menées  dés  points  -W  de  rEi-? 
lipfe.  parallèlement  â  l'un  des  Axes  y  Se  terminées  par 

Cij, 
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lô  Lïvjii^  Second. 

Tautre  \  font  appeilées  Ordonnée^  i  cet  autre  Axe  :  aiafi 
MPt^  Ordonnée  à  l'Axe  ^a^bLMKi  TAxe  B  b. 

8. 
La  troifiéme  proportionnelle  aux  deux  Axes ,  éft  ap- 
|>ellée  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de  la 
proportion.  Ainfi  fi  Ton  fait  comme  le  premier  Axe  ^a^ 
^ft  au  fécond  Axe  ^^^  de  même  le  fécond  JBi  ^  à  une 
troifîcrae  proportionnelle  p4  cette  ligne  f  fera  le  Para- 
mètre du  ,premier  Axe. 

9- 

Toutes  les  lignes  droites  qui  paÛlent  par  le  centre  C^ 

&  qui  ibnt  cermmëes  de  part  &  d!autre  par  TEUipie ,  font 
appelices  ^/^«m^/r^/. 

JO. 

.Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  PElIipfe  qu'en  ua 
feul  point ,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre  ^  n'en- 
tre poinjt  dedans ,,  naais  tombe  au  .dehors  ^  eft  appellce 
Tangente  en  ce  point. 

R  £  M  A  R  QJJ  E. 

f  I  c.  17.  3  *  •  S  «  Ton  conçoit  que  les  deux  foyers  F  ,/^  &  le  cen- 

tre  C  fe  réunidènt  en  unibul  point  ^  il  eft  vifible  que  PEU 
lipfe  fë  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour  rayon 
la.droke  CM  cigale  à  la  moitié  de  Ja  corde  CM  C,  atta- 
chée  par  ces  deux  bouts  au  point  C,  qui  en  fera  le  centre* 
•  On  pourra  donc  confiderer  un  cercle  comme  une  efpecc 
particulière  d'ElIipfe  ^  dans  laquelle  la  diftance  des  foyers 
eft  nulle  ^  de  forte  que  tout  ce  qu'on  ndémontreradans  la 
fuite  de  l'Ellipfe  ^  telle  que  puiue  être  la  difiance  de  ces 
deux  foyers  ,  fe  peut  aufli  appliquer  au  cercle ,  en  fuppo^ 
fant  que  ^etc^  diftance  devienne  .nulle. 

CX)  KOL  L  A  I  JLE     I. 

Fi  c.  i^.  32'.  1  L  fuit  de  la  définition  première ,  que  fi  Ton  me- 
né d'un  point  quelconque  M  de  l'Ellipfe  ^  aux  deux  foyers 
JF^fy  les  droites  -W/^  iW/^lçur  ibmmc  fera  toûjou» 
la  mêmfi. 
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De   l*  E  t  l  I  F  SI.  M 

Corollaire     IL 

35*  Lors  qj;  e  le  point  M  tombe  en  v^ ,  il  efl:  vi- 
able que  MF  devient  AF^U  que  iW/ devient  ^fi 
de  m^me  Jorfque  le  point  M  tombe  en  ^,  il  eft  encore 
vifible  que  MF  devient  aF.tiL  gue  A/ /devient  af.  On 
auradonc^/^i^-H^/,  ou  i^ii^-|-/^/«s^-F4-^/,ou  f  y 

xaf-r^fF'^iLfzmntjiF^af.    D'oàil  fuit: 

i^.  Que  la  ibmme  des  deux  droites  M  F^  M  f^  çQ: 
toujours  égale  au  premier  axe  A  a ,  puifque  Mf»^  MF  <  ^ 

:l^.  Que  la  diftance  -F/des  foyers ,  eft  divifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C,  puifque  CA^^A  F  qm       f.   ^ 
C/sbC^i^^/ou  Cf. 

Corollaire    III. 

34-  Si  de  Textremitc  £  du  fécond  axe  -ff  ^,  Ton  me- 
ne  aux  deux  foyers  J,/,  les  droites  MF^  J?/î  il  eft  clair 
que  les  triangles  redangles  BCF ^B C/,  feront  ésaux  i 
&  qu'ainfi  Thypothenufe  Jff  J,eft  cgal  i  l'autre  hypo. 
thenufe  JBf:ic  par  confequent  SF^  ou  Bfz=siCA^  ou 
Ca ,  puifque  *  B  F^Bf^sm  A  a.  On  prouve  de  même  *  Art.  jf, 
que  -F^  ou  iftsaC A  ou  Ca.    D'oûTon  voit: 

i^  Que  le  fécond  axe  j5^,eft  divifé  en  deux  parties 
égales  par  le  centra  c  }  car  les  triangles  reûangles  FcB^ 
F<ib  feront  ég^ux ,  puifqu'ils  ont  des  hypothenufes  ëga«> 
\cs  FByFh^&L\t  côté  FC  commun. 

i^.  Que  le  fécond  axe  -S^^  eft  toujours  moindre  que 
le  premier  A  a  }  puifque  fa  moitié  ;ÀC  étant  Tun  des 
cotez  du  triangle  reâangle  BCF^  fera  moiodre  que  foa 
hypothenufe  B  F^  qui  eft  égale  â  la  moitié  CA  du  pre- 
mier axe  A^. 

3^.  Que  fi  i'on  décrit  de  Tune  des  extr^mitez  B  du 
petit  ou  fécond  axe  Bi  coqime  ceotre  i  &  du  ra.yon 
B  F  égal  à  CA  y  moitié  du  premier  ou  grand  axe  Aa^ 
«m  cercle  ^  il  coupera  ce  grand  axe  en  4eux  points  F  »  f; 
<Qui  ièronc  les  deux  foyers  de  TEUipiè. 

C  ii| 
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Il  Ltyxi   Second* 

C  O  K  O  L  L  A  I  a  £      IV. 

35^*  JL  £S  mêmes  chofcs  étant  pofëes,  fî  Ion  nonime- 
C  ^  ou  ^  f ,  /  i  c  i^,  I»  j  le  triangle  redangle  J?  c  i'^^doo* 

nera  5c  s=an>^mm.   Or  ^F:=Bt^^fn^6c  fa=^t^m^^ 
&  partant  ^  F  >^Fai^tt.^mm.    D'où  il  eft  évident  que 
le  quatre  de  la  moitié  C^  du  petit  axe  ^^,  eft  égal  au, 
redangle  de  ^  JF  par  -F^  parties  du  grand  axe  ^>i,pri-f 
fes  entre  Tun  des  foyers  J^,  6c  fes  deux  extrémités  •/^  ,^, 

Co  KO  LL.A  1  B.E      V. 

3^-  1 L  fera  facile  â  prefentde-décrire  une  Ellipfedont; 
*  jirt.  }4.    les  deux  axes  \Aa^JBby  (ont  donnez.  Car  ayant  trouvé  *" 
, ,  u  ,^        fur  le  premier  ou  grand  axe  Aa^  les  foyers  -F,/, on  at» 
tachera  dans  ces  points ^  les  extrémités  d'un  fil  F Mf^^ 
dont  la  longueur  égalera  celle  de  cet  axe  ^  &  ayant  dé- 
crit par  le  moyen  de  ce  fil ,  une  Ellipfè  comme  l*on  a  en- 
feigne  dans  la  définition  première ,  il  eft  évident  qu'elle.: 
fera  celle  qu'on  demande* . 

PROPOSITION    I. 

Tlicorcme. 

F 1 G^  \&.  37»  Si  l^<mmê»e  Nrduknie  M  P  au  premier  ou^randaxe.^ 

A  a ,  ^  qu^or^  prenne  fur  cet  axe  la  partie  A  D  égale  a  M  Fj  ^ 
Je  dis  que  CA.CVi.QV.Ciy. 

"Ayant  nommé,  comme  auparavant)  le^données  C  A  ^ 
ts  CF  ^m'yôt  déplue  les  indétermnités  CP^x  -^  PM^yi 
te  Tinconnue  Ci)jXi  ^^  P^^^  arriver  deux. differens  cas. 
Premier  c^.  Lorfque  le  point  P  tombé  au  de(îus  du 
centre  C.  Comme  P  F  eft  toujours  moindre  que  P/.  il 
s^enfuit  que  MF  wx  A  D  fera  moindre  que  Af/ou  aB-y 
c'eft  pourquoi  AD  ou  MFa±it^7i,  aD  ôU  Mf^s^t 
'  -i^^  j  F  P^m^^x  ù\i  xm^m  (félon  que  le  point  Ptom*^ 
bc  au  defïftus  ôtofâti  deflus  du  foyer  F)^  Pf^±ix-^m. 
Or  les  triangles  redangles  M  P  F,  MPf^  donneot  ttmm. 
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siZjB^yy-^mm-^^^X'^xx.  Donc  fi  l'on  retranche      ^  2 
par  ordre  chaque  membre  de  U  première  égalité  de 
ceux  de  la  féconde ,  on  aura  ^tz^^sn^^mx  j  d'où  Top  tire      ;,v  : 

Second  cas.    Loffqae  le  point  P  tombe  au  deâToos  do  ^ 

centre  C>  comme  /^Z'  eft  toujours' plus  grande  que  Pfy 
il  s*enfuit  que  M1^  ou  -^D,  fera  plus  grande  que  Mf 
ou  aD  :  c'eft  pourquoi  ^D  ou  MFtsçtf-^z^^  aD  ou 
Mf^:mt^^^^  P Ftxszx^m  ^  Pf^mx^^m  ou  W.— X  (fe-. 
Ion  que  le  point  i'  tombe  au  deiïous  ou  au  deflîis  du 
foyer/:    Or  les  triangles  redangles  MP  Fy  MPf^  don. 

f/^^ir5;^-t-^2;.a->'/4-'»'''^'~-^^-^H^-^'^*  PoncfiToii  ..    ./ 

reira^nche  par  ordre  chaque  membre  de  la  féconde  égali-     .       .\    ^ 
xi  de  ceux  de  la  première , o&aura ^tz^^^^mx  -^ d'où  Toa 

tire  encore  CXi  (iO«"~«    P*r  confecjuent  ea  Tun  8c 

4'autre  cas  ^  oo  Aura  C^  (/).;  VP^{.m\  v\  CP  {x)^ 
CD  {zj.    Ce  quUl fallait  démontrer. 

CORÔLLAIHÏ* 

38, 1  L.eft  doncévident  que  fit  ron/wxmnje  les  données 
V^oM  ca.ti  cf  ou  ç/> »» > &1  rindéterminée  cp^Xi 

que  le  point  i*  tombe  au  deffus  du  centre  C  :  &  qu'au 
-<ontraire  oa  aura  Jkf  Fs*f-t-.!lff ,  H  Mf^t^ZJL'^  torfc    '       ' 
■qii'41  torolie  au  deflbus.  .  - 

PROPO  SI  T  ION     II 
Thearême. 

3^»  L  «  q»arré  inné-  ordonnée quelcotupte  M,P  i  faxeKx* 
^fi  au  reïUn%le  de  A?  par  P a ,  parties  de  cet  axe ,  tsmme h 
^orré'de'finconJMgmé'Bb^ii/iauqtMrréde-i'axe  A%K  ' 
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Il  fauuprouver  ^^  P  M  .  A  P  >f  P  a  :  :  B  b  .  Aa  . 
Les  mêmes  chofes  étant  pofees  que  dans  Tarticle  prc^ 
cèdent  ,  (i  Ton  met  dans  1-égalité//  zt^^^^-^^^jy/' 
^Art^  j7.    ^mm  ^imx-^xx  (\\XQ  l'on  a  trouvée*  par  le  moyen- 
du  triangle  rcdangle  M  P  F  ^i\z  place  de  \  fa  valeur.- 

^  ^^  on  formera  coûjoucs  eeUe  ci  ttyy^mt^^^tt xxm^^ 
mmtt^mmx X  ^  laquelle  étant  réduite  â  une  propor* 
^Art.x^.    tjon  ,  donne  P  M  Xyi )•   ^^ ^  ^  P  a  (tt^xx)  xi  JiC  * 
(tt^mm),  Ç.A    {,tt)A\  Bk  .  ^a  .   Ce  qu! il  falbit ,,&€.. 

Co  KO  L  L A IKE      L 

4*^-  St  i*on  nftene  une  ordonnée  Af  2C  â  Pâutre  axe* 
-S*,  lequel  j'appelle  2 r,  il  eft  clair  que  MK—CP  {x)^, 

"^Art.i^.    &  que   CK^PM  (y).    Or*  F^d    {jy).    AP^^Pa- 

{tt*^xx)ixBb   {^cc).  Aa    {^tty    Et  partant  4^^ 
>ex  —j^cctt^^j^ttyy  5  ce  qui  donne  cette  proportion- 

M  iC \xx).jBK.n:iCh  {^^cc^yy)  xi~a    {^ti).^^ 

C'eft  à  dire  que  le.  quatre,  d'une  ordonnée  quelcon* 
que  M  K  à  i*axe  j?^,eft  au  reûangle  de  B K  par  K^- 
parties  de  cet  axe^  comme  le  quarré  de  fon  conjugue.. 
Aa^  eft  au  quarré  dtVa%^Bi. 

CoKoicLAiJiE  Fondamental. 

fro.  iSs.        41.  ^  I  Ton  nomme  Tun  ou  l'autre  axe  Ala^it  j  foa: 

^^*    conjugué  B  b  ^ic  'y  ion  paramètre  p  5  chacune  de  ks  or. 

données  P  M  ^y  i  chacune  de  fes  parties  C  P  prifes  en* 

tre  le  centre^  $c  les  rencontres  des  ordonnées ,  x  ^  on 

*^r/.  j9,    aura  *  toujours  P^Jd    (yy).  A  P  n  P  a  [tt^—xx)  i\  £b' 

{^cc).  Aa  {^tt)\ip.  Aba{it).    Puifque  félon  la  défi- 
nition du  Paramètre,  Aai^xt).  Bb  [xc)  \:  Bh  {te). 

/:;?~.    D'où  en  multipliant  d'abord  les  extrêmes  &. 

ks  moyens  de  la, proportion//,  tt^m^xxix  ^cc.  4^/ ,  &x 

enfuitfiL 
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«nfoite  de  l'autre  yy.  tt^xxx.f.  xt.  Von  titeyy^cc 
^'ilî ^icyy-\ft^VLl..  Or  comme  cette  propriété 

convient  également  à*  roussies  poiûrs'  dé  rEliipfe  ,  & 
qu'elle  en.  détermine  la  pofition  par  rapport  z\x%  deux 
axes  conjugués  ^a ,  ^  ^  j  il  s'enfuit  que  l'équation  yy 

^cc --, ,  OU // — 7 /> / — "^ ,  exprime  parfaitement        s    - 

la  nature  de  l'Ellipfe  par  rapport  à  ks  axes, 

CoRrOLL  AI  HE     II-I. 

42»  cfi  r^nmene^denx  ordonnées  quelconques  MP 
57^  à  l'axe  ^  a.  j  leurs  qu^rés  feront^  entr'eùx  comme 
lés  redangles  AP  *V  a  ^  ^Qn  ^ ,  des  parties  de  ceD 
axe,  faites  par  la  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées  $. 
car*^^*.  >^*!;  P  M.  UP^Pa-,:  ^J^*.  A^^.  Et  fjirt.  j-^ 
partantPiw'.  .^JV*;:>Ps»'P^.  ^•J^»»j^.  ' 

Gqhqllaire    IV.. 

43'  S  I  l'on  mené  par  un  poitit  quelconque  P  àt  l'un; 
des  axes  conjugués  Aa^  une  parallèle  MM  â  l'autre 
axe  B  ^  i  elle  rencontrera  l'Ellipfe  en  deux.points  M  y  m* 
également  éloignés  de  part  8&  d'autre  du  poioç  P ,  &  non. 
«n  davantage.  Car  afin  que  les  points  M  ^M^  fqienti  l'El- 
lipfe »  ilfauc'que  les  quarrés  ûq  P  M  {y  )  prife  de  part  &  ♦.^^.  .,. 
d'autre  de  l'axe  Aa ,  foient  égaux  chacun  à  la  même, 
quantité  cc^.^^». 

C  ÛKOLL  Atl^t     V, 

44.  ri'^«»t«iecequeV>'=^^—~-*,  que  plus  cp  *^ft.^ 
(x)  prife  de  part  &  d'autre  du  centre  c  augmente 
plus  chaque  ordonnée  PM  (jy)  prife  départ  &  d'autre 
de  l'un  ou  de  l'autrease.^»  »  diminue  ;  de  iorte  que  ep  {x) 
étant  égale  à  Cut  qu  Ca  (./)  y  chaque  P  At  (yj  devient 
alors  nulle  ou  zéro  î&  qu'au  contraire  plus.  CF  {x)  de-. 
-vient  petite ,  plus  auffi  chaque  ordonnée  PM  {y)  priiez 

■        D 
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de  part  &  d'autre  de  l'axe  uia  augmente }  de  forte  que 
CP  (x)  deveuant  zéro  »  chaque  Pil€  (/  ) ,  qui  eft  alon 
c^ouc6(c)^  fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D'où 
il  eft  clair. 

lO.  Que  fi  l'on  mené  par  les  extrémités  .^^^^  de  l'utt 
des  axes  conjugués ,  des  parallèles  à  l'autre  }  elles  lêronc 
tangentes  en  ces  points. 

lO.  Que  l'Ëllipte  s'élo^ae  de  part  &  d'autre  de  plus 
en  plus  de  l'un  ou  de  l'autre  axe  ^a^ea  commençant  par 
l'extrémité  ^  i  jufqu'â  ce  qu'elle  rencontre  fon  conjuguié 
S^  )  après  quoi  elle  va  toujours  en  s'approchaot  du  mê. 
me  axe  ui  a ,  jofqu'â  ce  qu'elle  le  rencontre  en  Ton  autre 
extrémités 

C01.OLLA11.B    VI. 

^  45»  1 1.  fiïiï  encore  de  ce  que  *yy^ccm^  '~^  que  fi 

l'on  prend  les  points  P,  P,  également  éloignés  de  part 
&  d'autre  du  centre  c  j  les  ordonnées  PM ,  Pm  ,  feront 
égales.  D'où  il  eft  évident  que  fi  une  ligne  quelconque 
MM^  terminée  par  l'EUipfe ,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement  par  l'un  des  axes  conjugués  ^^  en  un  point  a:  au- 
tre que  le  centre  \  elle  fera  parallèle  i  l'autre  ^a.  Car 
menant  les  parallèles  MP^MP^i  l'axe  -ff  ^ ,  la  ligne  PP 
icra  divifée  par  le  milieu  en  c,  puifque  MM  l'eft  en  JÇ; 
&  partant  les  ordonnées  P  M^PM  feront  ^ales.  La 
droite  MM  fera  donc  parallèle  à  l'axe  »^4t, 

Co  «.OLLAIHB       VIL 

4^'  S I  l'on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  l'EUipfe 
eft  tracée  ,  foit  plié  lé  long  d'un  des  axes  £i^en  forte 

2 ne  fès  deux  parties  fe  joignent }  il  eft  clair  que  les  deux 
emi.Ellipfes  jBj4  h^  Bab^  tomberont  exadement  l'une  fîir 
l'antre }  fçavoir ,  les  points  ^ ,  M»  &c.  fiir^ ,  M^  &c.  puifl 
*  Art,  45.  que  *  toutes  les  perpendiculaires ^a ,MM^ &c.  â cet  axe» 
u>nt  coupées  par  le  milieu  aux  points  c,  iC,  &c.  D'où  il  eft 
wâiîble  que  i'£ll^  eft  coupée  par  les  deux,  axes  en  qua« 
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tre  poRions  parfaitement  égales  &  aniformes  >  qui  ne 
d^ÊEsrent  eocr'elles  que  par  leur  ficuacion. 

PROPOSITION    III. 
Thcorcmc. 

47*  Si  ^M  mené  par  Nne  des  extrémités  A  de  fun des  ' 
axes  Kz^une  ligne  dreite  qutlcdpque  A  M  dans  l*un  des  an- 
gles  SLA.LyAALyfai(fspar  cet  axe,  ^far  la  ligneLAL 
parallèle  à/on  conju^i  ^byje  dis  ip*eâe  rencontrera  tEUiffe 
en  un  autre  point  M. 

Ayant  pris  Cnr  AL  de  pare  ou  d'autre  du  point  -^i  Fig.  xe. 
la  partie  *^G  égale  au  paramètre/  de  Taxe  ^4,  &  tire  , 
G  F  parallèle  â  cet  axe4&  qui  rencontre  la  ligne  A  M 
(prolongée ,  s'il  eft  neceflàire)  au  point  J,  on  prendra 
^r  la  ligne  ^^  £  du  même  côté  où;  tombe  la  ligne  A  M 
par  rapport  à  l'axe  Aa  /\z  partie  AZ  égale  àGFyic 
ayant  tiré  par  l'autre  extrémité  a  de  l'axe  ^<^  la  droite 
4f  Z  }  je  dis  que  le  point  M  où  elle  coupe  la  ligne  AMy 
cft  â  l'Ellipfe  M  A  M. 

Car  menant  Af  Pparalleleâ  AL^tc  nommant  les con- 
vaiès  A  a  ^  xti  A  G  ^  p  ^G  F  ovk  A  L^a^tc.  les  inconnues 
CP ^x^ PM^y  >.les  triangles iêmblables  AGF^M PA^ 
&  LAa,  iVfP^r ,  donneront  AG  ip)GF  {a)  ::  MP  {y), 

AP{t:±x)^^J.  ^tA£{a).Aa\ity.:PM{y).aP 
f  • 

^tZfx)  =atil^    Et  par  confequent  on  aura  toûjo^ir» 

^P*Pa  {ttm^xx)wm^J2Z^  fcMt  que  le  point  Ptombe  au 

deflus  ou  au  deiTous  du  centre  c  j  d'où  l'on  ^xeyysm 

î^pt^Jtl.  La  ligne  PM  fera^donc  ^  une  ordonnéq  â  Taxe  *  An.  41. 

jia'yiL  partant  le  p<Mnt  M  iêrn  â  rEllipfe  MAM,    Ce 
jptUl  faBtit  dêmorarer, 

ConaLLAlUB      I. 

48.  ±Je-i.k  on  voit  comment  nntxe  Aa  d'une 
EUipk  MAM  étant  donné  avec  ibn  paramètre  /,  & 
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ayant  mené  par  Tune  des  extromicës  A  de  cec  zxt-^  iroe 
ligne  droite  quelconque  A  M  dans  l'un  ou  Taucre  des 
angles  aAL^  aUL^  fait  par  cet  axe  ,  &par  la  ligne 
L  AL  parallèle  â  fon  conjugué  ^^}on  voit  »  dis- je ,  ce 
qu'il  faut  faire  pour  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M 
où  elle  rencontre  rEllipfe  MAM^ 

C o »R b X X  A  I  B. B     II. 

49*  I L  eft  évident  qu'il  n'y  a  que  la  ligne  Z  ^  z  pa^ 
;rallele  â  l'axe  ^  ^ ,  qui  puifTe  être  tangente  de  l'EllipIê 
M  A  M  au  point  A  ^  l'une  des  extrémités  de  fon  conju- 
gué A  a  }  puifqu^il  n'y  a  que  rette  ièule  ligne  ^  qui  pad 
^nt  par  le  point  A ,  &  étant  continuée  de  part  &  d'au* 
ut ,  ne  la  rencontre  en  aucunpoint  ^  &  n'entre  pas  dedans^ 

PROPOSITION    IV. 

Théorème. 

F I  o.  10.  5®*  Tous  Us  diamètres  comme  M  C  m  ^font  coupés  en 

deux  également  far  le  centre  C ,  ^  ils  ne  rencontrera  tEiïipfc 
qu^en  deux  points  M ,  m. 

Ayant  mené  l'ordonnée  M  P^U  pris  cp  égale  à  c  P^ 
fî  l'on  mené  la  perpendiculaire  pm  terminée  en  m  par  la 
droite  M  Cm  i  il  eft  évident*  que  les  triangles  c  P  M  ^ 
Cp  m  font  femblables  &  égaux ,  &  qu'ainfî  C3i  eft  égale 

*  Art.  4;.  à  Cm^tcPm  àpm.  Or  comme  *  les  ordonnées  qui  font 
également  éloignées  de  part  Se  d'autre  du  centre  C,  font 
égales  entr'elles ,  &  que  P  ^  eft  une  ordonnée ,  il  s'en- 
fuit (\wpm  fera  auflî  une  ordonnée  3  &  par  confequent 
que  le  point  ;»  eft  d  TEUipfe. 

De  plus  il  eft  vifible  que  fi  Ton  imagine  une  parallèle 
â  Taxe  -ff  ^ ,  qui  fe  meuve  de  C  vers  A  i  la  partie  de  cet- 
te parallèle  renfermée  dans  l'angle  A  C  M^ira  toujours 
en  augmentant  â  mefuf e  que  CP  croît  ,  &  qu'au  con- 
traire la  partie  de  cette  parallèle  renfermée  «entre  le 
quart  d'ElIipfe  ':iiM£  &  Taxe  CA ,  c'eft  à  dire,  Tordon. 
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mée  P  M  *  irz  toujours  en  diminuant  j  d*où  il  fuit  que  »  ^rt.  44, 
h  ligne  droite  C  Â£ ,  qui  pafle  par  le  centré ,  ne  rencon- 
itre  rfillipfe  qu'en  un  point  M  du  même  côte  de  Taxe  j   ,^   ''■'/  ^  : 
&  il  en  eft  de  même  pour  le  point  m  pris  de  Tautre  côté. 
Donc  &c. 

P  e'f  I  N  I  T  l  O  NS. 

II. 

Si  Ton  mené  par  un  point  quelconque  M  derElIipfe,  Îiq.h.iï. 
«un  diamètre  M  cm  y  une  ordonnée  M  P  i  Tun  ou  Tautre 
axe  Aa^ic  une  ligne*  droite  M  T^  en  forte  que  C  J'foic 
troifiéme  proportionnelle  â  CP,  C*>/  j  le  diamètre  S  Os 
parallèle  i  MT^  eft  appelle  Diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre M  m  y  Et  réciprôquenient  le  diamètre  ^;ii  eft  dit 
conjugué  au  diamètre  Ss  :  de  forte  que  les  deux  enfem- 
4>le  font  appelles  Diamètres  conjugués^ 

11. 

Toutes  les  lignes  droites  menées  des  points  de  TEHip^ 
fe  piaraUelement â lun  de  ces  deux  diamécre^r^ &  tisrmi» 
û^es  par  Tautre  ,  font  appellces  Ordonnées^ i  cet  autre. 
Ainfî  NO  parallèle  au  diamètre  S  s  \  eft  Ordonnée  à  fon 
conjugué  Mm. 

La  troifiéme  proportionnelle  X  deux  diamefies  jc^n^ 
jugués,  eft  appellée  Paramètre  dupremî^^éla-^ropor- 
tion.    Âin(î  la  troifiéme  proportionnelle  kMm  ^&s  ^eîk   . 
appellée  Paramètre  du  diamètre  Mm.  ^     .      .\;i_ 

Ce  I.  o  L  L  A  MtE, 

I  Pon  nomriie  la  donnée  c^.,  t  j  &  les,  indé- 
terminées  CP,  x  j  PT*, /  $  il  eft  clair ,  fclon  la  défini-  .  / 

don  ii«  que  CT  (x-^-j)«-î^  qu'ainfi  /jç»^7^jtx      ^^ 
mnUPnPa.     r  ^  -^      - 
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PROPOSITION     V. 

Théorème. 

5**  S  I  ^9n  mené  par  Us  extrémités  M ,  S ,  ^  deux  dioi. 
très  conjugués  M  m ,  Ss ,  deux  ordonnés  M  P ,  S  K ,  i  ««  axe^ 
AA'.je  (Ur  que  la  partie  CKdecetaxg^  frife  entre  le  centre 
(^  la  rencontre  de  Ijiiu  des  ordomées  S  K  ,^  moyenne  fropor. 
ttomuUe  entre  les  deux  parties  A  P ,  P  ^^/aitespar  la  rencon- 
tre de  Vautre  ordonnée  M  P. 

Il  faut  prouver  aue  CK*mm  A  P  %  P  a^ 
Ayant  noromé  les  connues  c^  ^t  i  cPyXiPT^SiSC 
*  Art.  |i.'  rinconnuë  CK^m^  on  aura  ^P*Pam»tt.-,f.xxmt^^sx^, 
Si.  ué  K  t^KasBittm^mma»sx-^xx,^mm  en  nietcant. 
pour  tt  fa  valeur  xx-^^sx.    Cela  pofc ,  la  propriccc  de 
f  Art^  +x.  rEllipfe*  donnera  .AF*Pa  {sx).  ^K^Ka  (/x-f-xx— jjww)  ? t 
JTT.  KS  XX  TP*'{ss).  c  K\mm),  â  caûfe  des  trian- 
gles femblables  TPM,CKS.  D'où  l'on  tirC' en  multi^ 
pliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  en  tranfpofanc  i  l'or. 

dinûitc  t  CK*^  (mm)  ^*JL!l:mjL  mm  SX  ^^Pn^P  a.  Cr 
q»*il/àSeit  démontrer,. 

Ç*  Pu I s  <^  E  C^*— /r^xx ,  il  s'eofuk  qoe  cCî *-J 

♦>*«.4u   CK   ovL  jtK^Kommx^x,     Or  *  C^*  { /<  ).  F«*  (f  f):  t 

^i>  »  frf  ^/«-^  x/  J15*U  <ff— 'Ifif .  De  plus  à  caufe  des 

triangles reàanglcs CFM,  c/c5,on.aHraIe  quarrc  cÂToo 
.CP4-/»;n*— xx-H<:_llif,&lequarré  C5*  pu  ex*" 
-^  ^ S  «»/ /w-x X -I- Sili.  Donc  c^*-|-cï*.^//-|^f c 

'  y  C'eft  â  dire  que  la  fomme  dts  quarrés  de  deux  diamè- 
tres conjugues  quelconques  Mm ,  S  / ,  eft  égale  à  la  fomme 
des  q^aarrés  des  deux  axes  jia^BL 
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PROPOSITION    VI. 

Théorème. 

54*  Lé  E  quarri  iune  ordonnée  quelconque  Ol^au  diame^ 
tre  Mm,  efian  reSangle  de  lAOnOvafaif  des  parties  de  ce  dia. 
mette  ^  comme  le  quarré  de  fin  âmfugué  Ss^ejl  au  quarri  du 
même  diémetre  M  m. 

.  llfoMtfnmierqueOW  .MO«Ojn:;Ss  .  Mm  . 
Ayant  mené  les  parallèles  NQ^OH^  â  l'axe  B^,  & 
la  parallèle  ORk  Ion  conjuguera  «qui  rencontre  aa 
point  K  l'ordonnée  iVi^prolongce,«'il  eft  ncceflàire  j 
•on  nommera  les  données  c ? , x  i  P iW ,^ i  CA ^tiFT^ 
Siècles  indéterminées  iïj^^ou  OR^ai  C  H  yéyUon 
■aura  â  caufe  des  triangles  femblables  CPM^  CHO»U 
M  PTiNRO, ces  deux  proportions  c  P  fxj.  P  M  (y)  :  : 

CM  (h),  HOonRO^tl.   ^TF  (s).PM  {y)::OR 
faJ.RN^^.   Celapofé. 
Puifque  ^/g.  II.;  JVi2^eft  toujours,  la  différence  de 

^iL(^)i  lorsque  le  point  i\r  tombe  entre  les  points 
M  y  5,  OU  w,  /  J  &  qu'au  contraire  {/ig.  tt.J  J^/^eft  toû^ 
jours  la  fomme  de  RQ^,  Ri^^Qc  c^la  différence  de 
CHyH ^  lorfqne  le  point  2V  tombe  par  tout  ailleurs  : 
on  aura  N^^thl  ^^^122.^^21    &  c^aa 

"^  tab^\^b }  Çç^yoïï^^Hilll  iir^idb  dans  ie  premier  cas, 

&  au  contraire  -^-  iii2£  &  ^—  i  ^  ^  dans  le  fécond  cas.  Or  ♦  *  ^rt.  4t. 


SX 


^Fnfa  {tP^^x).  A^^  ou  CA  m^C ^JtP^^-^.da^iéJ^^b) 
MTu^yyj.  MF'=' t:,j^o^j^±^^iyj-kkyy^  Encompa. 

lanc  enfèmble  ces  deux  valeurs  du  quarré  de  2f  ^^ 
on  formera  légalité  tÏ21  •+  tlii2  +"^^^  t 

y— ^^jj±*^^j»-%y^  dans  laquelle  «ffàçant  d'une  part  le 
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terme  -^  ^-^tll  U  de  l'autre  le  terme  zL^^^^  qui  lui  e(fe 

—"      SX  tt^xx    * 

^Ari.$i..  ^g^l^j  puifquc *  j^fn://— .^^, 6c  divifant  par >^^, il  vient 

XX    ■      «I  tt^^xx 

Si  Ton  multiplie  par  x^,&  qu'on  tranfpofe  66^  on 

trouvera llîi ou  ilï!  =  ^^""^^""^^^^ 5  &  multipliant 

Je  preqnier  mçmbre  par  ssxxy,&c  le  fécond  par  le  quacré 
de  ttm^xx  valeur  de  />^  (ce  qui  fe  fait  en  multipliant 
iîmplertient  le  numérateur  par  tt^^xx)  on  aura  ^^x*=. 
]r*xx.i-^^^^xx— ^^/.— fr;t*-|-^^A*-4-^i^//xx.  d'où 
en  effaçant  de  part  &  d'autre  /i  4  X*,  tranfpofant  aattxx^ 

&  divifant  par  ttxx^  Ton  tirera  /f^  ou  o  R  (aa) 

XX 

Maintenant  fi  Ton  nomme  le  demi  diamètre  C  Ai  ou 
cnty^yovï  aura  àcaufedes  triangles  femblabics  C?^M\ 
C/fO,  cette  proportion  cPfxJ.CM  [z^)\:  CH (b). 
CO:=it^  Et  partant  MO  ^otn  =,f^^  tl^\  Or  les  trian- 

*.  '  XX  • 

gles  femblàbles  ORT^j  ckS^  donnent  (Tn  .  c\s*  :  :  OR*' 

CAf  (^5;^2;>    Puifqu^tèn  multipliant  les  extrêmes  &  les 
moyens,  on  trouve  le  même  produit.    Donc  ON  . 
"^Arf.^o..  MO^Om::  C&  .  C  M*  ::Ss  .  Mrn  .  Ce  qu'il  falloit^é^c^ 
•  G  Q  R  a.L  L  A  1  IW  E      G  E  N  E  R  A  L. 

55*  Il  ^ft  vifîble  que  ce  qu'on*  a  démontré  dans  \z. 
Propofition  féconde  par  rapport  aux  deux  axes  Aa^ 
B  h ,  s'étend  par  le  moyen  de  cette  Proportion  a  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  Mm^  &s.  Or  comme 
ks  articles  40 ,  41 ,41 ,  4s ,  44 , 4  5 ,  47  >  48  &  49 ,  fe  tirent; 
de  la  féconde  Propofition ,  &  fubfîllenc  également ,  foit 
que  l'angle  ^CB  foit  droit' ou  qu'il  ne- le  foit  pas  j  il- 
s-'eniuit  que  il  Ton  fuppoie  dans  ces  articles  ,que  les  li«. 
gnes  Aa^Bb ^  au  lieu  d'être  les  deux  ^xes  foient  deux. 

diametrefc 
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cGametrcs  conjugués  quelconques  ,  ils  /èronc  encore 
Trais  dans  cette  luppondQn  :  car  leur  dëmonftrarion  de* 
sneurera  toujours  la  nnêime  ^  &  il  se  faut  pour  s'en  con- 
vaincre entièrement ,  que  le?  relire  en  mettant  par  tou^ 
où  fe  trouve  le  mot  à^^^xe  celui  de.  Dmmetre^ 

COROLLAIJI*    IL 

5^^  Co  M  mte  les  articles  44^  45^  fubfîftent  avec  la  n  ©.  ij^ 
même  force  ,  lorfque  les  lignes  o4a^  Bb\  au  lieu  d'être- 
les  deux  axes ,  font  deuxr  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques,  tels  que  Mm-y  5/  5  il  s'enfdit  que  la  ligne  JVfT 
menée  par  le  point  M  l'une  à^%  extrémités  d'un  diamè- 
tre quelconque  Mm^  parallèlement  â  fon  diamètre  con- 
jiïgués  S  s ,  eft  tangente  en^  M^  &  qu'il  n'y  a  que  cette 
feule  ligne  qui  puiffè  toucher  rÉUipie  en  oe  point. 

D'où  Ton  voit  que  d'un  point  donné  fur  une  Ellipfe-,. 
on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente; 

Cokoll.aik;&    ILL 

f7#  \j  E.LAiI  eft  évident,  félon  la  définition  ii^^qoe' 
fi  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  Ellipfe  ,. 
une  ordonnée  M  P  à  l'un  ou  l'autre  axe  ^  ^  3  &  qu'ayant- 
gris  CT  du  côté  du  point  P^^troifiéme  proportionnelle, 
i  c  P  V  c  ^ ,  on  tire  la  droite  M  7":  cette  ligne  M  T  fera, 
tangente  en  M.  Et  réciproquement;  que/î  la-ligne  MT 
eft  tangente  en  JW,&  qu'on  mené  l'ordonnée  M  P  h 
l'un  ou  l'autre  znft  Aa^  les  parties  CP^CA^  CT  de  ce^v 
a^ce ,  ferx>nt  en  proportion  géométrique  continue. 

CoROLLAïaE     IV. 

/    5^'  S  I  l'on  imagine  dans  lés  définitions  11-  n  &  13^^ 
&  dans  les  deux  dernières  Propofitions  ,  que  les  lignes- 
Aa^Bb^xi  Heu  d'être  les  deux  axes ,  foienc  deux  dia-^ 
mètres  conjugués  quelconques  j  on  verra  que  ces  Pro* 
pofitions  feront  encore  vraies ,  puifqu'elles  le  démontrè- 
rent de  la  même  manière  qu'auparavant  :  comme  i^e(b: 
évident  par  l'infpeâion  de  la  figure  23  ,  où  Jes  triangjes^ 
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femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans  le 
cas  des  ;ixes. 

D'où  il  fuie  i®.  Que  le  Corollaire  précèdent  doit  en- 
core avoirlieu ,  lorfque  la  ligne  ^a ,  au  lieu  d'être  un  axe, 
eft  un  diamètre  «fuelconque.  i«.  Que  les  diamètres  con- 
jugués Mm^Ss^  peuvent  être  les  deux  axes  dans  cette 
fuppofition  }  &  qu'ainfî  on  peut  regarder  les  deux  axe« 
comme  deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr'etix  cies 
angles  droits. 

PROPOSITION     VII. 
Theorctnc 

Fj  G.  if.  59'  Oi  par  un  point  quelconque  £une  BUipfe  qui  a  four 

centre  le  point  C ,  ton  tire  une  ordonnée  M  P  i  tun  des  axes 
A  a ,  ^  une  perpendiculaire  MG  i  /«<  tangente  M  T  quipaJTe 
par  le  point  M  :je  dis  que  C  P  fera  toujours  À?G  en  rai  fin 
donnée  de  1^ axe  A  a.  à  [on  paramètre. 
Car  nommant  le  demi-axe  C.A  ou  c^ ,  <j  &  les  indé- 

*Art.  ;7.  terminées  CP ,  x  j  P  M ^y  »  on  aura  *  C7'  =  iî  j  &  par- 
tant PT-— î~^.  Or  les  triangles  redangles  fembla- 
blés  TPM^MPG^  donnent  TP  (  '-^"H).  PM  {y):: 
P  M  {y  ).  P  G  — ;^£^  •  D'où  Ton  tire  cette  proportion 
CP  {x).PG(-^J::^P>*Pa  itt^xirÂd"  (yy), 

Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  oa 
forme  le  même  produit  xyy.  Mais  le  reâangle  A  PhP  a 
*Art,  41.  eft  *  au'  quarré  P~M  ^  comme  l'axe  ^^  eft  à  fon  para- 
mètre.  Donc  &e. 

PROPOSITION    VIIL 
Theorcmc. 
F  i  G.  *;.  60.  {)  i  fon  mené  par  un  point  quelconque  M  d^une  Ettipfe 

me  tanime  TUS  y  &  aux  deux  foygrsVJJes  droites  U^\ 
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M  f'yje  dis  que  les  angles  F  MT,  f  US,  faits  far  ces  /i- 
gnes  de  part  é*  d\iutTe  avec  la  tangente  T  M  S  ifrnt  égaux 
cntr*eux. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD^fd^  fur  cet- 
te tangente  }  le  premier  axe  ^a  qui  la  rencontre  en  T^ 
&  ^ordonnée  M  P  à  cet  axe ,  &  nommé  les  données 
C^  ou  Ca^t,  Cf  ou  Cf,m'y&c  l'indéterminée  CP  ^x'^ 

•nauraJV/i^*(/— —  ).  Mf  {t^Zl)::TF ,  ou  CT''  ^  Jrt.  ^^^ 
(li)^CJ  (m),  r/ou  cr(î-')-Hc/<»i).    Puifqu'en 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens^  on  trouve  le 
même  produit.  Or  les  triangles  femblables  TFD ,  Tfd^ 
donnent  TF.  Tf\  :  F  Djd.  L'hypothenufc  31  /  du  trian- 
gle redangle  MDF\  fera  donc  à  Thypotheoufe  Mf  au. 
triangle  reàangle  M  ^/,  comme  le  côté  Z)  JF  eft  au  côté 
df\  Si  p^f  coniequent  ces  deux  triangles  feront  /embla^ 
blés.  Les  angles  FMD  JM  d.ouFMT,  fM 5 ,  qui  font 
oppofés  aux  côtés  homologues  2)jF,  df^  feront  donc 
égaux  entr'eux.    Ce^HlfaBoit  démontrer. 

Corollaire^ 

61.  Dfi  LA  il  eft  évident  que  la  tangente  7" ikf 5 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  point 
touchant  M,  laifle  TEUipiè  toute  entière  du  côté  de  {t% 
deux  foyers  F yf.  Or  comme' cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  de  TEllipfe  que  tombe  le  point  M  ^iX 
s'enfuit  qu'elle  fera  concave  dans  toute  fon  étendue  au* 
tour  de  ki  deux  foyers ,  &  par  confequent  auflî  autoucr 
de  fon  centre. 

PROPOSITION    IX. 

Thcorcnic.  • 

^^  O  I  ^^»  ^ne  far  tune  des  extrémités  K  ctun  diame.  Fi  g,  i^*'. 
Ar  A  a  une  parallèle  DAEâ/cm  conjugué  Bb  ,  laquelle  ren^ 
çmre<dauc  autres. diamètres  conjurés  quelconques  M  m ,  Ss ,, 
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aux  points  D^Eyjedif  que  le  reEian^le  de  D  k  par  A  E ,  ^ 
égal  au  quarré  de  la  moitié  CB  ^  diamètre  B'b. 

//  faut  prouver  que  D  A  «  A  E««i  C  B  . 
Ayant  mené  par  \t%  extrémités  JM ,  5 ,  des  diamètres 
conjugués  Mm^Ss  ^\t%  ordonnées  -W  -P  ^  5  /C ,  au  diamè- 
tre ^  rf ,  on  nommera  les  données  'C-^ ,  ^  j  c\B ,  ^  j  &  les 
*Art.  5».    indéterminées  C-P.,  x  j  PA/  ,  j^  j  &  on  aura"*  CK  ==m 
AP*  /^^zss»^/— xxj&parconfequent-r^K"  Kookx  ca 
*  Art.  54,    —  C~K  ^  xx.    Or  *  Wc*  (££).  cZîjJ^  t)  ::  M'P  {y y  > 
APMPa  ou  C7C*=a  122.  Et  Cj*  {tt).  c  B*  (ce)  r:  AKMKa 

te 

(jcx).  X5*»lllï.  Donc  en  extra^yant  les  racines  quar- 

rées ,  l'on  lire  C /C=a2 ,  &  jic 5=»  - .  Mais  les  triangles 
femblables  CPMy  CAD  ,  &  CKS^  CAE^  donnent 
CP  (x).  PM{y)  «  CA{ty  AD^'2.  Et  ck(^  kS 

r^)'.'.CA\t).AE^i^.  Donc  D  Am  A  EaMCC=:7c 

Ce  qu'il  falloit  démontrer.  " 

JPRO  POSITION     X. 
Pjobicmc 

f  j  G.  X7.  ^3'  Deux  diamètres  conjugués  A  a ,  B  b ,  d^une  Eïïipfc 
étant  donnés  avec  une  ligne  droite  M  Cm  qui  pajfe  par  le 
centre  C  j  marquer  fur  cette  li^ne  les  points  MyOt^oèeUe  ren^^ 
contre  fEtlipfe. 

Ayant  mené  par  Tune  à^s  extrémités  A  du  diamètre 
Ua ,  une  parallèle  indéfinie  ^  2)  ,  à  fon  conjugué  Bb^ 
laquelle  rencontre  la  ligne  CM  donqée  de  pofition  au 
point  D  s  on  tirera  par  le  point  A  perpendiculairement 
fur  ^  D ,  la  ligne  A  O  égale  à  C:ff ,  &  par  les  points  0 , 2), 
la  ligne  O  D.  On  décrira  du  rayon  o  A  un  cercle  qui 
coupera  la  ligne  OZ)  en  deux  points  iV,;z,par  où  Ton 
«irejra  des  parallèles  NM^  nm^ih  ligne  O  c  qui  joinr 
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-les  centres  de  rEllipfe  &  du  cercle.  Je  dis  que  les  points 
M^m^  où  elles  rencontrent  la  ligne  CD^  feront  à  r^llipfe, 
<&  détermineront  par  confequenc  les  extrémités  du  dîa- 
jnetre  M  Cm  donné  de  pofîtion. 

Car  menant  les  parallèles  M  p^  NQ^y  à  ^  D ,  qui  ren- 
contrent les  lignes  c ^  ^O^ ^  aux  points P, ^  les  trian- 
.gles  femblâbles  CDO  ,  MBN^  &  CD^,  CMP^iC 
O D^y  O N^ donneront X:^.  C P  iiCD.C M  :iO D. 
ONi  :  O^.  OQ^c'cik  i  dire,  i\Â.  CP  :  vOA.OQ^  Et  partant 
{{  Von  mené  la  droite  P ^^  elle  fera  parallèle  a  O  c  j  & 
par  conséquent  auffi  i  m  N  fuppofée  parallèle  i  o  c. 
Ainfî  les  parallèles  MP ^  NQ^y  feront  égales  entr'elles. 
Cela  pofé ,  fi  Ton  nomme  les  données  c^,/ j  C B  ou 
^O  ou  ON  y  ^3&  les  indéterminées  CP^x^PMoxx 


ex 


Ndyyyonzxxt^L  CA  (r).  C/>(x)::  O^  (r).  O^^j-lif 
Et  â  caufe  du  triangle  O  ^JT  reâangle  en  ^  le  quarrc 
IsTo^^yxirp  {y)^ÔN'  (r^)-.cr^(Illf).  La  li- 
gne M  P  fera  donc  *  une  ordonnée  au  diamètre  •/# ^  j  &  %jfy^^  j,^ 
par  confequent  le  point  M  appartiendra  à  TEllipfe  qui 
a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  ^^^^^.  Maisâ 
caufe  des  parallèles  NM  yO  c^nmy  h  ligne  Mmctt,  du 
vifée  en  deux  également  par  le  centre  c  i  ^puifqtie  par  la 
propriété  du  cercle^  Nn  Teft  au  point  o.  Donc  le  point 
m  appartiendra  ^  auffi  à  la  même  tUipfe.  *  ^;f.  t^ 

Si  les  diamètres  conjugues  A^yBb^  étoient  les  deux 
â^es ,  les  parallèles  co ,  PQ^  fe  confondroient  alors  avec 
les  lignes  C^ ,  ^O  ,  qui  n'en  feroient  qu'une  feule  j  ce  qui 
rendroit.la  conftruâion  &  la  démonstration  un  peu  plus 
iàciles, 

PROPOSITION    XL 

Protlcme» 

^4»  DlUX  diamètres  conjurés  Pi^^Tih ycttme ËSipfe  Fie.  ^74 
étant  dormes  i  ert'trouver  les  deux  axes  M  m  ^  S  s  :  C^  démontrer 
^y  riy  en^t  avoir  que  deux, 

£  tij 
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Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  yi  da  diamètre* 
yi  éL ,  une  parallèle  DE  à  ion  conjugué  B  i^on  tirera  ^O^ 
perpendiculaire  à  DE  &  égale  à  C\B.  Ayant  joint  oc ,  on 
mènera  par  fpn  point  de  miliea  F  la  ligne  FG  qui  la  cou- 
pe a  angles  droits,  &  qui  rencontre  au  point  G  la  ligne* 
D£,fur  laquelle,  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  point 
G  les  parttes  GD.GE^  égales  chacune  àGOoixG  c.  Ti- 
rant enfin  les  droites  cJD^  C£:  j  je  dis  que  les  deux  axes. 
Mm^Ss  y  font  fitués  fur  ces  droites. 

^uirf.  c8,  Car  les  deux  axes  pouvant  être  regardés  *  comme 
deux  diamètres  ^conjugués ,  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit ,  ils  rencontreront  ta  ligne  DE  en  des  points  D ,  £, 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  paffera  par  les 
deux  points  C,  O ,  puifque  le  redangle  D  ^^.A  E  étant 

^jirt.  6%.  égal  *  au  quarré  de  AO^ Tangle  D  O  £  fera  droit ,  aufll. 
bien  que  l'angle  DCE.  Or  il  eft  évident  que  c'eft  préci. 
fément  ce  que  Ton  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette 
conftrudion  j  puifque  les  lignes  GO^GC,GE^GD 
étant  toutes  égales  entr'elles  ^  font  les  rayons  d'un  même 
.  '  cercle.  Mais  comme  il  ne  peut  y  avoir  lur  la  ligne  DE 
que  deux  points  DyE  ^  qui  fatisfàflent  en  même  temps  â 
ces  deux  conditions  5  fçavoir,  que  l'angle  D  c  E  te  l'an- 
gle DO  E  foient  chacun  droit  j  il  s'eniuit  que  les^amc- 
très  conjugués  Mm^  Ss  ^  qui  font  entr'cux  un  angle- 
droit,  feront  les  mêmes  que  les  axes  j.&  qu'il  n'y  en  peut 
avoir  que  deux. 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur ,  il  n'y  a 
qii^à  tirer  les  droites  OD ,  OE  \  &  par  les  points  N^  il, où. 
elles  rencontrent  le  cercle  qui  a  oourrayon  O  ^  ^  mener 

^^rt.6i.^  les  parallèles -?/ili  , -R  4S.  Car  il  eit  évident*  que  les  points 
MySjOii  elles  rencontrent  les  droites  cD^  CE^  appar- 
tiendront  à  l'EUipfe  qui  a  pour  diamètres  conjugués  les 
lignes  ^a  ^BbiU  qu'ainfî  ils  feront  les  extrémités  deJes» 
a^cs. 
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D  t    L'Et  i  I»  I  I.  5^ 

Corollaire. 

^5»  S  I  l'on  propofbit  de  trouver  deux  diamètres  con- 

fugues  Mm^Ss^qui  fiffènt  cntr'eux  un  angle  M  CS  égal 

À  un  angle  donne  j  deux  autres  diamètres  conjugues  ^a, 

Bb^  étant  donnés.    Il  eft  vifîbie  que  la  queftion  fe  redui* 

Toit  â  trouver  fur  la  ligne  B  E  donnée  de  pofition  j  deux 

points  2)  j  £^ ,  tels  que  menant  aux  deux  points  0 ,  C ,  don. 

nés  hors  cette  ligne  ,  les  droites  DO  ^  OE^  c  D^  C  B^ 

l'angle  D  O  £  fut  droit ,  &  l'angle  DCE  égal  à  l'angle 

•donné.    Mais  comme  la  folution  de  ce  Problème  eft  aA 

iez  difficile  ;  on  la  renvoyée  dans  le  lo^  Lijfre  ,  &  on  a 

/  fuivi  ici  une  autre  voye  ,  qui  eft  plus  fîmple  j  c'eft  de 

trouver  d'abord  les  deux  axes ,  &  de  s'en  fervir  enfuitc 

pour  trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu'on  demacu 

*de  ^  comme  l'od  va  enfeigner  dans  la  Propofition  fuû 

^ante* 

PROPOSITION     XIL 

Problème 

^6.  Les  deux  axes  Aa ,  Bb ,  ctune  £ÏÏipfe  étant  donnés  j  Fi^.  i$.  x^ 
^trouver  deux  diamètres  conjugues  M  m  ,  S  S ,  ^/  f^jf^  ^titr*^ 
.eux  l* angle  M  C  S  égal  à  un  angle  donné. 

Je  fuppofe  que  les  diamètres  M  m  y  Ss^  foient  en  efFee 
ceux  qu'on  demande  ^  &  qu'ils  rencontrent  aux  points 
D ,  B  ^  h  ligne  droite  indéfinie.  3  E  menée  par  l'extre. 
mité  yi  du  petit  axe  ^a  parallellement  au  grand  £b. 
Et  ayant  tiré  du  centre  C  de  rEllipfe  ,  la  ligne  c' JF,  qui 
foflc  avec  D  £  au  point  -F  l'angle  CfE  égal  à  l'angle  don- 
,tïé  JWC5^  je  nomme  les  données  c^^t-^  CB^c  ^  ^ F^ 

ai 6c  l'inconnue  ^E^z^i  ce  qui  donne  ^D=«*~,CJS  '^Jrf.^xi 

«^  VjT^^Tcà  ^^^^  ^^  triangle  reûangle  c^£.  Cela 
pofô. 

Les  triangles  FEC^  CfiP,  feront  ferablablès  $  puifque 
i*abgle  ay  point  £  eft  comnHin  ^  &  ijue  Tangk  CFg  ^ 
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40  Liy HE    Second; 

été  fait  égal  à  l'angle  MCS  :  c'eft  pourquoi  FE  f^-.^)?. 


eo  multipliant  les  extrême;  &  les  moyens ,  l'on  forme  l'c^ 
galité  xj(r^a xc^c c^ftH^^a /-+-a;^ }  .&  effaçant  de  part 6c, 
d'autre  x^\y  multipliant;  enfuite  par  j;:,  &  divifant  par  ^, . 
il  vient  s;;^*-."j^-l-lf  <,4-rr=a^,  Et  en  Éitfant  (pour  fz- 

ciliter  le  cdcttl)îfz:i.'«t^,  oa  changera  r-égaricë  pré. 

^  cedcnte  en  celle  ci  zjf^'^-m.i  h  x^^c  c^sb^p  ,  ou  z^Kj^  i  h  z^-^- 
"^  bb:=bb*^ccct,  qui  donne  en  ifxtrayantdepart  &  d*au- 
tre  la  racine ^quarré  x^^^b  ou  b^^x^^i^ hb^^jçc ^  &.parr 

conféquenc l'inconnue AE^t^^atb^^b ^—  c c.  Voicii 
roaintenanc  la  cpnftruéUon  que  cecce  dernière  égalieér 
fournit. 

•  Ayant  prolonge  le  petit  axe  v^^  jûfqu'âu  point  O,  eiv 
forte  que  «/^.O,  foit  égale,  à  la  moitié  C£  du  graiid  j  foiir: 
tirée  c/,  qui  faflè  avec  DE  menée  par  lé  point  ^  pa^ 
tallelement  à  Bb ,  Tangle  CFE  égal  à  l'angle  donné;: 
Ayant  joint  0  -F,  foient  tirées  les  droites  o  H  ^  CG^  per- 
pendiculaires  fur  OJ,CF^  qui  rencontrent  D  B  aux 
points  H\  G  (on  n'a  point  marqué  dans  les  figures  2S> 
&  19  ,  les  points  JFi,  G  ,  fur  la  ligne  D  E  j  parce  que  ces  fi^ 
guiesauroientété  trop  grandes,  &  que  d'ailleurs  il  eft 
Sicile  de  les  y  imaginer).  Soir  décrit  décentre  0,  &  da 
rayon  o  K ,  égal  à  la  moitié  de  GH ,  partie  de  ^D  prolon- 
ge, comprife  entre. G  &  iJ,un  arc.de  cercle  qui  coupe 
DE  a4»x  points  iC.,  K,&  ayant  pris  fur  DE  les  parties  ^  D, 
jR;  £,  égales  chacune  à.  /co,,  foient.  tirées  par  le  centre  C 
de  rEllipfe  ,^les  droites  De,  e/j.  Jç  dis  que  les  diamètres, 
cherchée  M  m  y  Ss  ^  font  ficués  fur  ces  lignes. 

Car  a  caufe  des  angles  droits  F^  c,  FCG^U,  FAO^ 

JIOH  y  onaura  AG^'L,  AFiv^'li  &  partant  GH- 

ngi^^T^lcg  xb\  Lç.rayx>n  (XK  qui  eft-égal i  la  moitié  de 
JH^G ) fera^donc  égalai  y  £c  â  caufe  di)  triangle  reâan-» 
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gtè  (Jy^Xjonaura  ^Kmm^^lhUc,  &  ^E  ou  Kt^AK 
^b'^y^bb^^Cytx.A'DoMi  KDz^AK^'^V bb>^c.  Or 
cela  pofé ,  fi  l'on  multiplie  k  valeur  de  ^  £  piir  celle  de 

^D,  il  vient^E  n-AD^s^xcai^CB  »  6c  partant *1es  du-  »-rfr/.4*;.. 
mètres  Afaw ,  5  J ,  font  conjugué*.  Mais  le  redangle  de  ^Ê 

-f--^D  ou  BE {rb) par ^£»«^/ou ^F'^ b'^^hhllic-^^ 

eft  assa^^I+ï^  ^^1 — ce — 1  a  i=»i  b  b'^^b  f^bb^^c-^tt<~uc 
en  mettant  poun^^ fa  valeur rr — f/^&âcaufedu  triangle 

r^aàngle  C><£  le^quarrc  C£  s^.^E  -l-?C^  ««i^^^Fe 
OiJ  A^^^^— rr-+r/A— rrs»  D  £  *^JF  :  ce  qui  donne  Jf£i  £  C  :  t 
£.c:eD\  Et  partant  les  triangles  -F £-C,  C£  D^. feront, 
lemblables  ^  puifqu'ils  ent  l'angle  au  point  £  commun  ^  & 
que  leurs  côtés  autour  de  cet  angle  font  proportionnels.^ 
t'anglë  M  es  fera  donccgal  à  l'angle  donne  €££•  Cell- 
ce  qui  reftoit  à  démontrer* 

Maintenant  peur  avoir  la^iandeur  ^Ji ,  CS  y  des  deusc 
demi. diamètres  cherchés  .^  il  n'y  a  qu'à  tirer  les 'lignes 
'bi)/0£,&  mener  parles  points  N^  Jt,  où  elles  rencontrent  • 
le  cercle  qui  a  pour  rayon  oj^ ,  les  parallèles  IfM\RSy 
à  OC,  Car  il  eft  vifible"^ que  lespoiotsJW-^, où^eHesren-  ^  jirt.  4p^ 
contrent  les  droites  CD,  CJB  ,  feront  i  rEllipfe,  &  déter-. 
mineront  par.confequeot  les  extrémités  de  ce^  diamètres. 

COJIQ.L  VAIB.^       h 

^7-^  1 1-  foit  de  cette  conftrudion ,  i«;  Qu'aEft  quielc  : 
Problême  foit  poflSble ,  il  faur  que  D  K  f-î=l')  furpafle  ou  s*     • 

foittég^le.i.^O  (^)  $  car  autremem:  le  cercle  décrit  du^ 
jrayoïf  oK^^ne  rencontreront  la  Jigne  D  E  en  aucun  points .. 
xe  qijtieft  joieanmoins  neceââire  pour  la  conftruâioo.  < 

i^:  Que  lorfque,*û  A'  furpafle  0^  i  jod  troave  toi^ours^ 
^rJe  moyen  des  deux  points  iC,  ^r ,  deux  difièreos  dûu».  . 
jnetres  conjugués  Àêm  y  Ss\  qui  fatisfoot-  également^:  : 
XDai$  qu^aloK  Te  ^ametre  S  s  Âch  figure  jtf  eft  égal  ^aa  ^^ 
diamètre  Mm  de.la  cfigure^  AÎr  &  ^mbfaVlemefit  p«4é^ 
de4*fair£.câcé.dfiJ!ax&y^4  }  parce  que  ^£  de  Ja  figure^- 

Fi      .^' 


Digitized  by 


Google 


41  Lit  RI   SicotiD. 

.29.  eft  cgaU  ^D  de  la  figure  28.  Ecdcmcme  qucJedia. 
metre  Mm  dch  figure  29.  eft  égal  au  diamètre  S  s  de 
la  figure  28.  &  lèmblablemenc  pofc  de  .l'autre  eôtc  de 
Taxe  u^a-y  parce  que  y4  D  de  la  figure  29.  eft  égala  ^^iff 
de  la  figore  28,  C'eft  idire  que  les  deux  difFerens  diame* 
très  conjugues  Mm^  5x,  qui  facisfont  également  au  Pro- 
blême ,  font  femblablemcnt  pofés  de  part  &  d'autre  de 
Taxe  ^a^j^  que  dans  ces  deux  d^âèrentes  poikioos  lean 
grandeurs  demeurent  la  même.  .  - 

3®.  Que  lorfque  0/Ca=aO^,  les  deux  points 'd*intcr- 
¥1  a.  }o.  fedion  K^K,  fe  réunifient  au  ooint  touchant  ^.5  &  qu'aio- 
fi  il  n'y  a  alors  qu'à  prendre  les  parties  ^  E^A  D  ^  égales 
chacune  à  la  moitié  C  5  du  grand  axe  :  d'où  l'on  ^oic 
qu'il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'une  folution  y  &  que  les 
deux  diamètres  coqjugu/és  Mm^Ss  ^  qui  iâtisfbnt  ^  foiu 
égaux  entr'eux. 

C-on ox  L  A  î  n-E     IL 

Fie. 28. 19^       68.  1  L  eftclairauflî  que  plus ^i^(^)  eft  grafcde, plus 
iSc  }o.         l'angle  obtus  donné  C  /£  i'eft  auili ,  &  plus  au  contraire  la 

ligne  O  K  (  fini' )  diminue  :  de  forte  que  A  F  ctaat  bt 

plus  grande  qu'il  eft  poffible  ,  i'angle  obtus  *<:f£,  fera 
aufli  le  plus  grand  ^  &  au  contraire  Ta  ligne  o  K  ^  fera  la 
moindre ,  c'eft  à  dire  égale  â  ^O.  Or  lî  l'on  mené  alors 

Jri  G.  }o.  les  droites  3a^ab^^  les  triangles  redanglcs  aC  B  ^CuiD. 
aCb  tCA  Ey  feront  tous  égauic  entr'eux  î  puifque  le^  li« 
gnes  A  E  y  AD. y  font  égales  chacune  â  la  moitié  C  B  oa 
^ChAt  l'axe  Bh^^  queC^ eft  égal  à ^a.  L'angle  A<:m^ 
fera  doBc  égal  à  l'angle  CaB  ^^  Tangle  ACS  i  l^angié 
C ab'y.ic  partant  l'angle  donné  M^ S  om-CFE,  (era  auffi 
égal  â  l'angle  £a6.    D'où  i'oo  voit  voit: 

•^FiG  '28aju  •    J®.  Que  fi  l'on  mené  de  l'une  des  extrémités  a  du  pe^ 

&  }o.        ,tit  axe  A  a  aux  extrémités  Is ,  ^ ,  du  grand ,  les  lignes  a  S^ 
ah  j  l'angle  obtus  donné  CFE^  doit  être  égal  ou  moin- 

^  ArtyiSy.  4re  que  T'angre  Sa  b  ^  afin  ^que  *  lé  Problême  foit  poffible. 
2^.  Que  lorfqu'il  lui  eft  é^ai  ^  comme  dans  la  figure  jo. 
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ilQ^y^^ue  deux  diamètres  conjugaés  M  m^Ss,  ^ui  fatis* 
ÊiiTenc ,  lefquels  (ont  ég^au*  entr'eux. 

j^.  Que  lorfq^uïl  eft  moindre ,  comme  dans  les  fig^  i8  6c. 
^^.  il  y  a  toujours  deux  difFerens  diamètres  conjugues  qui 
iatisfont  également  j  quïls  font  femblablemenc  pofcs  de 
part  fie  d'autre,  du  petit  axe ,  cet  angle  demeurant  le  mê- 
me entr'eux,  &  que  leur  grandeur  demeure. auffi  la  mcmc- 
dans  ces  deux  xiifTerentes  portions. 

RR.O  PO  S  1  T:  l  O  N.  X  IH. 

"  Pioblcmei 

;     ^^^Ijtvx  diamètres  eonjuguè5^h^^Db\ctuntEBipfe 
kam  damés  5  U  décrire  par  un  mouvemem  eomitm. 

Première     Manie'ile,  • 

On  cherchera  '^  les  deux  axes,  &  on  la  décrira  enfuire  *  -^^^  ^4^^ 
feio^yanklcjé. 

S  ECO  K  D  £.    M  A>N  I  e'  RE.  ^ 

.   Ayanc  mené  par  Tune  des  extrémités  -^-  de  Tun  de*  F^i^-  JJ^^- 
diamesres  donnés  ^^, une  perpendiculaire -^/f  fur  l*au-  î*^ 
tre  S^k  yjon  prtndra  fur  cette  ligne  la  partie  -h?  j^de  parc 
on  d'autre  du  pointa  égale  â  CB.  Et  ayant  tiré  \^  ligne 
Csfit^  on  fora  gîjiler  ta  ligne  GF  égale  i  HQj^zv  fes  ex- 
trémités le  long  des  lignes  Bb^CQ^[  prolongées  de  part 
le- d'autre  du  centre  Sautant  qu'il  fera  neceflàire)  juf* 
qpi'â  ce  qu'après  avoir  parcouru  fiïtfefUvefiient  les  qua- 
tfie  aogles  faits  par  ces  deux  lignes ,  elle  revienne  dans  la  - 
sttêoie  fîtuation  d'où  elle  étoit  partie.    Je  disque  fîTon 
prend  G  M  ég^je  â  ^^  le  point  M  décrira  dans  ce  mou. 
jvcment  l'Ellipfe  reqmie. 

Gar  menant  GP  paraïldéà  Sj^  >  ^o^  rencontre  et^  P  \t  -^ 
àmtiexstAa^  &  en  o  le  diamètre  Bi  i  les  triangles  fem- 
bèables  CHU^  QQG^  &  CA^CPG ,  donneront  CQ^  CGi 
dn^^ou  GM.  GP  :  :  HQ^ou  GF.  GO.  Et  par  confêquent  laii 
%pe  JiMktA  parallèle.^  diamètre  JS  L  Cela  pofé 
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-44  XmiE   SnecND. 

Si  Von  nomme  les  données  C^yt-^  ^^ou  €B  aa 
C6y€  iU  les  inconnues  CP  ,x  ^  P  M^y  5  on  aura  C^ 

{t\CP  {:6\  ::  -/^X^^tr).  G/'—— •    Et  le  triangle  recaan- 

gle  G  P  À/  donnera  7^  iVf  '«  g1^— .G  /^* ,  c'eft  a  dire  en 
termes  analytiques //«■^^^—^?^*    La  lignée /^  3f  fera 

^Aru  41.  àovLC  "*  une  ordonnée  au  diam^^tre  A  a  dans  rEllipfe  qù 
&  $f.  a  pour  diamètres  conjugués  les  lignes  jia^^ln  Donc  icc* 
iFvi^.;«.  ^*  '^^  ^^^^  xliamctrcs  conjugués" ^^^^ifii^ctoient  \t% 
deux  axes,  il  eft  clair* que  les  lignes  A Q^^  ^ ^  tonîbc* 
roient  fur  le  diamètre  •^^  qurferoit  Tun  des  axes,  &  que 
le  'point  H  tomberoit  fur  le  centre  C.  D*où  Ton  ^ok  qu'U 
faudroit  prendre  alors  G  F  égale  â  C^  fomme  ou  di£S^w 
rence  d^s  deux  demi  axes  C^ ,  C  £  ^  &  la  faire  gliffer  par 
fes^xtremités  lelong  des  axes  j^^  ^J?^ ,  prolonges  s*il  eft 

^llece{^aice. 

Comme  tes  lignes  ^a.^  Si ,  s'entrecoupent  â  angles 
-  /droits  au  point  C  5  il  éfl  clair  qu'en  quelque  (îtuation 

^aue  fe  trouve  la  droite  G -F  pendant  qu'elle  glifle  le  long 
ae  ces.  lignes ,  le  cercle  qui  auroit  cette  ligne  pour  <liame- 
tre  >  pa^roit  toujours  par  le  point  C }  &  qu'ainfî  la  ligne 

^C  D  qui  paUè  par  le  point  D  milieu  de  JFG ,  fera  -toû^ 
jours  égale  à  DJP^  puilque  les  lignes  CD^DF^DG^k^ 
ront  toujours  desxaïons  de  x:e  cercle.  JDelii^aSt  la  def- 

xription  fuivante. 

Soient  deuocJignes  droites  CD^  2>/%  égales  c(iacune â 
la  moitié  de  C^  fgmme  ou  difièrence  des  deux  demi- 
axes  CjB  ,  CA  y  attachéeis  Pune  â  Taucre  par  leur  e«tre« 
mité  commune  D,en  forte  qu'elles  le puiflènt  mouvoir 

;autour  de  ce  point  y  comme  les  jambes  d'un  compas  au- 

.tour  de  fa  tête.  Soit  attachée  l'extrémité  C  de  la  droite 
<:  D  dans  le  centre  de  TEUipfc  j  &  foit  entendue  Textrc- 
mité\F  de  l'autre  droite  -F  J9 ,  fe  mouv<Mr  le  long  de  l'axe 
JBiyCn  entraînant  avec  elle  la  Ij^ne  DC  mobile  autour 
du  point  fixe  C.  Il  eft  clair  que  fi  l'on  prend  fur  J' D  (  pr^* 

plongée ,  s'il  eft  neccflàire  J  la  partie  FM  égale  â  c^^  le 
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De  X' E L  L  1 1  s i/  45 

;p6ittc  M  décrira  dans  ce  mouvement  rEUipie  cpi^on 
cherche.  • 

PROPOSITION     XIV. 

Probfême. 

70.  Xj  e  \jx  diamètres  conjugués  A  a ,  B  b ,  dune  EUipfr 
^tant  (Unnès  i  U  Mer  ire  far  flufieurs  f oints. 

Pmniieke  Manie're. 

Ayant  mené  par  Tune  des  extrémités  ^^  Pud  des  dia*  F  i  q.^^ 
"^mètres  donnés  ^^t ,  une  parallèle  indélmie  D:AD  i  (on 
conjugué  £b^  ontirera  ^o  perpendiculaire  i  ./f  D,&  éga- 
le  à  la  moitié  C^  du  diamètre  ^^ }  on  joindra  O  C 1  &  on 
décrira  un  cercle  du  centre  O ,  ôc  du  rayon  0^.  Cela  fait 
on  mènera  librement  de  part  &  d'autre  à^C^  ^  autant 
de  lignes  CD ,  C  D^Scc.  qu'on  vbudra  j  &  ayant  tiré  des 
points  DyDy &c.  on  elles  rencontrent  k  ligne D^D ,  au 
centre  O ,  les  lignes  DO ,  DO  y  &c  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  cercle  aux  points  i\r,  N^  6cc.  on  mènera  des  droi. 
tes  2^M^  NM^  &c.  parallèles  à  OC ,  léfqucUes  rencontrent 
aux  points  M^  ifef,  fec.  les^droites  correfpondantes  CD^  CD^ 
>&c.  fur  lefquelles  <m  marquera  de  l'autre  côté  du  ceft-* 
tre  C  des  points  m,m^  &c.  qui  çn foient  également éioi. 
-^nés.  Il  eft  évident  *  que  la  tygpQ  courbe  qui  paflèra  par  v  jf^t^  ^^j; 
^ous  les  points  M ,  M  ^-^c  ^^m^m^  &c.  ainfi  trouvés  ^ aura 
^our  diamètres  conjugués  les  droites  ^a  ^Bb. 

Seco  ND  E    Ma  nue'k  e. 

.  Ayant ^ris  fur  Tun  des* demi- diamètres  C5,de  peti-  F>«.  1l!^ 
îtes  parties x:e^  E£^  &••  égales  entr*elles ,  dételle  gran- 
^eur  qu^on  voudra  ^  &  autant  que  ce  demi-^iametre  en 
'^pourra  contemr  y  on  lui  mènera  les  perpendiculaires  E  Dy 
£  D ,  &c ,  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  dé- 
^rite  du  centre  C  &  du  raïon  C  B  ,  aux  points  D^D,  &c. 
Ayant  joint  ^  5  ^  on  tirera  par  celui  des  joints  £^  qui  eft 
^  plus  proche  <iii  centre -C,  la  ligne  EP  parallèle  à^i^ 

ï  i^ 
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4^  LlTR.£    SrcoN  D. 

qui  rencootre  r^  au  poioc  P.  On  prendra  fur  le  diam€^ 
mètre  A  à  de  parc  &  d'aucre  du  centre  C,  autant  de  par- 
ties PP  ^  PP ,  &c.  égales  à  CP,  qu'il  en  pourra  contenir  j  ^ 
&  on  mènera. par  tous  tes  points  P ^  P  ^ôcc.  des  paralle. 
les  M  P  M  ^  M  P  M  ^  &c.  au  diamètre  £ /^ ,  fur  chacune 
defquelles  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  point  P  ,  des 
parties  P  M  ^  P  M  ^  égales  chacune  â  fa  cprrefpondante. 
£D.  Je  dis  que  la  Ugnc  courbe  qui  paiTç  par  tous,  ces  , 
points  M ,  fera  TElliple  qu'on  demande. 

Car  nommant  les  données  C  ^^tiCB  ou  CD^c-^tc 
les  indéterminées  c  P^x  ^^  P  M^y ,  on  aura  à  caufe  des 
triangles  femblables  CAB^CPE^  cette  proportion  CA 

{t).C£{t)::  CP  {x).CEz;iif.    Et  à  caufe  du  triangle 

CED  reâumgle  en  £,  le  quarrc  ED  o«  PM  (>/)=- 
*^^rf,  41.  C5*(rr)^c£:*(^ll?).    La  ligne /^Af  fera  donc*  une 

"'  ordonnée  au  diamètre  ^a.  Et  comme  cette  dcmonftra- 
cion  convient  à  toutes  les  lignes  P  M  ^  {xuifque  chaque 
CP  ed  toujours  â  fa  correfpondante  C£ ,  en  ràifon  de 
c^  à  C£  :  il  s'epfuit  que  la  Courbe  qui  pafle  par  tous  les 
points  Af  trouvés  comme  cy-deiTus  ,  fera  l'Ellipfe  qu'on 
•  deinaande. 
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L  I  V  RE    T  RO  I  S  lE'ME.     " 

De  ^Hyperbole. 
Définitions. 

I. 

Y  A  N  T  attaché  fur  un  plan  en  un  pôitit  /  Pune  des  Fi*o^  ^6^ 
extrémités  d'une  longue  regle/MO  ,en  forte  qu'elle 
-puiffe  tourner  librement  atftour  de'  ce  point  fixe/,  com- 
me centre  ^  on  attachera  à  Ton  autre  extrémité  O  ^  le  bout 
d'un  fil  O  MF  ^  dont  la  longueur  doit  être  moindre  que 
celle  de  la  règle,  &  duquel  l'autre  bout  fera  attaché  en 
un  autre  point  F,^p#is  auffi  fur  ce  plan.  Maintenant,  fi 
lîon  fait  tourner  la  règle /JW  O  a^itour  d^i  point  fixe/,  8C 
qu'en  mêmetemps  Ton  fe  ferve  d'un  ftile  M  pour  tenir  le  fil 
X)  M  f,  toujours  également  tendu,  &  fa  partie  MO  toute 
jointe  &  comme  collée  contre  le  bord  de  la  règle  :  la  ligne 
courbe  ^X  décrite  dans  ce  noou vement ,  eft  une  portion 
d'Hyperbale. 

Si  l'on  renverfe  la  règle  dç  l'autre  côté  du  point  F^  on 
décrira  de  la  n>cme' forte  Tautre  portion  ^z  de  la  mê» 
me  Hyperbole. 

Mais\  (i  fans  changer  la  longueur  de  la  règle ,  ni  celle 
du  fil ,  on  attache  l'extrémité  de  la  règle  e#f ,  &  celle  du 
m  en  f  y  on  décrira  en  la  même  forte  une  autre  ligne  cèur- 
hc  xa\o^^oÇcc  à  la  premierç  AT^  Z^  qui  eft  encore  ap- 
pellée  Hyperiote^  &  les  deux  enfembie  font  nommées  Hjr^ 
ftrb^Us  9pp<^ê^s.  * 

2. 

Les- deux  points  fixes  jF,/,  foht  nommés  \e%Ioy€n. 

^    3- 
La  ligne  •^  ^ ,  qui  patte  par  les  deux  foyers  F,  /,  êc  qui 
«ft.termioée  de  part  &  d'autre  par  les  Hyperboles  oppo»- 
:fées .,  eft  appellée  le  premier  Axe. 

4- 
Le  point  c,  qui  divife  par  le  milieu  k  |*emierâxe-4/^^v> 
^^  nommé  le  Centre. 
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48.  ,      Livita  TKoisi^nm^ 

5- 

Si  l*on  mené  par  Je.  centra  c  une  perpendiculaire  ïn^ 

définie ^ ^ au  premier  axe  ^a^U  que  du  point  ui^ com» 
me  centre.3  &  de  Tintervalle  CJ,  on.  décrive  un  arc  de- 
cercle  qui  la  coupe  aux  points  ^ ,  ^  :  la  partie  J$i  de. cette.- 
perpendiculaire,  eft  appelée  le yJvcwî^jAf^. 

Les  deux  axes  ^/^^  S^i ,  font  appelés  enfemble  0«- 
jifguts  j  de  forte  que  le  premier  axe  v/^  ^  eft  dit  Conjugua  - 
au  fécond  ^t^Sc  réciproquement  le. fécond. j5.^^  C(mju^ 
^é  au  preqpiier  A  a. 

7- 
Les  ligne?  MPfM^K  ^  menées^  des  points  M  des  Hy•^ 

perboles  oppofées  parallèlement  à4'un  des  axes  conju* 

gqés,  &  terminées  par  Tautre ,  font  appellées  Ordorméesàj 

cçt  autre  axe-  Ainfi  MPeîï  Ord^née  au  premier iixe  Aa^  , 

&  MK  au  fçcond  J?^. 

La  troifiéme  proportionnelle  ^ux-  deux-  axes ,  eft  an^ 
pellée  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de  la  . 
propprtion«   Ainfi. fi  Ton  fait  comme  le  premier  axe  Aa^ 
e(l  au  fécond  axe Bh ^ de  même  le  fécond  axe  £h^i unç .: 
troifiéme  proportionnelle  jp}. cette  ligne/  fera  le  Pajrame^ 
cre  du  prentief  axe  A.a* 

Toutes  les  lignes  qui  paflent  par4e  cemre  c,  font  api* 
pellées  Diamètres  :  ceux  qui  rencontrent  les  Hyperboles  . 
oppofces  ^premiers  Diarpetres^^  &  ceux  qui  ne  les  rencon« 
trent  point ,  quoique  prolongées  à  Tinfini^y^^^^^  IXia^ 
tnçtref^ 

Une  ligne   droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole  r 
iw^en  un  ^ul  point ,  &  qui  étant  continuée  de  ptrc  & 
d^autre ,  n^entre  point  dedans  ,  mais  tombe  au  deliors^ 
*ft>ppcll^e  Tangente  ea  cç^poinç^ 


RjEMAlUilUb 
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tftr  i^HrPiRBoti;  49 

R  E  M  A  B.  QJU  e. 

7^*  O  N  a  dit  dans  la  première  définition  que  k  Ion.  Fic»«>ï  ' 
gueur  du  fil  FMO  doit  être  moindre  ou  plus  grande  que  '  '  ' 
celle  de  la  règle /WO  }  dont,  la  raifon.  eft  que  s'il  ctoit 
égal  à.  cette,  règle ,  le  Aile  M  décriroit  dans  ce  mouve- 
ment., une  ligne  dont  tous  les  points^-W  iêroient  cgale- 
inent  diftants  des  deux-  points  F.  ,/i  puifque  retranchant 
du  fil  &  de  la  règle ,  k. partie  commune.  MO  ^  les  relies 
J^FyMf^  fcroient toujours  égaux  entr'eux.  D'où  il  eft 
vifible  que.  cette  lig^e  ne  ferait  autre  qu'une  ligne  droi-> 
te  indéfinie  ^^^ menée  perpendiculairement  à  lad/oitei 
JEf  par  fon  point  de.  railieu..c. 

Co  KO  L  L  AIR  El: 

7^v  1  ^  fuit'  de  la  définition  première ,  que  fi  l'on  me-  F 1 6i  j«i.. 
ne  d'un  point  quelconque  M^  de  l'une  des  Hyperboles, 
oppofées ,  aux  .deux  foyers  F^f^  les-droites  M  F ,  Mfi 
leur  difFerence.  fera  toujours  la  même;  Car  elle  fera  toiU, 
îpurs  égale  âvla  difièrence  qui  fe  trouve  entre  la  longueu» 
delà  règle  &- celle,  du  fiL 

GOROLLAIKE      IT. 

JZ-  L  o  R.S  Qjae  lé  point  JWcornfee  en  ^,  il  eft  vifiblé.r 
gue  MF  devient ^f,.&  que  JW/ Revient T^j"i.^ de 
xnême  lorfque  le.  point  ilf- tombe  en.<«,  ea  déa-ivaoç» 
l'Hyperbole  oppofée  xax^^ïX  eft  encore  vifibie  que  MF 
devient  <»  i^;  &  que  Jlf/dévient  af.  Donc  puifque  la  dif, 
fêrence  deces  deux  droites  eft  par  tout  la.  même ,  on  aurait* 
Af'-^A F  ou  Ff^x  A  F^  d  F-Jtf<M  fjL^i ah  &  par. 
tant. u^-Fw»^/   D'où  il  fuit':   *  f>    . 

'  H^:  Que  la  diftance  P/des  foyers ,  eft  drvîfce  en  deux, 
parties  égales  par  le  centre  Cj puifque  cj^ 4-^ i?  bu. 
C-F«aCrf-t*<«/ou  C/"  '  J  i  ' 
.  a?.  Que^la  diflferepce.des  deux-droites  JM  J?,^/;- eft . 
toujours  égale  au  premier  axe  ^a  i  puifque  da^s  l'Hy^i 
gerbok  JCA.Z^ ,  on  a .  toujçurs  M/^M  F^Af^A  F  ova, 

G. 
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,.-<j  L-r  V  R  t   T  «.  o  I  s  I  E'^'i. 

\^/afi  &  que  dans  fon  oppofée  xaz^yOnA  auffi  toâ. 

Jours  MF^Mfi^I^-^fo^al^AF. 

COR-OLL  AI  JLE      III. 

74.  Il  fait  de  la  définition  cinquième. 

lO.  Que  le  fécond  axe  3* ,  eft  divifé  en  dein:  parri» 
ceales  par  le  centre  C-,  car  les.  triangles  redangies  ^CB, 
^C^,  feront  cgau*,  puifqu'ils ont  des  hypotbenufcscga^ 
aes  ^i?,^^,ôcle  côté  .xfC  commun. 

to.  Que  n  Ton  prend  fur  te  fécond  axe  J9  * ,  la  farcie 
CE  égale  à  la  moitié  C^  du  premier,  &  qu'on  tireThy- 
pothenule  AEi^  Iccond  axe^^  fera  plus  grand,  égal^ 
^ou  moindre  que  le  premier -r^rf}  félon  que  la  droitesCi=; 
eft  plus  grande ,  cgale,  ou  momdre  que  l'hypothenufc 
^E;  parce  que  l'hypothenufe  ^^,  prife  égale  à  Cf ,  k 
trouvera  auffi  pour  lors  plus  grande ,  égale ,  on  moindrt 
que  rby  pothenufe  ^  £. 

5«.  Que  fi  l'on  prend  fur  h  premier  axe  ^^  de  parc  $C 

.d'autre  du  centré  C ,  les  parties  C/,  C/,  égales  chacune  à 

Phypothemife  ^-9  du  triangle  redangle  Cil  5,  formé 

car  les  deux  demi  axes CA.CB -.les points  F , /,  feronc 

les  deux  foyers. 

érOftO  t  L  AI  «.  B      IV. 

75.  L  ï«  même*  chofes  étant  pofëes ,  fi  I*on  nomme 
,C  F  oa  ^  Mt  m  i  C  ^  ,o\i  C  a,  t  ;  \c  triangle  rectangle 

^CB,  donnera  ^C*»»»»»!— /A  Or  ^F:rmm^f^8c 
Fa^m-^t  y  &  partant  v^i^i^'rf—wï »»—//.  D'où  i^ 
.eft  évident  que  le  quatre  de  la  moitié  G  fi  du  iêcond  9,xt 
^^,  eft  égal  au  reûangle  àç\Af  par  Fa  parties  du  prd 
.miec  axe  ^  ^  ,  prifcs  entre  l'un  des  foyers  J»  ôc  k&  dcuc 
extrémités,. .^,,'«. 

C  -0  a.  o  L  X  A  I  B.  El .   V.     .  '. .) 

7^«  I  L  fe-a  -maintenaïït  facile  dedécrifeJes^Hypçr- 
iboles  o^pofées  dont  les  deux  axes  >Aa^Bb^  font  donnés, 
U.  dam  Von  fçàe  que  l'axe  .//<««  doit^être  le  premier,  dm 
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Dï   L'HypERBotE  5r 

«.yaot  trouvé  *  fur  le  premier  axe  ^^  ,  les  foyers  JF,/,  *  v^r/.^^^ 

oo  attachera  dans  le  point  -F ,  le  bout  d*un  fil  FM  O ,  du* 

quel  Tautre  bout  0  y  fera  lie  à  rextremitc  d'une  loogae 

règle  o  Mf^  mobile  fur  fon  autre  extrémité /autour  du 

foyer/,  &  donc  la  longueur  0  M  f  doit  *  êcre  moindre  ou  *^rt.  jw- 

plus  grande  que  la  longueur  du  fil  O^i?",  de  la  ligne  ^a. 

Ayant  enfuite. décrit  par  le  moyen  de  cette  règle  &  de  ce 

fil,  deux  Hyperboles  oppofées^^^;  ^^z^^  comme  Ton 

a  enfeignc.dans  la  définition  première, ileft  évident  qu*el. 

les  auront  pour  premier  axe ,  la  ligne  jta^tc  pour  (ècond ,  . 

la  ligne  jBk   Et  c*eft  ce  qu'on  demandoit. 

Plus  la  règle  OMf^  fera  longue,  &  plus  les  portions^ 
des  Hyperbolei  oppofées ,  qu'on  décrira  par  le  moyen  de 
cette  règle.,  feront  grandes  -,  de  forte  qu'on  \ti  peut  aog* 
meoter  autant  que  Ton  voudra ,  en  augmentant  également  : 
U  longueur  delà  règle  &  celle  du  fil. 

PROP  OSITIO  N    I. 

Théorème. 

77*  Si  ^^  n^^^  Pordonnie  M  P  dufremier  axt  A  à ,  e^  • 
qm* on  prenne  fur  cet  axeprol$n^  la  partie  A  D  égale  à  M  F  j  . 
ih  cbté  (W  foyer  V  lorfqàe  le  point  M  tombe  fur  t Hyperbole 
X  A  X^  &  dm  cèté  eb  foyer  fUrffu^il  tonde  fur  fon  oppofèe 
yt^x^je  dû  que  CA:CF::C?.  CD: 

Ayaat  nommé  comnne  auparavant  kis  données  Cj4 
ou  Ca^t'j  CF  ou  cfy  m  j  &  de  plus  Ici  indéterminées 
CP ,  X  i  P  -M  ,/  i  ôç  ttïiconnua  ÙD'j,  s^yon<SiunÔAns  le 
premier  casj  uiD  ou  MF^^mx^-^t^aB  on  Mfm^^-^t^ 
jF  p^a^xwmmm  ou  m^^x  (  félon  que.  le  point  P  tombe  ao 
4eâea$ou  au  defiiis  du  foyer  .F),P/«»x-{^w  :&  dans 
Je  ftcond  cas  )  ^  Z)  ou  MFmmX^'^ty  a  Don  Mfa^s^m^t^ 
PP««x-f-«i^  Pfsmx^^m  ou  m^^x  feloo  que  le  point  : 
P  tombe  aadeflfus  ou  defTous  du  foyer/  . 

Cela  pofé ,  le  triangle  reâangte  iW Pensionnera  ^xX^^ffi 
Ht^^ ft»-^-H^  x'-^x  m  x-^m  m  5  fçavoir, .-^ans  le  premier  i 
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yi  LlVRIB     THOISIE'ME. 

xzs  y  -4-  dans  le  fécond  î  &  Tautre  triangle  redanglc  TiîTf 
donnera  z^  Z^^t^s^tt  tmyyA^xx^i  m  x^m  m  j  fi^avoir, 
•4-  dans  le  premier  ^  &  —  dans  le  fécond. 

Maintenant ,  fi  Ton  retranche  par  ordre  <lans  le  pre« 
mier  cas ,  chaque  membre  de  la  première  équation  de 
eeux  de  la  féconde  ^  &  au  contraire  dans  le  fécond  cas^ 
chaque  membre  ^e  la  ^féconde  de  ceux  de  la  première, 

il  vient  ^t7^x=n/^mxi  d'où  Ton  tire  CB  (O— — .   Donc 
C^{t).£f(m)::CP  (x)  CDisQ.    Ce  qu'il  falloit^é^ 

Co  H  O  L  L  A  I  R^. 

78.  1 L  eft  évident  que  iî  Ton  nomme  les  données 
<lui  o\x  Ca,^t  yCF  o\x  cf^miZc  Tindétermince  C  l\x^ 

on  aura  toujours Jl/i^^—îli — /,  &  Mf^'^-^t^  lorfc 

que  le  point  M  tombe  fur  THyperbole  2r^Z  ^  qui  a 
pour  foyer  le, point  F  :  &  qu!au  contraire  on  aura  Mt 

.^n^^t^  &  Mf^Vll^t^  lorfque  le  point  M  tombe 
Xur  fon  oppofée  xa%^^ç!^\^  pour  foyer  le  point /I 

^PROPOSITION    IL 
Theorcme. 

79*  iL  E  quant  ^une  ordonnée  quelconque  PM  ^au  fru 
mier  axe  k^^efi  au  reEiangle  de  KP  par  P a , parties  de  cet 
axe  prolongé^  comme  le  quarrè  de  fon  conjugué  ^b  ^  eft  an 
quarré  du  premier  axe  A  a, 

'  //  faut  prouver  que  l^  M  .  A  P  <<  P  a  ;  :  Bb*.  Aa\  , 
'  l:es  mêmes  chofes  étant  ^ofces  que  dans  la  Propoft- 
<ion  précédente ,  fi  Ton  ii>et  dans  T-cquation  ^zj^itt^ 
*  Art.  77.  •+-  tttsayy  -f-  x  xHf  1  m  x^m  m  que  l'on  a  trouvée  *  par 
le  moyen  du  triangle  redangle  M  P  F ^  â  la  place  de 
z^'^  fa  valeur—,  on  formera  toujours  celle-cy  ttyy^aà 
ipwxAT— iWiwi^^— ^/^ ATX -4-/^ Jaquelle étant  réduite  à  une 
proportion  ,  donne  PM    {yy).  AP^Pa  {xx#— /r)  :« 
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^^**  {mm^tt).cZ4  {tt)  iisV.IÂa.  CequUlfaUoii  *  jirf.j^^ 
^dhmmtrer. 

C^R^OLL  A  I  KE     I. 

80.  S  I  Ton  mené  une  ordonnée  MK  au  fécond  axè 
^£b  ^  lequel  j*appelle  2^  j  il  eft  clair  que  MK==^CP  {x). 

^&  que  CK^PM  {y).  Or  PM^  {y y  ).  ^P^Pa{  xx.^t)  :  : 
sV  (4^r).  ^a  (4//).  Ec partant  jjx c x xamj^.c c t /*|-4 ttyy^ 
ce  qui  donné  cette  proportion*  MK  {xx).  CK^iCB 
'{yy'^cc)i:^a{j^tt).lB^{^cc).  _ 

Ceft  â  dire  que  le  quarrc  d'une  ordonnée  quelcon* 
•que  MK  aa  fécond  axe  ^^,  eft  au  quarrc  de  Ca:  Joint 
au  quarré  de  CB  moitié  du  fécond  axe  Sh ^  comme  le 
quarré  de  fon  conjugué  Aa^^d au  quarré  de  ce iècond 
axe  -ff^. 

Co^lOLX  A  I  RE.  IL    Î^O  ND  A  ME  NTA  t. 

81-  Si  l*on  nomme  le  premier  ou  fécond  axe  ^a\  PickS-ît 
^/  j  fon  conjugué  £b  ^  ic  ^  fon  paramètre  ^  j  chacune        '  jp, 
<le  (ts  ordonnées  P  M^y^tc  chacune  de  fes  parties  C  P , 
^rifes  entre  le  centre  &:  les  rencontres  des  ordonnées , 
X  5  on  aura  toujours  ^  PM  [jy).  CP  1+  C^  (  Ar;^':^^/)  :  :  ¥  ^^.  j^ 

^*(4rr}.-^^*(4^/)::;^,^^(i/).puifquefelonladé.  ^  *^ 
finition  du  paramètre  ^a  \it).  Bb  [ic^ii-pb  {icy 

pm^tll.  où  Ton  doit  obferver  quec*eft  le  fîgne —  lorf- 
*que  rax€  Aa^ik  le  premier  ,  &  qu*ainfî  on  peut  fubfti^ 

tuer  alors  d  la  place  de  cP  — c^  ,  le  reâangle  AP^Pa 
^ui  lui  eft  égal  j  &  au  contraire  que  c*efl:  k  figne  •+• 
lorfque  Taxe  Aa  td  le  fécond.  D'oil  en  multipliant  d*a- 
tord  leStExtrêmes  &  les  Moyeùs  de  la  première  propor- 
tion//.  XX  ^tt  ::  ^c€.  é^tt.   enfuite  de  Taurre  y  y. 

^xx^tt\\f.  lAPon  i\t^  y y^SlLZj^  c  c  ^^yy^Jll'^ 

'\ft.  Or  comme  cette  propriété  convient  également  d 
«ous  les  poiats  des  HypcTboles  oppofées  ^  &  (Qu'elle  eft 
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détermine  la  pontion  par  rapport  aux  .axes  $  il  s'enfiiic; 
que  réquation  yy^'-^-^I^cc,  oxxyy^lll^'^.Lft,^^ 
exprimé  parfaitement  la  nature  par  rapport  â  Tes  axes. 

Co  R.O  L.L  A  I  HE-     IJI. 

o2"  oi  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  AfP,. 
JyTl^^raxe  ^a^  il  eft  clair  que  M  i*.  Nct_  '  '  ~*^- 

iïN  .CClJ^Ç^*^  Donc  &c. 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  qu'on  peut  fubftituer 
â  la  place  deCP'^  C^V&  c^^^-,  c3ir',  les  redangles. 
AP^-Pa,  A  Q^^  qui  leur  font  égaux  j  ce  qu'il  Sm 
toujours  ob/êrver  dans  la  fuite. 

COHOLL  AI  nj     IV.' 

o^  C)  I  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'un 
ou  de  l'autre  axe  ^^  (  prolongé  lorfque  c'eft  le  premier  ) 
une  parallèle  MPM  iion  conjugué  i?ij  elle  rencon-  ' 
trera  une  Hyperbole  ou  lc5  Hyperboles  oppofces  en , 
deux  point  ^, -W ,  également  éloignés  de  part  &  d'au, 
tre  du  point  i>,  &  non  en  davantage.    Car  afin  que  les 
points  M^M^  foient  à  une  Hyperbole  ou  aux  Hyperbo. 
^'Atp.  8n   les  oppofées ,  il  faut  ♦que  les  quarrés  de  P  M  [y)  pH^ 
k$  de  part  &  d'autre  de  l'axe  -^rf. foient  égauxchacun  , 
à  la  même  quantité  mi  Hûf  A 

C  O  B.  O  L  L  A  I  R  £       V; 

Bnî. ît.&       ^4-»  I L  fuit  de  ce  que^j^.^  'lltl^cc ,  que pkis  cp- 

^^*  (  X  )  prife  de  part  ou  d'autre  du  centre  C ,  devient  grande  • 
plus  auffi  chaque,  ordonnée  ./»ilf(;')  prife  dé  part  & 
d'autre  de  l'axe  ^a,  augmente,  &  cela  i  l'infini  x  & 
qu'au  contraire  plus  c  P  (  x  )  devient  petite  ,  plus  auffi 
VU  {,y)  diminue  j  de  forte  que  (/g.38.)  cp  (x)  étant 
«gale  i.CA  oMCa  (/)  lorfque J'axor*,  eu  ic premier. 
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^PM  {y  )  devient  alors  nulle  ou  zéro  }  &  que  (fig.  i$.J 

CP  {x)  étant  nulle  ou  zéro ,  lorfque  Taxe  ^ a  eil  le  fe- 

-cond  ,  chaque  P  M  {y  )  qui  devient  alors  C  5  ou  C ^  (  ^), 

^eft  la  moindre  de  toutes  les  ordonnées  P  M  {y)  prifcsde 

^part  &  d'autre  du  centre.    D*où  il  eft  clair: 

I^  Que  fi  Ton  mené  fj^g.  39.^  par  les  extrémités  B  ^  t^ 
du  premier  axe  Bi  ^  des  parallèles  au  fécond  axe  ^a-y  elles 
^fc^ont  tangentes  en  ces  points. 

1®.  Que  les  Hyperboles  oppofôes  s*^loignent  de  part  Sc 
d*autre  de  plus  en  plus  à  Tinfiai  de  leurs  axes  conjugués, 
en  commençant  par  les  extrémités  du  premier  :  avec  cette 
'différence  néanmoins  que  le  premier  axe  rencontre  cha- 
cune des  Hyperboles  oppofées  en  un  point  ,  &  qu'étant 
prolongé  il  paâfe  au  dedans  5  au  lieu  que  le  fécond  tom» 
.^be  tout  entier  entre  les  Hyperboles  oppofées ,  &  ne  les 
-rencontre  jamais ,  quoique  prolongé  à  rinfini 

C  o  K  o  L  L  A  I  n  E     V  L 
85»  I L  fuit  encore  de  ce  que  y  y  k^^^^^'^  cc\  que  fi 

l'on  prend  les  points  P  ^V  ^  également  éloignés  de  part 
&  d'autre  du  centre  C  ^  les  ordonnées  P  M^P  M^  feront 
égales.  D'où  il  eft  clair  que  fi  une  ligne  droite  MM^ 
terntMnée  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  op. 
pofées ,  en  coupée  esi  ^eux  également  par  un  axe  Bb  tn 
un  point  K  autre  que  le  centre ,  elle  fera  parallèle  â  fou 
conjugué  A  a.  Car  m^iant  des  parallèles  MP  ^MP^k 
l'axe  Bb^\^  ligne  PP  y  fera  coupée  par  le  milieu  en  C, 
pûifque  MM  i*eft  en  iC  $  ôc  partant  les  ordonnées  PM^ 
PAt,  feront  égales.  La  droite  M  M  iera  doiK  ^t^-^ 
4ele  à  l'axe  jia. 

Co  ïl  OLl  A  IKl     V  I  ï- 

^<5-  S I  Ton  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  Hy- 
|ierboles  oppofées  font  tracées ,  ioit  plié  le  long  de  l'axe 
^a  y  en  forte  que  ks  deux  parties  fe  joignent  j  il  eft  claiï 
^l/%-  î?-  J  Gotique  Taxe  ./ia<i^  le  ïccoad  ^  que  4e«  nieu» 
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Hyperboles  oDpofces  tomberont  exaâemenc  Tune  fur  l^im- . 
tre  }  fçavoir,  les  points  -5, -Ai,  &c  fur  les  points  b^M^ 
sArt.  tj,    &€•  puifque  *  toutes  les  perpendiculaires  BÎ  ^MM  i  cet- 
axe  ,  font,  coupées  par  le  milieu  aux  point?  Ç,  P ,  &c. 

Par  la  même  raifon  (fig.  38  )  lorfque  Taxe  -^^^  eft  1er 
premier,  les. portions  des  Hyperboles  oppofées  qui  font, 
de  part  tL  d'autre,  de.  cet  fti^  ^  tpmberpnt  exaâenoent;: 
l'^ne  fur  l^autre, 

AVERTIS  S  E  MENT; 

On  a  fuivi  jufqu*içi  la.mênoe  méthode  que  dans  l'Ët:. 
ttpfe  ,  H  on  auroit  pu  la  continuer  jufqu'â  la  fin  ;  mais, 
comme  il  faut  néceiTairement  parler  de  certaines  lignes^, 
particulières  i  l'Hyperbole ,  &  qu'on  peut  par  leur  moïeu; 
prouver  les  n^mes  chofes  d'une. manie/e  plus  aiiëe ,  ooa 
a  pris  ce  derpier  parti. 

De' FI  NITl^NSf 

II. 
fil©,*  40^»^      Si  Ton  niene  du  centre  C  deux  droites  indéfinies  CC; . 
Cg ,  parallèles  aux  lignes  ./rf^,-^^,  menées  de  Textre^ 
•  mité  «/tf  du  premier  axe  Aa^  aux- deux  extrémités  B  ^b^^ 
du  fécond  ^  ces  deux  droites  feront  appellées  les  jifympto^ 
tes  de  l'Hyperbole  Jlf  ^  Ai  j  &  fi  on  les  prolonge  indéfiw 
ciment  de  l'autre  côté  du  centra  ^  elles  feront  nommées, 
ks  AfymfMei  de. l'Hyperbole  oppofée  Ma  M. 

12. 
Le  quarré  de  la  partie  C  6  ^  ou  C  g  ^  d'une  a(ymptote  ^ 
\à  •  cpmpjife  entre  le  centr e^  C ,  &  la  rencontre  de  la  Jigoe 

^if,ou  «/tf^,  menée  de  l'extrémité^  du  premier  axe  ,d. 
.  l'extrémité  Jî ,  on  ^^du  fécond ,  eft  appelle  la  Puiffance  ddr 
l*Hyf  erbolc..W  ^  M ,  ou  de  fon  oppofée  Ma  M. 
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COROLLAlRlL 

87-  Il  eft  évident  que  Tangle  GCg,  fait  par  les 
a/ymptotes  d'une  Hyperbole,  ou-lon  égal  i^^^^eft  moin- 
dre ,  cgal  ^  ou  plu5  grand  qu*un  drok ,  félon  que  te  fé- 
cond axe  Bh  eft  moindri  ,  égal  ,,ou  plus  grand  que  le 
premier  ^  a.  Car  lorfque  le  premier  axe  ^  a  furpafle  le 
fécond  ^^,  fa  moitié  C^ ^  furpafle  la  moitié  C  S  du  fé- 
cond )  &  par  conféquent  dans  le  triangle  reâangle  C^R  y 
l'angle  Cj4  S  cd  moindre  qu'un  demi  droit.  Les  deux 
angles  égaux  C  j4  R^  C ^h ^  qui  font  enfembje  l'angle 
3^ h  i  feront  donc  momdres  qu'un  droit.  Les  deux*  au- 
très  cas  ïè  démontrent  de  la  même  .manière.^ 

C  O  K  O  L  LA  I  Rr  E      I  I^ 

88^.  J^  CAUSE  des  triangles  femblables  B^i ,  SGCy 
il  eft  clair  que  la  ligne  ^5  eft.divifée  par  l'afymptote 
CG^en  deux  parties  égales  au  point  G,  &  que  CG  eft  Ta 
moitié  de  jlJ^ry  puifque  BC  eft  la  moitié  de  Bif.     On 
prouvera  de  même  que  -^^  eft  divifée  par  l'afymptote 
Cgea  deux >^ partie  égales  acrpointg,  &*quc  cgcfï  la  - 
moitié  de  u4L   Donc  toutes  les  lignes  CG^  GA^GB^. 
Cg^gA  \gb ^  ibnr égales  entr'elles  j  puifqu'elles  font 
.égales  chacnne  i  la  moitié  de  Tune  on  Tautre  des  lignes  - 
A  B  ^  Ab  y  que  Ton  fçait  être  égaler  entr'elles ,  fuivant.;: 
la  définition  55* 

COKOLLAIKE      II  I.^ 

o9*  jL,a puiflànce d'une Hyperboleeft égatea laqua» - 
trîéme  partie  de  la  fomme  des  quarrés  des  deux  demi-axes. 
Car  nommant  C^jfjC^^rî  CG  ;  «jon  aura  *Jî^fa*i  m,  *Ati.Z%i^ 

i8c  â  caufe  da  triangle  Teâanglft  AOB  ^\t  quarré  AB 

<4jw»*)«BK^/4-^^.  Et  par  conséquent  CG  {mm) 
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l>ROPOSITION    III. 
Thcorcme. 

^Fi  G.40.  90*  S  I  ^^  >w^«^  p^^  ^  f^i^^  quelconque  M  de  tune  m 

de  t autre  des  Hyperhoks  oppopes  ,  une  ligne  droite  R  r  fer-^ 
.  fendiCuUire  du  premier  axe  A  a  qu^eUe  rencontre  en  P,  <^  ter^ 
minée  par  les  ajymptotes  enK&t  -^  je  dis  que  le  reHangle  de 
RM  par  JMr,  eftjégalau  quarri  de  BC,  moitié  du  fécond 
axe  B  b. 

Nommant  les  connues  C^,  ^j  C5,r  j  &  les  indcti*-. 
minces  CP ,  x  -^P M,y  j  les  triangles  femblables  ACB^ 
CPr^UACb^  CPR^^orvMXXtCA{t).CBo\iCb[c)iA 

CPlx).  Pr.^o\iPJimm'J!.    T^oncRM.owPR^PM 
^li^;fi&^/,ou-PrHFPJl!f— —1+/.   Etparcon- 
fëquent  RMm  ilf  r—liif ^^^«.^  c*  (rr)  en  mettant 
-*^rf.  tx.   pourj^j  fa  valeur  ^  ■^*^— rr.   C^ qu'il foMoit dimomrer. 

COHOLLAIHE      L 

^i.  Ix  eft  clair  que  JTTfiiff— r^j  eft  todjoui» 

•    moindre  que  PR  on  Pr  (JJll'^  j  Et  par  conséquent 

que  tous  les  points  des  Hyperboles  oppofëes  tombent 
dans  les  angles  faits  par  leurs  afymptotes  5  de  forte  qu'il 
n'en  peut  tomber  aucun  dans  les  angles  d'i  côté. 

CokOLLAIHE    II 

92-  S  I  l'on  mené  par  deux  points  qpelconques  Jlf,  iV; 
•d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppoâes  ^  deux  ^ 
•gttes  droites  Rr^Kk^  perpendiculaires  au  premier  axe^ 
&  terminées  par  les  alymptotes  :  il  eft  évident  que  les 
^edangles  RM^  Mr^K  N^  iVA, feront  toujours  égaux 
«ntr'ieux  4  puifquils  font  é^aux  chacun  au  quarré  de  U 
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mokic  J? c  du  fécond  axe  B b.  D'où  Ton  TQit  qa«  RM. 
JUNiiNk.  Mr. 

PR,0  POSITION     IV. 
Thcorcmc; 

93*  O  I  fànmene  far  deux  f  oints  quelconques  yi\  N^  £une' 
Hyperbole  ou  dés  Hyperboles  opp&fees  ^  deux  droites  H  h ,  L 1  ^ . 
faraUeles  entr'elUs ,  t^  terminées  par  Us  afymptotes  j  je  die^ 
que  les  reliantes  HM^^-Mh^  LN|*'N  {feront  égaux  en^ 
tr'eux. 

Il faui prouver  que  HM  it^Mh  — LN  «t-NL 
Ayant  mené  les  droites  Rr^  Kk^  perpendiculaires  aa 
premier  axe  A)a ,  il  eft  clair  que  les  triangles  Ai  Jf/f^ 
MKL^bi  M  rh ,  Nk  /,  font  femblables  5  puisqu'ils  font  for. 
mes  par  des  parallèles.  On  aura  donc  RM.  KN  n 
HM.LN.  "Ex  Nh  Mm  2^1.  M  h.  Or  "^  RM.  K  ?r  ::*j4rt:  9^ 
JVrA.  Mr.  Donc  HM.ZK  ::  Ni.  M  h.  Et  par  coofé- 
quent  H  M  ^M  hsssiZNn^t    Ce  qt^il  falloir  démontrer^ 

CaROLLAiRpB    I; 

94*  Si  l'on  fuppofe  que  la  ligoe  NL  parallèle  iJM/if,. 
paflè  par  le  centre  c ,  c'ett a  dire ,  qu'elle  devienne  C£  : 
u  efl:  clair  que  les  deux  points  Z^  ly  fé  fétiniront  aa 
centre  c  i  &  partant  que  le  redangle  ZN^-Nl  ^  deviendra/ 

le  quanré  EC .  D'où  Toa  voit  que  fi  Ton  mené  d^'un 
point. quelconque  f^  de  Tune  des  Hyperboles  oppofëes- 
au  cemre.C,  la  droite  cE  ,  6c  par  un  autre  point  quel- 
conque Jti.de  ruoe  ou  de  Pautre  dev  ces  Hyperboles  ^  . 
une  ligne  MJHh^  parallèle  à  C£^  &  qui  rencontre  les- 
aiymptotesen  ff  &  b  ^  le^^quarisc  de  CE  fera^  égal  au^ 
redangle.de.ifoW  par  Mh. 

CoHO  LL  AI;|L>E     II 

5>f  •  Sï  l'on  mené,  par  ua  point  quelconque  N\  èt^ 
i-jane  des  Hj^perboles  oppoiees^,  une  ligne  droite  L  l ,  ter<^ 
naânéep^  les.  afympcQces^^  6&<}tti  rencontre  l'une  <»u 


Digitized  by 


Google 


é'o  Livre   Thoisïe'me. 

T-aotre  de  ces  Hyperboles  en  un  autre  point  n  j  les  par- 
ties LN ^In^àt  cette  droite  prifes  entre  les  points  des- 
Hyperboles  &  la  rencontre  des  afymptotes ,  feront  éga- 
les entr'elles.  Car  nommant  LN^a*^  Nn^bi^nl^c  -^oxk 
aura  ZN^KTl  {ab'^a  c)m^HM^Mh'm^Z  n^nl.  (bc^a$)^ 
d'où  l'on  tire  ZN  {a)  ^In  \c). 

Corollaire    I  IL 

^^-  S  I  l'on  fuppofe  dans  le  Corollaire  précèdent  que 
k  ligne  Nn^  termmce  par  les 'Hyperboles  oppofccs., 
pafle  par  le  centre  C,  c'eft  i  dire,  qu'elle  devienne  le 
premier  diamètre  £  O  ril  eft  évident  que  les  deux  points 
Zj.k  réuniront  au  centre  Cj  &  qu'ainfî  NZ  deviendra 
£  C,&  »/,  CD.  D'où  Ton  voit  que  tout  premier  dia^ 
jnetreX>£  ^eft  divifé  en  deux  également  par  le  centre  C. 

,  Corollaire     IV. 

97*  S  I  deux  lignes  droites  M  m  ^  Nn ,  parallèles  en. 
tr'elles  ,  lont  terminées  par  une  Hyperbote  ou  par  le« 
Hyperboles  oppolces  ,  &  rencontrent  une  aiymptoteaux 
points  H^  Z  }  je  dis  que  \ts  reâangles  MH^Hm^ 
2TZ ^  Ln^  feront  égaux. cntr 'eux.  Car  prolongeant ,  s'il 
eft  neceiTaire  ,  ces  deux  lignes ,  jiirqu'à  ce  qu'elles  ren- 
contrent l'autre  afymptotê  aux  points  ^,  /  j  les  parties 
^4rt.^$.  MH^mhy  &  NL^nl^  feront  égales  *  entr'elles  :  & 
partant ,  puifque  HM  nMh  «X  iV  k  Nlyiï  s'enfuit  que 
MH^Hm^NZ^Zn. 

.PR.OP  O  SITJON     V, 
.  Theorcmc. 

f  ,1  fi.  41.  y^*  o  I  ^on  mené  far  deux  points  quelconques  M  ,  N^ 

d^une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofêes  deux  droites 
MH  ,  N  L,  parallèles  entr'eUes (^terminées  par  une  aj^mp^ 
tote  j  (^  deux  autres  droites  M  h  ,  NI,  au(fi  paraUetes  «- 
truelles  ,  f^  terminées  par  t^ autre  afymptotê  î  je  dis,  que  la 


Digitized  by 


Google 


Dh   l'Hypi-rb  o  t  b.  6t 

'rt&angles  HM-^Mh^NL-^Nl^  fint égaux  ànt/eux. 

Cette  Propofîdon  fe  prouve  de  la  même  manière  que  la 
précédente  ^  &  il  n*y  a  rien  â  changer  dans  la  démonftra* 
^ion. 

C  O  R  O  L  L  A  I  K  £      I. 

99'  Si  les  droites  MH,  Mh.Sc  TSTZ^  iST/,  font  Fia.  44. 
parallèles  aux  deux  afymptotes  i  il  eft  clair  que  les  paraU 
lelogrammes  MHCh^NLCl^  auffi  bien  que  les  trian*^ 
gies  CHMy  CLN ,  qui  en  font  les  moitiés ,  font  égaux 
entr'eux  \  puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au- 
tour des  angles  égaux  HMh^  LNl^  font  réciproque* 
ment  proportionnels. 

Corollaire    IL 

^loo,  L  E«  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précèdent,  il  eft  vifîble  que  CHm  H  Mi^ 
CL  H  LN  j  puifque  dans  cette  fuppofition  Mh^s=,  CH^U 
W/=  CZ  :  c'eft  i  dire ,  que  fi  Ton  mené  par  deux  points 
quelconques  M  ,  2/,  de  1*une  ,  ou  des  Hyperboles  op. 
pofées ,  deux  droites  M  H  •  -ATZ ,  parallèles  i  l'une  des 
afymptotes  ,  &  terminées  par  l'autre  j  les  redangles 
CH  H  HMy  C  L%N  L^  feront  toujours  égaux  entr'eux  5 
&  qu'ainfi  CH.  CL  :  :  L  N.  M  H. 

Corollaire     II  I. 

loi.'PtJiSQUfi  Textremit^  j4  du  premier  axe,  eft 
un  des  points  de  THyperbole,  &  que  la  ligne  ^  B ,  qui 
coupe  en  G,  l'afympcote  CG ,  eft  parallèle  à  l'autre  afymp^ 
cote  Cg  yi\  s'enfuit  *  que  le  reâangle.CW^ff  iH  fera  "^-^r/.roè» 
toujours  égal  au  mênoe  redangle  CCn  G^ ,  ou  *âu  quar-  **  jtrt^  j^^ 

rc  CG  ^  c'eft  â  dire,  félon  la  définition  12%  â  la  puiflàrice  de 
l'Hyperbole.  Si  donc  Ton  nomme  la  donnée  C G,  m  y  & 
les  indéterminées  CHyXyHM^y-y  on  aura  toujours 

<:H^  H  M  ( xy)  ^snCG  {mm).  Or  comme  cette  pro* 
prieté  convient  également  a  tous  les  points  des  Hyper- 
4oles  oppofées  ^  &  qu'^elle  en  détermine  la  pofîiion  ^ftt: 

H  îij 
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rapport  à  fcs  i(ympcotcs  j  il  s'enfuit  que  Péquariao^ 
xymmmm  en  exprime  parfaitement  la  nature  par  rapport:: 
i  iès  afympcote*. 

ConoLLA  I  ne    IV. 

I02.  I L  fuit  de  ce  que  MH  {y)^"!^ ,  que  plus  CH 

(x)  augmente  )  plus  au  contraire  H  M  {je)  diminua  ^  de 
forte  quç  c/f(jtf)  étant  infiniment  grande^  HM iy) 
itra  alors  infiniment  petite, c'eft  a  dire ^, nulle  ou  zéro. 
IXoix  Toa  voit  que  THyperbole  .^M,  êllpti  afymptote 
CH  (étant  prolongées |  s'approchent  de  plus  en  plus^. 
de  forte  qu'enfin  leur  diftance  devient  moindre  qu'au, 
cune  donnée  \  Se  que  cependant  elles  ne  fe  peuvent  ja- 
mais  rencontrer  ,  puifqu  elles  ne  fe  joignent  que  dans  . 
l'infini  où  l'on  ne  peut  jamais  arriver.    Il  en  ed  de -même .. 
pour  rautre  afymptote  Cg. 

CORQI.  l.  AI  IkB      V* 

i^3i  E  NTai  toutes  les  lignes  qui  paffcnt  par  le  centre 

C)  i^.  Celles  qui ,  comme  ^a^  tombent  dans  les  angles  faits  ^. 

par  les  afympcoies  du  côté  des  Hyperboles ,  rencootrent. 

«bacane  des  Hyperboles  oppofces  en  iio  feul  point  .^  ^ou 

a  )  &  étant  prolongées,  elles  paf&nt  au  dedans  àc  ces  Hy« 

perboles.    Car  â  caufe  àt%  angles  G  c^ ,  g  CA  i  Ôc.de  leurs 

oppofés  au  fommet,  il  eft  clair  que  la  ligne  Aa^  s'éloigne. 

de  plus  en  plus  de  l'une  &  xia  l'autre  afymptoieiaa  lieu  que 
^lAn*  loi.  tes  Hyperboles  oppofëes  s'ea  approcbem  toujours  4»  dc: 

plus  en  plus,    2^.*  Celles  qui ,  comme  Jli,  tombent  daas . 

tes  angles  àtz  cdié ,  faits  aai&  par  les  afymptotes  ^  ne  peu*. 

vent  jamais  rencontrer  les  Hyperboles  oppofëes ,  quoi*. 

i)u'oa  le$  prolonge  à  l'infini  ^  puifqu'aucun  des  points  des  ^ 
*^rt.  9u  Hyperboles'*'  ne  peut  tomber  dans  ces  aneles. 
^^0f.  p.,  ^       D'où  l'on  voit  *  que  tous  les  premiers  diamegres ,  tom«-v 

bent  dans  les  angles  fsiits  par  les  Afymptotes  du  côté  dts,. 

Hyperboles ,  &  que  le$^  féconds,  tombent  dans  les  angi».. 
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COKOLLAlHl      VI. 

lo4-  o  I  Ton  mené  par  un  point  quelconque  H,  de  Fig.  4}* 

Tune  des  afymptotes  CE ,  une  parallèle  H  M  ^i  l'autre 

'<:e  i  elle  ne  rencontrera  THyperbole  qu'en  un  feul  point 

M'yU  étant  continuée,  elle  paflèra  au  dedans.    Car  (a 

diftance  de  C^,  demeure  par  tout  la  même^au  lieu  que 

^l'Hyperbok  s'en  approche  *  toujours  de  plus  en  plus.        *  jtrt.  i^ti 

COROLLAIKI      Vît 

105.  jL)e-la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  queL 
conque  JVf,  d'une  Hy^perbole ,  l'on  mené  deux  droites  in* 
définies  Mfi^  iW A,  parallèles  à  fes  afymptotes  Ce^CE. 

I*.  Tous  les  points  de  l'Hyperbole  qui  lui  eft  oppo* 
îifce ,  tomberont  dans  l'angle  HMh^  puifqu'ils  tomoent 
tous* dans  l'angle  fatt  par  fes  ftfymptotes ,  lequel  eft  ren*.  ^Aft.  ^ 
fermé  dans  l'aogle  HMh^ 

1®.  Les  deux  portions  de  PHypert)oIe  ^lonyberônt  dans 
les  deux  angles  â  câté  de  celui-ci }  ainfî  aucun  de  k%  points 
^ne  tombera  dans  l'angle  oppc^  au  JcMnmA  â  l'angle 
HMk 

3^.  Toutes  les  lignes  qui ,  comme  M  JF,  tombent  dans 
^l'angle  H  Mh  ^  rencontrent  (  étant  prolongées  du  côté 
de  JF)  l'Hyperbole  eppofée  en  un  point  N^  &  palTent  aft 
"dedans  ^  puisqu'elles  s'écartent  de  plus  en  plus  des  droites 
M  H  y  MhySc  patconfcquent  de  les  deux  afymptotes  qui 
leur  font  parallèles^  mais  étant  prolongées  de  Tautre  côté 
*du  point  M  y  elles  entrent  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui 
^aUe  par  ce  points  &Be  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 

4®.  Toutes  les  lignes  qui,  comme  £  e^  tombent  danï 
ïes  angles  i  côté  de  Tangle  liMhy  rencontrent  les  deux 
«ifyrhptotes  de  i'rtyperbolê  qui  nafle  par  le  point  Jjf  ^  mnd 
3orfqu'elles  paflent  au  dedans  de  l'une  de  ks  |K>rtions\ 
«lies  la  rencontrent  neceflairement  eto  quelque  poiàt  ivr^ 
fmifqu*el!es  Toirt  lencontrer  l'afymptotft  qUfi  ^otffbe  à4 
dehors  démette  ^ ordwK 
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COROLLAIHE      VIII. 

10^.  Si  Ton  mené  par  un  point  quelconque  Afj . 
d'une  Hyperbole  ,  une  ligne  droite  f*/,  qui  rencontre 
Tune  de  fes  afymptotes  au  point  jF,  &  Tune  des  afycnpto^ 
tes  de  l'Hyperbole  opppfcç  au   point /j  &.  qu'on  la 
prolonge  en  iST,  en  forte  que/iVr,  foit  égale  à  FM  -.je 
dis  que  le  point  iV ,  fera  à  l'Hyperbole  oppofce.    Ca? 
la  ligne  F/^  tombe  dans   l'angle  H Mh,  6l  rencontre 
par  confequencrrHyperhpleoppofée  ea  quelque  point- 
JVT,  comme  Ton  viçnt  de  démontrer  dans  le  Corollaire , 
^'Art.^$.    préctdenti    Donc  *  &c. 

1^.  Si  Ton  mené  par  un  point  quelconque  JW^,  d'une 
Hyperbole,  une  ligne  droite  £^,  terminée  par  ks  afymp- 
tptcs ,  &  qu'on  prenae  fur  cette  ligne ,  la  partie  eN ^  éga- 
le à  £  ^  :  je  dis  que^  le  point  N  y  fera  encore  l'un  des  , 
{joint?  de  cette  Hyperbole*    Car  mcpant  MH^  paraller 
e  à  Tafymptote  C^  ,  &  terminée  par  l'av^trp  en  H  ^  û 
Ton  prend  fur  cette  .4utre.aiymptote,  la  partie  CX,  éga- 
le à  /f  £  ^  &  qu'on  tire  Z  JST,  parallèle  â  /f  ;»  ^  on  a  dé- 
montré dans  l'article  104  qu'elle  rencontrera  l'Hyperbo- 
le en  un  point  2/  y  &  da,ns  l'article  loo.  que  ce  point  fera 
tel  que  CZ  ou  H£.  HM  :  :  CH  ou  £  Z,  Z-Ns  d'oibl'on 
voit  que  la  ligne  Z  N^  rencontre  THyperbole  dans  le  mè-  ^ 
me  point  où  elle  rencontre  la  droite  Ee.  Mais  i  caufe  des 
parallèles  HM^  ZNy  il  eft  clair  que  eNzxmEM^  puiC- . 
quçCZ»/f£,   OoncSçc, 

PROPOSITION    VI. 
Problème. 

F^Q,  j^y  IQ7*  L/TUN  f  oint  dormi  M.  y  fur  une  Hyperbole  dont  les 
^J^mptotes  CEyCç  ^/ont  dortn^essmener  la  tangente  DM  di 
Q'  démontrer  qu'on  n^en.peuf  mener  ^u*unè  feule. 

Ayant  mené  du  .point  donné  M  ^une  parAllele,Jl/ Jf  ^  _ 
èj'une  dts  afyjg;iptotes  C.r ,  &  terminée  par  l'autre  CB^ 
aijf  point  JFf  7  on  prendra  fur  ce^çte  afymptote,  la  partie . 
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HD  égale  à  HCj  on  tirera  par  le  point  donné  Jlf ,  la 
droite  DM,  qui  rencontre  i'afympcote  C^cn  un  point 
«/.  Je  dis  en  premier  lieu ,  que  cette  ligne  DMd,  touche- 
ra l'Hypeibole  au  point  M. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblables  CDdy  ?fBM\ 
h.  ligne  i)  ^ ,  tesminëe  par  les  afyinprotes  ,  eft  divifé^ 
en  ileux  parties  égales  par  le  point  M ,  de  même  que 
CD ,  left  en  H.  Or  s'il  ctoit  pofBble qu'elle  rencontrât 
l'Hyperbole  en  un  autre  point  O,  il  eft  clair  que  o^, 
feroit  ♦  égale  à  ^  Z) ,  &  par  confequent  i  Md ,  c'cft  à  *Art.  p.; 
dire  ,  la  partie  au  tout  $  ce  qui  ne  pouvant  être,  il  s'en^ 
fuit  que  la  ligne  DMd^  ne  peut  rencontrer  l'Hyperbole, 
qu'au  feul  point  M,  De  plus ,  C\  elle  paffoit  au  dedans , 
comme  la,  ligne  £^,il  eft  vifible  qu'elle  rencontrer.oit 
la  portion  de  l'Hyperbole, au  dedans  de  laquelle  elle  pat 
feroit  en  quelque  point  iV  5  puifqu'elle  iroit  ^  rencontrer 
en  un  point  ^ ,  l'afymptote  Ce,  qui  tombe 'au  dehors  de  w^rt 
cette  portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligne  D  ^ ,  ne 
rencontre  l'Hyperbole  qu'au  feul  point  M ,  &  qu'elle 
n'entre  point  au  dedans  jc'eft  à  dire ,  qu'elle  eft  tangçnte 
en  ce  point. 

Je  dis  en  fécond  lieu.,  qu'il  n'y  a  que  la  feule  ligne 
2)^  ^,  qui  puiflè  toucher  l'Hyperbole  au  point  M  jcar 
iî  l'on  prend  fur  l'afymptote  CE,  la  partie  /f^..  plus 

Srande  ou  moindre  que  ffZ),  &  qu'on  tire  par  le  point 
onné  JW,  la  droite  em  ^  qui  rencontre  l'autre  afymp» 
*otc  Cf ,  au  point  ^,  il  eft  clair  â  caufe  des  parallèles 
JMH^  Cey:<\\xt  ME  fera  plus  grande  ou  moindre  que  ' 
,M  e  5  puifque  HE  a  été  prile  plus  grande  ou  moindre  que 
JfD  ou  que  if  C  Or  cela  pofé ,  fi  l'on  prend  fur  la  plus 
grande  partie  JM^,  le  point  i\r,.€n  forte  que  ITe  (<Àt 
égale  iME ,  il  eft  évident  que  ce  point  *  fera  encore  i  ♦  v-  ^ 
l'Hyperbole ,  &  qu'ainfî  la  ligne  £  ^ ,  ne  la  touchera  point 
au  £oint  M.   Ce  qui  reftoic  d  démontrer. 
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108.  O  N  a  démontré  dans  Tart.  lot.  que  plus  CM 
devient  grande ,  plus  au  contraire  H  M  diminue  j  de 
forte  que  CH  étant  infiniment  grande  ,  H  M  devient 
infiniment  petite ,  c  eft  à  dire,  nulle  ou  2ero.  Or  cH 
étant  infiniment  grande,  //Z)  (qui  lui  eft  égale) l*ièra 
auflj  i  &  par  conlequent  les  lignes  M  D,  >f  D^qui  ne  fe 
rencontrent  que  dans  l'infini  ,  pouvant  être  regardées 
comme  parallèles ,  tomberont  Tune  fur  l'autre  5  puifquc 
le  point  M  fe  confond -alors  avec  le  point  H  :  c*eft  i 
dire  ,  que  Tafymptote  CE  ,  étant  prolongée  a  Tinfini, 
auffi  bien  que  l'Hyperbole  •  peut  être  regardée  comme 
«me  ligne  qui  la  touche  dans  fon  extrémité.  Il  en  eft  de 
même  de  l'autre  afymptote  Ce^  laquelle  peut  être  re- 
gardée comme  touchant  la  même  Hyperoole  dans  foa 
autre  extrémité. 

D'où  l'on  voit  auc  les  deux  afymptotes  peuvent  être 
regardées  comme  des  tangentes  infinies ,  qui  touchent  les 
Hyperboles  oppofées  dans  leurs  extrémités. 

Ce  HOLLÀIKE      l. 

Ï09.  C  o  M  M 1  il  n'y  a  que  la  feule  ligne  DMd^  \u 
<)uelle  étant  terminées  par  les  afymptotes  ,  ibit  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  M  ^  il  s'enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  D  Md^  terminée  par  les  afymptotes  d'une 
Hyperbole  ^  la  reDContre  en  un  point  M^  qui  coupe  ceN 
<e  ligne  droite  en  deux  parties  égales  ;  etie  fera  tangente 
<ie  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  <]ue 
il  une  ligne  droite  DMdy  terminée  par  les  afymptotes 
d'une  Hyperbole ,  la  touche  en  un  point  M  }  elle  ferft 
coupée  en  deox  parties  égaies  par  ce  point. 

CcaOLLAlUE     II. 

Fi«.  44*        '^^*  Si  par  le  point  touchant  M  d'une  tangente 
quelconque  DMd^  terminée  par  les  afymptotes  CZ^ 
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C/ ,  d'une  Hyperbole  ,  l'on  mené  un  premier  diamètre 

M  Cm  '^U  que  par  le  point  ;w ,  où  il  rencontre  l'Hyper. 

bole  oppofee  ,  Ton  tire  une  parallèle  Ee^  àlz  tangente 

Dd  y  terminée  par  les  afymptotes  aux  points  £ ,  ^  :  je  dis 

que  cette  ligne  ièra  tangente  au  point  m.    Car  ks  trian* 

gles  CMD^CmEy  feront  femWables  &  égaux  ^  puifque*  "^^n.  ^^ 

CM^  égal  àrCm.     La  ligne  m  £ ,  fera,  donc  égale  i 

M  D.     On  prouvera  de  même  (  â  caufe  dts  triangles 

iemblabies  &  égaux  C Mdy  Cme)  que  me  c(k  égaie  à 

Md.  Ccft  pourquoi  la  ligne  £  ^  eft  divifce  en  deux  egat^ 

kment  au  point  m  j  puifque  Dd  Vcd  au  point  M.    £t 

par  conféquent  *  elle  fera  ungente  en  m.  ^Art.izy^. 

,    D'où  Ton  voit,  que  les  tangentes  jjd^  £  ^,  qui paâent 

par  lesextremités  d*un  premier  dianietre  quelconque  Mm^ 

fcmc  parallèles  entr'elies  ^  &  de  plus  égales  ^  loriqu  elles 

k>nt  tecminées  par  les  afymptotes/ 

Db'j?  I  N  IT  I  O  NS» 

S*il  y  ^  cteux^  diamètres  Mm ,  S  s ,  dont  i'un  S  s  ,  foit  F  i  c.  44^ 

{parallèle  ftux  tangentes  qui  paâeM  par  Ics^  extrémités  de 
^autre  Mm  ;&  de  plus  terminé  en  5,  /,  parles  dnoties 
MS\  MSy  menées  de  Tune  àts  extrémités  M  du  dia. 
mètre  Mm^  parallèlement  aux  afymptotes  :  ces  deux^ 
diamètres  Mm^Ss^  feront  appeliés-eniemble  Qmjugués. 

14. 
Les  lignes  droites  menées  tles  points  des  Hyperboles^ 
^po(ées  parallèlement  â  l'un  des  diametces  conjugués  y, 
9t  terounées  par  Ta^utre  ^  fbot  nommées  Ordnnées  i  cet. 
«une.   Aîiifî  NO  >  efl  uue  ordonnée  au  diamètre  Mm. 

15. 
Si  Ton  prend  une  croifiéme  propertionaellè  â  deuqt^liaà 
flsetres  conjugués,  elle  fera  le  Paramètre  de  celui  qui  e(b 
k  premier  terme  de  la  propordom. 
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Corollaire    L 

ïlû  L  ^  définition  i}^  convient  aux  deux  axes  jpuiC 
<jue  félon  l'article  84.  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux 
tangentes  qui  paflent  par  Textreniité  du  premier  5  &  que 
de  pluS)  ielon  la  définition  ii^^  il  eft  termine  par  deux 
droites  menées  de  Tune  des  extrémités  du  premier  axe, 
parallèlement  aux  afymptotes.  D'où  Ton  voit  que  les 
deux  axes  peuvent  être  regardés  comme  deux  diamètres 
conjugués  qui  font  entr'eux  des  angles  droits* 

Corollaire    IL 

m*  C  OMME  le  diamètre  50/)  eft  parallèle  à  la  tan^ 
gente  D^^,  qui  pafTe  par  Tune  des  extrémités  M  du  dia« 
metre  MCm^  &  que  cette  tangente  rencontre  les  deux 
afymptotes  C D^  cd^  de  l'Hyperbole,  qui  pafle  par  le 
point  M  :  il  s'enfuit  qu'il  tombe  dans  les  angles  a  côté 
de  Tangle  DCd^  fait  par  les  afymptotes  de  cette  Hyper, 
bole  'y  Et  qu'ainfi  c'eft  un  fécond  diamètre. 

D'où  Ton  voit  qu'entre  deux  diamètres  conjugués 
M  Cm  y  ses  ;  il  y  en  a  toujours  un  premier  Mm^Uun 
iècond  S  s. 

Corollaire    II L 

II3*  L  £  fécond  diamètre  SCs^  eft  coupé  par  le  mL 
lieu  au  centre  C ,  &  de  plus  égal  â  la  tangente  D  M  d, 
qui  paflant  par  Tune  des  extrémités  M  du  premier  dia- 
mètre Mm ,  qui  lui  eft  conjugué  ,  eft  terminée  par  le% 
afymptotes.  Car  à  caufe  des  parallèles  MS^Cd^  &  Ms^ 
CD  5  il  eft  clair  que  CS  eft  égale  à  Md^  6c  Cs  i  MD. 
*Art.  loj*  Or  DMdy  eft  divifée  *  en  deux  parties  égales  au  point 
touchant  M.   Donc  &c. 

CORO  L  L  AI  R  £      I  V . 

II4^  JL)  E u  X  diamètres  conjugués  Mm^Ss ^  étant 
donnés  ^  ^  fçachant  lequel  des  deux  eft  un  premier  dia- 
mètre }  il  ne  faut  pour  avoir  les  afymptotes  CD^Cd^  que 
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ïiivr'par  le  centre  C,  des  parallèles  aax  deux  droites 
JW4S,  Ms  ^  menées  de  l'une  des  extrémités  M ^  du  pre- 
4iiier  diamètre  Mm  ^  aux  deux  extrémités  S^  s ^du  fe* 
cond. 

Et  réciproquement  les]  deux  afymptotes  CD,  cd^ 
d'une  HyperbQle  étaèt  données  ^  avec  l'un  de  fcs  points 
M  'y  il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  conju-  7, 

gués  MCm^SCs^  que  tirer  M  H  parallèle  à  l'une  des  .  | 

afymptotes  Cd^  qui  rencontre  l'autre afymptote  CD  en   v  ■ 

JFf  j  ôc  l'ayant  prolongée  en  5 ,  en  forte  que  H  S  foit 
égale  â  HM^  mener  les  [droites  CM  ^CS.  Car  tirant 
M  D  parallèle  à  C5,  âl  eft  clair  à  caufe  des  triangles 
femblables  CHS,  MHD,  que  HD  eft  égale  i  Hc, 
puifque  M  H  cd  égale  à  /f  5  j  &  qu'ainfi  ♦  Af  D  eft  *-^r/.iô> 
tangente  en  Af  :  d'où  il  fuit  félon  la  définition  13^,  que 
les  lignes  cm  ^  CS^  font  deux  demi- diamètres  conju- 
gués. 

Il  eft  donc  évident  que  deux  diamètres  conjugués 
Mnty  S  s ,  étant  donnés  de  pofition  &  de  grandeur  ,  & 
fçachant  de  plus  lequcLdes  deux  eft  un  premier  diame- 
tre5on  a  les  deux  afymptotes  CD,  cd^  avec  l'un  des 
points  M,  de  l'une  des  Hyperboles  oppofées. 

Et  réciproquement  que  les  afymptotes  CD  ^  cd^ 
d'une  Hyperbole  étant  données,  avec  un  de  fts  points 
Jkf  ;  on  a  deux  de  (es  diamètres  conjugués  Mm^  S  s,  de 
pofition  &  de  grandeur  ;  &  l'on  f^ait  lequel  des  deux  eft 
un  premier  diamètre  ^  fçavoir ,  celui  qui  paâè  par  le  point 
donné  M. 

Corollaire    V* 

115*  U  N  fécond  diamètre  SCs^  étant  donné  de  pCK. 
fition  y  pour  en  déterminer  la  grandeur  ,  &  trouver  le 
premier  diamètre  M  m ,  qui  lui  eft  conjugué  3  on  lui  mè- 
nera par  tout  où  l'on  voudra  au  dedans  de  l'angle  fait 
par  les  afymptotes  ^  une  parallèle  L  /,  terminée  par  les 
afymptotes  enZ^Li  &  par  fon  point  de  milieu  (>  ,  le  . 
premitr  diamètre .  C  o  ,  qui  reocoatrera  l'Hyperbole  en 
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un  point  M  ;  par  lequel  ayant  tiré  les  droites  il^5,  ifitr^ 
parallèles  aux  afymptotes  ;  il  eft  clair  ^  félon  la  dcfinitiooi 
13^, que  les  points  S^s^  oàelles  rencontrent  le  fécond  dia* 
mètre  5Cj /donné  de  pontion,en  déterminent  lagrao. 
deur  ^  &  que  le  premier  diamètre  M  Cm  lui  eft  conjugué* 
Car  menant  par  le  point  M  ,  k  ligne  Dd^  parallèle  iZl^ 
U  terminée  par  les  afymptotes ,  elle  fera  coupé  en  deux 
également  au  point  M  i  puifque  Z/>  Teft  au  point  O  :  & 
^jirf.  109.  partant  *  elle  firra  tangente  en  M. 

De- là,  il  eft  évident  ou  un  fécond  diamètre  SCs^ 
étant  donné  de  pofition ,  la  grandeur  eft  déterminée  eo 
forte  qu'il  ne  ptut  en  avoir  qu'une  feule  j  comme  auflî  la 
grandeur  &  la  poiicion  du  premier,  diamètre  M  m ,  qui 
iui  eft  conjugué. 

COKOLLAIRE     VL 

116.  \J  N  fécond  diamètre  SCs^  étant  donné  de  po» 
fition  &  de  grandeur ,  avec  fon  paramètre ,  &  la  po& 
don  de  fes  ordonnées  j  il  fera  facile  de  trouver  de  po£^ 
tioa  &  de  grandeur  le  premier  diamètre  MCm^  qiitf 
Ijui  eft  Conjugué ,  av^ec  Jbn  paramètre.    Car  ayant  maé 
par  le  centre  C,  trae  parallèle  indéimie  aux  ordonnées, 
du  diamètre  «Si^oa  marquera  fur  cette  ligne  deux  points 
M^m^  également  éloignés  de  part  &  d'antre  du  centre 
C ,  en  forte  que  M  m ,  Toit  égale  à  la  moyenne  propor** 
cionctflk  emre  le  fécond  diamètre  SsyU  ion  paramètre.. 
P^  ayant  trouvé  une  oroifiéine  proportîoaiielie  aux  deux 
lignes  Mm^  Ss^  il  eft  clair,  félon  les  définitions*  14^ &  i^ 
que  M  m  j  fera  le  premier  diamètre  conjugué  au  diame- 
tre  5/,&  qu'il  atira  pow  fon  paramètre  cette  troifiéme: 
|Hrofbi!c»oaiiell«i 

PROPOSITION     VU. 

Xhcorcmc. 

R  x,^. '44^        ^7^  MJ  E  quaffé  imne  prdmmèe  ifitdcanqne  O  N ,  ém  frê*^ 
îtmar  diamftre.  Mm  ,^  m  nUm^  di  MO  ^  O^^far^^ 
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titS  de  ce  diamitre  prolonge  j  comme  le  quarrè  defon  conjugué 
Ss^efiau  quatre  de  ce  premier  diamètre  M  m. 

Il  faut  prouver  que  ON.MO«Om::Ss.Mm. 

Ayaac  mené  par  Tune  des  exrrcmiccs  M  ^  du  premier 
diamètre  Mm  j  une  parallèle  Dd  zq  fécond  diamètre 
S  s ,  terminée  par  les  afymptotes  ^  elle  fera  tangente  en 
M ,  félon  la  définition  13*.  Et  par  confequent  *  elle  kr^  *Art.  lo^; 
coupée  en  deux  également  par  ce  point  :  c'eft  pourquoi  ^ 
û  Ton  prolonge  l'ordonnée  o  N  (  qui  feioa  la  définition 
14^  eft  parallèle  au  diamètre  5/)  de  parc  &  d'autre  du 
diamètre  M  m ,  elle  rencoatrera  ïqs  afymptotes  en  deux 
points  Z ,  /,  qui  feront  également  éloignés  de  part  & 
d'autre  du  point  O.  Cela  pofc ,  (oient  nommées  les  don- 
nées CM  j  ou  €myt  i  ci,  ou  C/,  ou  *  MDyOïx  Md^  ^Art.n^ 
r  5  &  les  indéterminées  CO,  at  5  O  JV,^  j  on  aura  d  caufe 
ÀQs  triangles  «fiemblables  C M D  ^  co  L  -^  cette  propor^ 

tion:  C M  {t). MD  {c)  :^  CO  (x).  OZ  ouO/=»~.Donc 
X  W  ou  ZO  -»  O^— if-fy.&  AT/  ou  0/  1+ JVO 
^ilZIÇy ',Et  partant  LN^  Nl=^if^^yy^*DMnMd  "^Art.^^, 

wBzCc.   D*ohi\fmt  que  ON  iyy).  M  On  Om  (xx^^tt):": 

Ss  {^cc).Mm  (4^/).  Puifqu*en  multipliant  les  Extrê- 
mes &  les  Moyen^^njrouye  é{,ttyy^::B^CCXXm^^CCtt^ 

c'eft  à  dire  (en^SmS^Mpar  4^^,  &  tranfpofant  â  Tordi- 
jiaire)  réquatiott  même  précédente  iilï—^j^/«»^r.  Ce 
quUl  faUoit  démontrer. 

COHOLLAIKE      GeKBUAL. 

118.  J[  L  eft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
Proportion  ibconde  *  ;  par  rapport  aux  deux  axes  Aa^  '^Art.  7^» 
JBb^  s'étend  par  le  moyefn  de  cette  Ppopofition  â  deux 
•diamètres  conjugués  quelconques ^  Mm^  Ss.  Or  com- 
me les  articles  So ,  £1  ^  8z  ^  ^3  ^  S4  &  85 ,  iè  tirent  de  ia 
feconde  Propofkiqn  ,  6c  fubfiflent  egaiemeot  ^  foit  que 
Taogle  ACB^ioit  droit  ou  qu'il  ne  le  (ok  pas  ^  il  s'en- 
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fuit  que  fî  Ton  fuppofe  dans  ces  articles  que  les  lisnes  u/fa^ 
Sh^2L\x  lieu  d*âcre  les  deux  axes  ^  foient  deux,  diamecres- 
conjugués  quelconques ,  ces  articles  feront  encore  vrais* 
dans  cette  fuppofîtion  :  car  leur  dcmonftration  demeu^ 
fe  toujours  la  même  ^  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement ,  que  le^  relire  en  mettant  par  tout  où  fe 
trouva  le  mot  ai' Axe  y  celui  de  Diamètre. 

PROPOSITION    VIIL 

Theorcmc*. 

%  iQ.  Ji^.  ^^9»  Soient  deux  tangentej  quelconques  D  E  ^  F  G^ 

d*une  Hyperbole  MA,  terminées  far  les  afymptotes  ^  ^  qui 
s' entrecoupent  en  un  point  O  ^^je  dis  que  les  cbtés  des  triangles 
C  D  E ,  C  E  G ,  autour  de  l^ angle  commun  C ,  font  réciproque^ 
ment  proportionnels. 

Il  faut  prouver  que  CD.CV  ..CG.C%. 
Ayant  inené  par  les  points  touchans  3f  ,  ^ ,  les  paral- 
lèles M  HyAZ^à,  Tafymptote  ÇG  j  il  eft  clair  â  caufe 
âts  triangles  femblables  c  JD  E^HDM  ,  que  c  D  eft  doo». 

'^-rf^.  105.  ble  de  CH.ti  C  B  double  à^  HM  j  puifque  Z)£  eft^ 
double  de  2)  -M.  Et  à  caufe  des  triangles  femblables  CFa^ 
L  F^,  que  C-Feft  double  de  CZ,  &  CG  double  de  LA^ 

'^Art.iQo.  puifque  IG ,  eft  double  de  FA.    Or*  CH.CL  n  LA. 
H  M.   Et  partant  iî  Ton  prend  le  double  de  chaque  ter. 
me,  on  aura  iÇ/f  oucA  iCL  ou  CF:i  il  A  onCG^ 
-xHM  ou  C£.    Ce  qu'il falloit  démontrer. 

COKOLLAlHEw 

lî^O.  I  L  fuit  de  cette  Propofîtion  que  les  droites  DG, 
ME  y  font  parallèles  entr'elles.    D'où  il  eft  évident  : 
1^  Que  les. triangles  CBE^  CFG^  font  égaux  j  car 
..^  les  triangles  -F!  D  £ ,  J  G  £ ,  qui  ont  la  même  bafe  jF  £,. 

&  qui  font  entre  les  mêmes  parallèles  DG^  FE^  font 
égaux  5  Et  j>attant.,  fi  Ton  ajoute  de  part  &  d'autre,  le 
1  mêmcL- 
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même  triangle  CB  F  ^  on  formera  les  triaagles  CDE , 
CiG^  qui  feront  égaux  entr'eux, 

lO.  Que  la  ligne  Z)  £  ^  eft  couppée  en  même  raifan 
tux  points iVf,  0,que  la  ligne  J^G  Teft  aux  points  A^ 
o.  Car  menant  par  les  points touchans  la  droite  M  ^  , 
U  eft  clair  qu'elle  fera  parallèle  aux  deux  droites  DG^ 
JE  E  5  puifqu'elle  couppe  par  le  milieu  les  droites.  DE^ 
£  G  ^  renfermées  encxe  ces  parallèles. 

PROPOSITION     IX. 

.    Theorcme. 

1*^1  •  Si  P^^  ^^  P^i^^  queUon^e  M,  dtune  Hyperbole. y  Fig,  j^.èc. 
Hon  mené  une  ordonnée  M?  à  tel  de  /es  diamètres  A  a  que  +7* 
ton  voudra  ^  é^une  tangente  MT  qui  le  rencontre  ^n  T  î  ;> 
dis  que  C  P.  C.A  :  :  C  A.  C  T.  ^»  obfervant  que  les  points  P , 
T  ^  tombent  du  înéme  cbté  du  centre  Q\  lorfque  la  ligne  K-zefi 
un  premier  diamètre  j  &  au.  contraire  qu*ih  tombent  départ  et' 
Vautre  du  centre ,  lorfque  cefi  un  fécond  diamètre. 

Premier  cas..  Lorfque  la  ligne  A^a  efLua>  premier  dia»  F^g»  4<; 
mètre.  On  prolongera  la  tangente  MT  jufqu'â  ce  qu'elle 
i:encontre  les  afymptores  C  D  yCG^  aux  points  D ,  £  s  & 
l'ordonnée  P  M  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  Tafymptote 
<r  D  au  point  JSTf  on  mènera  enfuite  par  le  point  A^  la  H* 
gne  A  Kj  parallèle  à  D£,  qui  rencontre  Tafymptc^e 
CG  au  point  K  ^  U  Ix  tangente  J^  G  terminée  par  les 
afymptotes  ^  qui  fera,  parallèle  *  à  P  JM ,  &,  qjii  rencontre  ^D^/î  t^ 
au  point  o  1  autre  tangente  DE.  * 

Cela  pofê,  .^ P  eft  à  ^  C,  ou  FNà  FC^ en  rairon<:onw 
pofée  de  FI^Jl  FDyOu  dtOM  à  O  A  ou  *de  Oj4à  OG ,  ou  "^Ah.  h^ 
de£iCà£G,&dei^DàfC,ou*-de£Gà£C  Or  j^TcHi  tjiruiiQ^ 
irC^ou  lC£à£C,enraifoncompofée  deiE/c  à^G^fc  de 
JSGi  £C  Donc  ^J*.  AC.ixAT.  TC.  puifque  les  raifons 
compofantes  de  ces  deux  raifons  font  les  mêmes  ^  &  par 
tx>nfequent  AP^  ^CouCP.  CA  :  :  A  T-^TC  ou  C  A.^ 
^X^  Qe.  fi^i  litoitpopofe  m  premier  lieu. 

IL 
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Sef9Mdfaf.  Lorfque  U  ligne  ^a  c(k  un  fécond  dia^ 
ttnetre.  Ayant  mené  par  le  centre  C  la  ligne  CK  pa* 
rallele  à  Tordonnée  PM,^  qui  rencontre  THypcrbole  aa 
.|>oint  iS ,  &  la  tangente  MT  au  point  Rt  &  par  le  point 
touchant  M  la  ligne  M  K  parallèle  d  A  a  5  il  eft  clair 
que  CJ3  fera  le  premier  demi. diamètre  conjugué  au  fe* 
cond  ^a^iL  qu*ain(i  M  K  fera  ordonnée  a  ce  diamètre. 

Cela  pofé^.fi  l'on  nomme  les  données  c^  ou  Ca^ 
t^  c B ,c  gicles  indéterminées  C P  ou  MK ^x  ^  PM 
ou  CK^j^  -y  on  aura  félon  ce  qu'on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas,  C^oa'i  ^  &  partant  RK  o\x  CK 

y  • 

.^CRmmUlZîl.     Or  les  .triangles  femblables  KKM^ 
y  o  ■» 

C^r,  donnent  XJt  (iiZfî) .  i{<7  fJS)  a  M  K  (x), 
-»-rf»t.io^  CTe—  ^*  «=~.  en  mettant  pour  yy — ce  ÙL  valeur 
llif  tirée  de  ce  que  y  y — *  lîif  ^-  <r  r.   C'eft  â  dire  que 
►i: P.  C^  xiCA.CT.    Ce  qui  nftoit  k  démontrer, 

PROPOSITION    X 

Theorcmc. 

Kw.  4î8.  &  ^22  5)  I  fat  un  fâint  quelconque  M  ^une  Hyperbok  qui 
49*  ^  pour  centre  le  point  C  ,  w  me'w  «w  ordonnée  M  P  i  /•#« 
M  i  Vautre  axe  A  a ,  ^  jr«f  perpendiculaire  MG  à  la  tan- 
gente  MT ,  laquelle  pdffe  par  M  :  ^/^  dts  que  C  P  yJiw  toà^ 
Jours  à  PG  tf«  la  raifon  donnée  de Maxe  Aa  i  y&«  Para^ 
mètre. 
Car  nommant  le  demi,  axe  C  •>/  ou  €^ ,  r  5  &  les  indé^ 

*  An.  \M.  terminées  r  /> ,  at  j  P^w ,  j^ ^  on  aura  *  ^  Twm^^  j  Et  par- 
lant PTmmïl:12L^  félon  que  -rf^  eft  le  premier  ou  le 
fécond  axe.  Or  les  triangles  reâangles  femblables 
r /^  Af ,  ^ -P  G  ^  d  on  ncn t  r  P  (  li:iii  ) .  P  Ai  (/ )  4  :  P  J« 
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Ay ).  pgs— — *^  ■>   D*où  l'on  tire  cette  proportion  C P 

puifqa^en  multipliant  les  moyens  &  les  extrêmes,  on 

trouve  le  même  produit  xyy.  ^  Mais  CP  Zl^i  C^   eft  i 

Pm\  comme  *  l'axe  ^a  eu,  à  fon  paramètre.    Donc  #.^rr,  8K^ 
GP  eft  auffi  À  P  G  en  cette  même  raiion.    c^  ^«V/  /^iK^// 
détMntnr^ 

PROPOSITION     XX 

Tiieorcme». 

t*^  S^l  ^««  ^^«^  quelconque  M  /^i^^  Hyperbole  ,  /*<?»  Fi  «•  jai* 
riff  ij^^  ^«x  foyers  F,  f,  /^J  <ir^//^/  MF,  Mf  j^V  ^/V  ^«^ 
/^  tangenfe  MT,  q^if^ff^  f^r  ce. point  M^  ^//îs  ^»  ^x 
ipt^ment  i'anfjé  F  M  £ 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaire! -F  D* , /i/ ,  fur^ 
la  tangente  Af  3^1  le.  premier  axe  >^^ ,  qui  pafTe  par  les 
j&yers  B  ^/>  fi(..q)|û  rencontre  la  tangente  en  7*  ^  &  Tor* 
donnée  MP^  i  cet  axe  :  on  nommera  les  données  c^ 
ou  C^y^t  ^  CF  ou  C/,  m  y  ê(  l'indéterminée  C/^,  x. 
L'on  aura  Jlfi^ *(——/).  ;iï/(:ii-t-/)::rj7  00  Ci^  "^Urt.yS^^ 

lm)^CT^{'l).rfo\x  Cf{m\^CT{'2'j,  puifqu'en  ""jirt.ni^ 

multipHaot  les  extrêmes  &  tes  moyens  ,  on  forme  le 
même  produite     Or  les  triangles  reâangles  fèmbiables- 
TFÛy  Tfd^  donnent  r/>r/::  FD.  fd:   L*hypothe— 
mife  MFdin  triangleredangle  MD F^  fera  donc  à  l'hy. 
pptbenufir  Mf  dn  triangle  rcihxigls  MdfÇ  comme  le 
cÀtéD  jF  eft  au  côté  ^/j  &<pdt  con^quent  ces  deux^  triaa.^ 
gjcs  feiiont  femblat>les.   Dtonc  les  angles  JJi/D^/Jl^w^, 
qui  font  oppofés  aux  côtés  ^mologues  DF^  df^  leroncn 
^;aox  CQtr'eux..  Ce  qt^it  faBit  démontrer. . 
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€24-  D  E-L  A  il  cft  cvklent ,  qtie  la  tangente  Af  7% 
étant  prolongée  indéfiniment  de  parc  6c  d'autre  du  poioc 
touchant  jVf,Jaifle  l'Hyperbole  v^iUf,  toute  entière  du 
coté  de  fon  foyer  intérieur  P  fit  comme  cela  arrive  coâ* 
jours  en  quelque  endroit  de  cette  Hyperbole  qu*on  pren. 
ne  le  point  M  ^  i\  çà  vitfîble  qu*elle  fera  concave  dans 
toute  foQ  étendue  autour  de  fon  foyer  intérieur  F^ 

PROPOSITION   XII. 
Théorème 

f  i«.  51.  'M»  L  A  différence  des  quarrés  de  deux  diamètres  tmgm^ 

gués  quelconques  M  m ,  S  s  ^  efi^ysle  k  la  différence  des  quar» 
tes  des  deux  axes  A  a ,  B  b. 

//  faut  prouver  f  li^  CS]— CM*  «*i  C^*  —  CA* ,  M  ftr. 

C  M*—  es*  «3  CÂ*—  CB\ 

^Dif.n.&      Si  i  on  mené  les  droites  MS^jiB^cWcs  feront  paraU 

ly     leles  â  Tafymptote  Cg,  6e  de  plus couppees  eo  deux  éga» 

lement  par  l'autre  afymptote  CG^  aux  points  H ^  Gi 

*  Dif.  II.  &  pai^quc  *  les  lignes  M  s  ^^b^  font  parai  leles  a  cette  afy  mp- 
ij^     tote^ôc  que  les  féconds  diamètres  Si,  i?^,.font  coup^ 

^Art.  ii|.  p^s  ♦  en  deux  également  au  centre  C  :  C'eft  pourquoi  ù. 
Ton  mené  fur  Tafyraptote  CG ,  les  perpendiculaires  ^  F^ 
£E^  M  L^S  K^oTi  formera  les  triangles  G  ^  F  yGSE^ 
&  H  ML ,  /f  5iC,  qui  feront  ferablables  &  égaux.  Cela. 

*jirt.&t.  P^^é  >  foient  nommées  Içs  données  CG  pu  *  G-^ ,  iwj- 
G  £  ou  C  i^,  ^  j  ^  f  ou  ^  £ ,  ^  >  ^  les  indéterminées 
CH ^  X  i' H  M,  y  :cQ  qui  donne  i  Emmm^a,  CFt^ 

m^^alCE  -^EjB  oxxC  B  ^Bmmm^iam^aa^hh^ 
CF'^F^  o\x  C  A  mmfnm^m^iaM'^aa'^bb,  Et  par- 
tant CB  -^CA  :ss^am.  Ôr  les  triangles  femblables 
CAF^  HML^  fourniflent  G  A  {m).  A  F  [b)  ::HM 

i^).  MZ  o\x  KS^tl.    EtGAim).  GF{a)::HM 
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partance^  ^^CM  »»tiiZ«i4^«i,en  mettant  pour  x^ 

ia  valeur  *  mm.   Donc  €5  ^CM  xamCB  ^-.cTTj  Ce  *jin.uèu 
^lu^Uf allait  démontrer.  . 

Si  Tangle  <?  Cg ,  fait  pat  les  afymptotes ,  étoit  aigu ,  au 
lieu  que  dans  cette  figufe  &  le  raifonnemeiit  qui  lui  eft 
approprié,  il  eft  obtus  j  CjFfcroit  alors  plus  grande  que 

<7  JS ,  &  on  prouveroit  de  la  même  manière  que  c  M  *— C5  ' 
^ea  cT^  —  c  5  .  Mais  fi  Tangle  G  Cg  fait  par  les  afymp- 
toces  étoit  droit ,  il  eft  vifrble  alors  que  les  lignes  ^È^ 
MS,  feroient  perpendiculaires  fur  Tafymptote  €G  i  & 
qu'ainfî  les  deux  demi>diametres  conjugués  cMy  C 5,  fe- 
roient égaux  entr'eux,  de  même  que  les  deux  demiaxes 
C  ^^C£.  Or  comme  alors  la  différence  des  deux  dia- 
mètres conjugués  Mm^  «Si,  eft  nulle,  auffi  bien  que  celle 
des  deux  axes  ^a^  Si^il  s'enfuit  que  cette  Propofition 
^ft  vraie  dans  tous  les  cas. 

Co  &  o  L  LA  I  HB. 

Jl6.  j3e.la  il  eft  évident  qu'un  premier  diamètre 
quelconque  Mm^  eÇt  moindre  ,  plus  grand  ^  ou  égal  au 
fécond  diamètre  5/,  qui  lui  eft  conjugué  j  felon  quel'au- 
gle  G  Çg ,  fait  par  les  afymptotes ,  eft  obtus ,  aigu ,  ou 
droit.  ^ 

D  e'f  I  N  ï  T  I  O  N> 

Les  deux  Hyperboles  oppofées  font  appellées  Equlla^ 
ir^r^/ »  lorfque  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  queU 
conques  font  égaux  entr'eux  i  ou  bien  lorfque  l'angle 
Élit  par  leurs  afymptotes  eft  droit. 

Kiii 


Digitized  by 


Google 


COKOLliLl  ILl. 

Pic.  5x.  '^7*  ^*  ^"^  P*^*^'  quelconque  il/ xî^une  HyperlM>* 

le^cquilacére  )  Ton  mené  une  ordonnée  M  P  à  tel  de  fes. 

^^rt.%1.    diamètres  ^4q^^^nyoudra,  on  aura  *^^Af  Paa«Ci  t^f^. 

•  "  '       C^  :  (car9ir*-ii^  lorfque  Aéi  e(V  un  premier  diamètre  j 
&  -^1,  lorfque  c'eft  un  fécond.  Car  le  diamètre  conjugué^ 
^^rf.  u^  ^^  diamètre  A  a  *4ni  fera  toujours  égal. 

PkOP.OSITI  ON   X.IIL. 

Problême!,.  / 

^*^»  55»  54» ,     lio. .  L/  EUX  diamètres  conjugués  éjuelcenques  étant  dâm* 

*  ^5*  a^i ,  ^  f^bant  lequel  des  depx  efi  le  fremiei  i  ou  ce  qui  re^ 

*  jirt.  114.  'Vient  "^  ^u  même  ^  les  a^mptem  C  D ,  C  F  ,  dune  Hyperbole 

étant  données ,  avec  un  de  fes  peints  quelconques  M  :  metur 
deux  diametrei  conjugués  A^9.,B.b,  qui  faffent  entitux  un, 
angle  égal  à  un  an^U  donné. 

Ayant  cpupé  dans  un  cercle  quelconque  qui  a  pour 
centre  le  points,  un  arc  ^/r/ capable  de  Tangle  DGF 
fait  par  les  afy mpt ôtes  j  on  mènera  par  le  point  de  mi* 
lieu  ^,  de  la  corde  <//Ja  ligne  ec  qui  fafTe  ayec  cette  : 
cprde  de  partx>u  d'autre  l'angle  dec  onfec  égal  i  l'an- 
die  donné  >&;  par  le  point  c ,  où  elle  rencontre  Tare  dcf^^ 
ks  droites  cd^cf    Cela  fait» on  prendra  furi  les  afymp^ 
tptef  les  parties  CDy  Cf^  égales  aux  cordes  cd^  cfi  &. 
^yani^tiré  D  F^  Ton  mènera  le  (econd  diamètre  £i  pa- 
rallèle à  cette  ligne ,  Ôc  le  premier  diamètre  ^a  qui  pail 
fe  par  Ton  milieu  E.   Je  dis  que  ces  deux  diamètres  ./4  a,  ^ 
JSbffont  entr'eux  un  angle  égal  i  Tangle  donné  ^&  qu'ils  . 
(jgDt  conjugués  Tun  à  l'autre. 

Car  par  la  conftruâion  l'angle  dcfxtik  égial  â  l'angle  . 
DGF  fait  par  les  afymptor^is-JK  &  par  coniequent  Tes  . 
triangles  DCJ^  dcf^&i  D  C^,  dce ,  font  égaux  &fem», 
blable.    L'angle  B  Ca^  que  font  entr'eux  les  deux  dia-c 
n\çtre^^  rf ,  Jî  ^,  fera  donc  égal  à  l'angle.  D  £  Cj>\ide( 
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^qvi  a  été  fait  égal  â  l'anjgle  donné.  De  plus,  {i  Ton  mené 
par  le  point  >^,  que  je/uppo(ê  être  rune  de^  extrémités 
du  premier  diamètre  ^a^  une  parallèle  D  £  -,  il  eft  clair 
qu'elle  fera  couppée  également  par  ce  point ,  puifque 
D F  Teft  au  pointée  5  &  qu'ainft  *  elle  fera  tangente, ^^^^^  ,^^ 
en  ^'y  d'où,  il  luir*  que  les  diamètres  ^a^Bb^  font  con-  ^  j^^f 
ijugués. 

Maintenant  pour  déterminer  b  grandeur  de  ces  deux 
diamètres,  on  cirera  par  le  point  donné  M  y  une  parai- 
'lele  MKL^n  premier  diamètre  ^^f,  laquelle  rencon- 
tre  Tafymptote  <7  D  au  point  a:  ,  &  Tautre  alymptote 
C  f  y  prolongé  au  delà  du  centre  C^  au  point  L  :  &  ayant 
pris  Cyi  moyenne  proportionnelle  entre  KM ,  M  L  ^ii 
^^ft  clair*"^  que  le  point  «xf  fera  Tune  des  extrémités  du  pre«  »^r/,  jk. 
mier  diamètre ^  a  ^ic  qu'ainfi  menant  les  lignes  ^B^  ab^ 
parallèles  aux  afymptoces  C  F  yC  D  y  elles^  détermineront  *  Def  ij. 
par  leurs  points  de  rencontre  B  ^b^  la  grandeur  du  iecqnd 
•diamètre  ^^. 

Comme  Ton  peut  métier  deuic diUèîrentes  Kgnesf  r,f  r, 
^qui  falTent  avec  la  corde  df^  de  part  &  d'autre  des  an. 
.-gles  det^fec^  égaux  â  Tangle  donné ,  lorfque  cet  angle 
*ti*eft  pas  droit  î  il  s'enfuit  qu'on  pourra  toujours  trouver 
alors  deux  diâèrens  dianoetres  conjugués >^^^  ^^^  qui  fa- 
^isferont  également, comme  Ton  voit  dans  les  figures  ^4 
&  55-  Mais  il  eft  à  rertiarquer  que  lès  dianvetres  conju. 
rgués  ^^,  5^,  de  lafig.  55.  ont  une  potion  femblable  palf 
îftipport  â  rafymptote^  F,  i ceux  de  la  figure  54.  par  rap* 
port  â  l'autre  alymptote  cl^j  &  que  leur  grandeur  de- 
meure la  même  dans  ces  deux  différentes  pofîtions.  Car^ 

i^  Menant  du  centre  9  au  point  t  ^  milieu  de  là 
-corde  àf^  la  ligne  0e ^  elle  fera  perpendiculaire  i  cette 
<:orde ,  ëc  par  confequenr  les  angles  otc^oec^  feront 
«égaux  j  c'eft  pourquoi  tirant  les  rayons  oc  ^  oc  ^  les 
triangles  oec^o^c  y  qui  ont  le  câté  0  e  commun ,  les  an- 
gles oeCy  oec  ^icXts  cètés  oc ^oc^  égaux  entreux  ,  au^ 
iront  auffi  leurs troifiémes  cètés  ec^ex ,  égaux.  L^%  trian- 
jlci/rr^  4irr.,qtti  ont  les  <èté$ef^  e'd^  «t  tx^  1?^,  &  ki 
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$xïg\esfec^dâc^  égaux. ,  feront  donc  égaux  U  fihnbùb. 
hlcs  i  d*où  Ton  voie  que  l*angle  ecf^  ou  É  Q  F^  de  la  figçu 
re  55.  eft  égal  à  Tangk  ecd^oM  E  CD^  de  la  fig.  54.  &l 
qu'ainfi  la  pofînoo.du  diamecre^^/tf  ^  ^  de  la  iig  ^y  par  rap« 
port  à  Pafymptote  CF^^eft  femblableà  celle  du  diamètre: 
uiuyà&Xz  figure  54^  par  rapport,  à  Taucre  afymptotc  CZ>. 
1^  Si  Ton  mené  dans  la  figure  55.  la  ligne  Ml^  quL 
£a(Ie  avec  rafymptote  CF  y  prolonge  du  cQcé  du  cen- 
tre C,  l'angle  iK^C  égal  irapgle  ML  c  ow  BCF^d^. 
U  figure  54  :  il  eft  clair  que  les.  lignes  Miy  M  k^  de. 
la  figure  55.  feront  égales  zwtl  lignes  ML^  M  K  >.de  la  fi- 
gure ^  )  puisqu'on  luppofe  que  la  poficion  du  point  M. 
par  rapport  aux  afympcotes  ^  eft  la  même  dans  ces. 
deux  hgures.    Or  Tangje  mJL.^  complément  à  deux» 
droit?  de  l*a»gle  ^/C,de  la  figure  55,  ou  de  J5CF  de  la 
figure  J4,,  eft  égal  à  l'angJe  MKky  complément  â  deux 
droits  de  l'angle  ECD  de  la  fig.  ^5.  ou  deECF  de  la  fig.  54^ 
Et  par  confequent  dans  la  fig.  55.  les  deux  triangles  LMl^ 
k  MK  ^  qui  ont  l'angle  en  M  commun ,  &.  les  angles  aux. 
Joints  /,  K ,  égaux^  font  fcmblables  :  ce  qui^ donne  L  M. 
MhikM^  M^^  E,tip^r<wtZM^MKm»iM^Mkoïi 

"^Art.  94.  2j  m  ^-M  /C  de  la  figure  54.   D'où  Ton  voit  *-que  les  pre- 
miers demi- diamètres  C^  ^  CA^  des  figures  54  &  35 >. 
font  égaux.    Il  en  eft  de  même  xlu  diamètre  bbi  pui(^ 
que  fa  pofition  &  fâ  grande.ur  dépendent  de  celle$.du:pre% 
^       mier  diametr<  >^^,  auquej  il  eft  conjugué. 

Comme  Ton  ne  peut,  mener  qp'une  (eule  ligne  ec^  qpk 
fa0e  avec  la  corde  J/de  parc  ou  d'autre  ,,un  angle  égal 

BiQ.5tf.ft  à  l'angle  donné  ,.lorfque  cet  angle  eft  droit  ^.il  s'enfuie 
57»     qu'il  n'y. a  que  deux  diamètres  conjugués  -^i^,  -B^,  qui. 

^Art.  nu  faflent  entr'eux  un  angle  droit^fc  qu'ainfi  *  ils  feront  les 
deux  axes.  Mais . le  triangle  dcf  ou  DCF^  é^nt  alors 
ifbfcelle^  le  premier  axe  A  a  divifèra  par  le  nulieu.  l'an^ 
gle  DCF  fait  par  les  afymptote^  i. 'd'où.  Ton  voit  que 
pour  trouvei^  de  position  les  deux  axes,  il  n'y  a  qu'à  tu 
rer  deux  lignes^ droites  wtfi^j  £^,  perpendiculaires  eotr*^ 
t^l^  dpotj'oine  d'elles  «^^^divife.  par  le  nMlie^  Ta/igier 

2?<L 
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DCF^  fait  par  le«  afymptoccs  :  après  quoi  Ton  eu  cfétei^ 
minera  la  grandeur ,  comme  on  vient  de  Tenfeigner  pour 
Us  diamètres  conjugués. 

On  peut  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autre 
manière.  Soit  menée  par  le  point  donné  il/ une  paralle» 
le  M  H  i  l'une  des  afymptotes  Cf,  &  termmée  par  Tau- 
tre  CD  au  point  H.  Soit  prife  fur  ràrfymptote  CD^lâf 
partie  CG  égale  à  la  moyenne  proportionnelle  entre  C/f  , 
JH[M:iL  foit  tirée  par  le  point  G  une  parallèle  ^  j5  à 
OF  y  telle  que  chacune  de  les  parties  GA,  GB^  foit  éga- 
le à  CG,  11  eft  évident  que  les  lignes  C^,  C^^^feronii  *j4rt.  laiw 
les  deux  demi- axes  de  poficion  &  de  grandeur^  &  sa. 

COHOLLAIRE. 

I19«  I  L  eft  donc  évident ,  i^.  Qull  n*y  a  qne  deux 
diamètres  conjugués  qui  faflènt  entr'eux  un  angle  droit  5 
&  qu*ainfi  il  ne  peut  y  avoir  que  deux  axes.  i<^.  Qu'on 
peut  toujours  trouver  deux»  difièrens  diamètres  conju*. 
gués  qui  faflènt  entr'eux  un  angle  égal  â  un  angle  don^ 
né  ^  lorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit  5  que  les  deux  pre- 
miers ont  une  pohtion  femblable  par  rapport  à  Tautrc 
afymptote,  à  celle  des  deux  autres  par  rapporta  Tautre 
afymptote  ^  d'où  il  fait  qu'ils  fonr  femblablement  pofés 
de  part  &  d'autre  des  deux  axes ,  puifque  les  deux  axes 
divifent  par  le  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptotes  j 
te  qu^ennn  leur  grandeur  demeure  la  même  dans  ces  deu3fi. 
4inerentes  pofitions. 

PROPOSmON     XIV. 

Problème. 

i50#  Deux,  diamètres  conjugues  quelcûnques  étant  don^ 
fiés  ^  (^  (cachant  lequel  des  deux  eft  le  premier  -^  ou  ce  éjui  eft  la 
mime  cbofe  *  les  ajymptates  de  deux  Hyperboles  ofpofées  étani  '•'Art.  ruf^ 
dom$ées  avec  un  de  leurs  points  quelconque  :  décrire  ces  Hyper^ 
iglts,  par  un  mouvement  amtimu. 

1. 
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Pk£MI£K£    MaNI£^ILE« 

On  cherchera  les  deux  axes ,  comme  Ton  vient  d*eo- 
feigner  dans  la  proportion  précédente  ,  &  Ton  décrira 
enluite  les  Hyperboles  oppoices  félon  Tarticle  76. 

SECONDE      MANIE'nt 

jp  j  c*  .c«.  Soient  ^a^  Bibles  diamètres  conjugués  donnes^  en- 
tre lefquels  le  diamètre  yia  etïle  premier^  ou  bien  CG^ 
Cg,  les  afyraptotes  données,  avec  le  point  ^  ^  un  de 
ceux  des  Hyperboles  oppofées.  Ayant  mené  par  le  point 
donné  ^  une  parallèle  ^G,  à  Tune  des  afymptotes  Cg , 
&  terminée  par  l'autre  en  G ,  on  fera  glifler  le  long  de 
Tafymptote  CG^  indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'au, 
tre  du  centre  C,  une  droite  HK  égale  à  CG,  qui  entrai, 
ncra  par  fon  extrémité  H  une  parallèle  H  M  à  Tafymp- 
tote  Cgy  &  par  fon  autre  extrémité  K^  une  drojte  KA 
mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis  que  rmterfèdion 
continuelle  Mâts  droites  •// JC,  H M^  décrira  dans  ce 
mouvement  les  deux  Hyperboles  oppofëes  <]u*on  de- 
mande. 

Car  àcaufe  àt%  triangles  femblables  K  H  My  KG^^ 
on  aura  toujours  KH  ou  CG.  HMx:  AT  G  ou  CH.  Gji^ 
Et  partant  CH^H  M^tm CGh  G^.    Le  point  M  fera 

*  j4rf.  lou  donc  *  un  des  points  de  l'Hyperbole  qui  paflfe  par  le  point 
donné  ^,  &  qui  a  pour  afymptotes  les  doites  données 
C  G ,  Cg  5  oa  de  THyperbole  oppofee. 

PRO  P  O  S  ITION     XV- 
Problcmc 

'3''  Les  mêmes  chofes  étant  données  qme  dans  la  Pr9^ 
fêjkimpréudente  ^  décrire  les'  HyferMes  offojits  par  flm^ 
fisBrs  fatnts. 

Première    Manie'ke. 

fie.  5f.        Soient  CD  ^  ce^Iqs  afymptotes  données  ,  ic  ^  ït 
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point  donné.  Ayant  mené  parce  point  w^auCMC  de  lignes 
JDE  y  D£y  D£  ^  ôcc.  qu'on  voudra^  terminées  par  les 
afymptotes  ^  &  ayant  pris  fur  ces  lignes  droites  les  parties 
EM,  EMyEMy&ic.  égales  ^  D,^  D,  ^  D.&cc-,  fça- 
voir  chacune  a  fa  correlpondànte  :  il  cft  clair  *  i®.  Que  »^^/,ioA 
les  points  MyMy  ^  ^  &c ,  feroncà  PHyperbole  qui  palFe  ^ 

par  le  point  A ,  lorfque  les  points  £ ,  £ ,  E  y  &c.  tombent 
au  deflous  du  centre,  i^.  Que  ces  Hyperboles  ont  pour 
afymptotes  les  droites  CB  ^  CE.  Faifant  donc  pafTer 
par  tous  les  points  My  M  ^M  y  &c.  qui  tombent  dans 
Fangle  foit  par  \^^  afymptotes ,  une  ligne  courbe ,  &  par 
\ts  autres  points  M  ^  M  ^M  ^  &c.  qui  tombent  dans  Pan- 
glcoppofe  au  fommet  à  celui  ci ,  une  autre  ligne  cour- 
be j  ces  deux  lignes  feront  les  deuxr  Hyperboles  oppofées^ 
qu'on  demande. 

S  B  C  O  N  b  B     M  A  N  I  b'  R  B. 

Soient  les  lignes  ^a  ^  Bb  ^  les  deux  diamètres  conju»  F  te*  50.. 
gués  donnés,  entre  lefquels  ^^eft  le  fécond.    Ayant 
pris  furie  premier  demi- diamètre  c  B  prolongé  indëfi. 
ciment  du  côté  de  i?,  de  petites  parties  C  E,^EE  ^  E  E  ^ 
&c.  égales  entr'elles  ,  autant  U  de  telle  grandeur  qu'on    * 
voudra ,  on  mènera  par  celui  àts  points  E  ,  qui  eft  le. 
plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  E P  parallèle  à  BA ^, 
te  on  prendra  fur  le  fécond  diamètre  Aa  de  part  &  d'au- 
tre du  centre  C ,  autant  de  petites  parties  C  P^PP^  PPy. 
9lc.  toutes  égales  â  ci>,  qu'il  y  a  de  petites  plrties  C£, 
£E  ^  £E^  Ôcc    Ayant  tiré  c  D  perpendiculaire  &  égale 
à  es  y  on  mènera  par  tous^  les  points  P^  P^  P^  &c  ,  des^ 
parallèles  MLPM  ,  MPMy  MPM  ,  &c.  au  premier  dia- 
mètre Bby{\yt  chacune  defquolles  on  prendra  de  parr 
&  d'autre  du  point  P  ^  des  parties  P  M^  P  M  y  égales* 
chacune  i  fa  correfpondaote  ED.  Je  dis  que  les  deux  \u 
gnes  courbes  qui  paflènt  par  tous  les  points  M  ainfi  rrouw. 
vés ,  feront  les^  deux^  Hyperfatoles  oppofécs  qa'^a  dci» 
mande. 

Cajr.ncHiuxiant  leSf  données  C^yty  CB  ou  cD^^ctâ^ 
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les  ind^erminées  CP ,  x  i  P  ;w  ,^  i  les  triangles  fenw 
blables  CAB  ^  CP  E^  donneronc  cette  proportion 
CA{t).  cB{c).'.CP  {x).  CE^^Jt.    Eticaufedu 

triangle  E,  c D  reâangle  en  C,  (en  imaginant  chaque 

*•        hypothenufe  ED  qu'on  a  omife  de  peur  de  confufion 

dans  la  figure  )  le  quarré  £  2)  *  ou  ¥m*  (yy)=:'cb.\(  liif  ) 

*Art,ii.&  -h  CD*  (ce).  La  ligne  PM  fera  donc  *  une  ordonnée 
n8,  au  fécond  diamètre  Aa  »  qui  a  pour  conjugué  le  pre- 
mier ^^  j  &  comme  cette  dcmonftration  convient  à 
toutes  les  lignes  P  M  ,  puifque  chaque  CP  eft  toujours  â 
la  correspondante  C£,  en  la  raifon  de  c»^  à  ciî  ;  il 
s'enfuit  &c. 

F I  G.  6i.        Lorfque  les  diamètres  conjugues  Aa^Bh,  font  égaux 

•  Dif.  i6.  entr'eux ,  c'eft  à  dire*,  lorfque  les  Hyperboles  qu'on  de^ 
mande  font  cquilateres  j  la  conftrudion  devient  beau- 
coup plus  aifce.  Car  ayant  mené  CD  perpendiculaire  & 
égale  4  C^,  &  tiré  par  un  point  quelconque  P  du  dia-i 
mètre  ^^,  une  parallèle  M  P  M  m  premier  diamètre 
-S^i  il  n'y  aura  qu'à  prendre  fur  cette  ligne  de  part  2c 
d'autre  du  point  P,  les  parties  PM.PM,  égales  cha- 
cune  i  PD.  pour  avoir  deux  points  des  Hyperboles  op- 
pofées.  Car  â  caufe. du  triangle  PCD  reftanglc  en  c  ^ en 
imaginant  chaque  hypothenufe  i^D)  on  aura  toujours 
PD  ou  PM^cp*-if^cB  oxxclÂ'  j  Et  partant  la  ligne 

*j4rt.  1*7.  P  M  fera  ♦•une  ordonnée  au  fécond  diamètre  Aa^  qui  a 
pour  conjugué  le  premier  B  b  qui  lui  eft  égal. 

.     D  e' F  I  N  I  T  I  o  N. 

•  17. 
fia.ft.  Soient  deux  Hyperboles  oppofées  AM,  am^tm 
ayent  pour  premier  axe  la  ligne  A  a,  te  pour  fécond 
axe  la  ligne  ^^  $  &  foient  deux  autres  Hyperboles  oppo- 
fées B  S  y  es  y  qui  ayent  au  contraire  pour  premier  axe 
la  ligne  £è,èc  pour  fécond  axe  la  ligne  A  a  :  ces  deux 
nouvelles  Hyperboles  j55,  ^/,  font  appeliées  Conjuguées 
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ttux  deux  premières  ^M^amiSclts  quatre enfemble  font 
appellécs  Hyperboles  conjuguées. 

Co  KOtLAIKE.  • 

152.  Il  eft  clair  que  les  lignes  ^^,  ^b^  font  paral- 
lèles )  puiique  les  droites  ^a^  Bby  terminées  par  ces  li- 


CG  afymptote  de  PHyperbole  ^M  j  &  pour  l'autre,  la  li- 
gne  Cg  autre  afymptote  de  l'Hyperbole  \A  M  indéfini* 
ment  prolongée  du  côté  C  :  puifque  ces  deux  lignes 
paflent  par  le  centre  C  ^  &  font  les  parallèles  aux  deux  droi.» 
ces  Ba^B  A^  menées  de  l'extrémité  B  du  premier  axe 
Bb  àt  l'Hyperbole  B  S  aux  deux  extrémités  ^ ,  ^  ^  du  fé- 
cond. Il  eu  donc  évident  que  les  deux  droites  CG^Cg^ 
parallèles  à  *x/^,  ^^^  indéfiniment  prolongées  de  part 
&  d'autre  du  centre  C,  font  non  feulement  les  afymptotes 
des  Hyperboles  oppofces  ^M^am-y  mais  auffi  des  deux 
autres  BS^bs,  qui  leur  font  conjuguées. 

PROPOSITION    XVI. 

Thcorcmc. 

^h  5>  i  ^^«  mené  par  un  point  quelconque  H  (Tuneajymp* 
tote  CG  commune  aux  deux  Hyperboles  kiAyhS  ^une  pa^ 
rallele  M  S  i  t autre  afymptote  Q%%je  àis  qu*elle  rencontrera 
ces  deux  Hyperboles  en  des  points  M ,  S ,  qui  font  également 
éloignés  de  part  ^  d'autje  du  point  H. 

Car ,  1®.  La  ligne  M  S  rencontrera  *  chacune  des  Hy*  *-^^^  104; 
perboles  jl  M^  ^5^  en  un  point.    1^,  A  caufe  de  THy- 
perbole  ^-M  ,  le  redangle  *  CH  «  HM^=^  COh  G^i  j  &  ♦^rr.iou 
â  caufe  de  l'Hyperbole  BS^  le  redangle  CH^  HS^ 
CGhGB.    Donc ,  puifque  *  G  iî as. G ^  , il  s*en(uit  que  ♦  Art.  88* 
CH^HS^CHnHMiEt<{M*ziu{xHS:^HM.    Ce 
qu'il  faUoit  démontrer. 

L  iij 
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GOI^OLLAIKE     h 

ï54*  S  I  t*on  mené  des  points  ^ ,  5,  des  deux  Hy^ 
perboles  -^ ilf ,  ^  5 ,  les  diamètres  MCm^S Cs^  terminés. 
^^r^  ii4v  pw  les  deux  autres  Hyperboles  am^bs  ^  il  cft  clair  *  qua- 
le  diamètre  «Si  fera  le  fécond  diamètre  conjugué  au  pre- 
mier Mm  des  deux  Hyperboles  oppolces^  A  M^  am-^èt 
réciproquement  que  le  diamètre  M  m  fera  le  (êcond  dia^ 
mètre  conjugué  au  premier  S  s  des  deux  Hyperboles  op^ 
pofées  ^  6  ,  <^ /.  D'où  Ton  voit  que  deux  diamètres  con- 
jugués  quelconques  Mm^  Ss^de  deux  Hyvperboles  op- 
pofées  SiM^am^  font  aufB  deux  diamètres  conjugués 
des  deux  autres  Hyperboles  ^S^bs^  qui  leur  font  con- 

§uées  'y  avec  cette  différence  que  le  premier  diamètre  Mm^ 
evient  le  fécond  »  &.  qu'au  contraire  le  fécond  S  s  de* 
'     vient  le  premiier. 

COKOLLAIHE      IL 

155*  JL/fi  L  A  il  eft  manifefte  que  les  Hyperboles  con- 
juguées BSybs  y  aux  deux  ^  M  ^am^  pafïent par  les  ex* 
trem'ités  5  ,/,  de  tous  les  féconds  diamètres  5  Ci  de  ces. 
Hyperboles  :&réciproquement;queles  Hyperboles  ^^, 
am,  pafTent  par  les  extrémités  -W  ,  m,  de  tous  les  féconds, 
diamètres  M  Cm  des  deux  Hyperboles  J5  5,  ^i,  qui  leur^ 
fpnt  conjuguées. 
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LIVRE     Q_5U  A  T  R  I  E'  M  E. 
Des  trois  Sedions  Coniques. 

D  e'  F  1  N  I  T  I  O  N. 

ON  entend  par  le  terojc  gênerai  de  Se&ion  Coniq^e^ 
chacune  des  ttoï^  lignes  Courbes  donc  Ton  vient 
de  parler  dans  \ts  Livres  prccedenss  fçavoir^  la  Parabole^ 
X'EJlipfe  ^  V Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofies. 

PROPOSITION    I. 
Théorème. 

I3^*  S  I  f^^  Nktremiti  A  inn  diamètre  qi^kùnque  A  a  Prâ.  ^5.  & 
^nne  Eïïipfe  ^  ou  d'un  premier  diamètre  A  a  d^um  Hyperbo^  ^4. 
iey  l*on  mené  une  parallèle  kG  kfes  ordonnées  PM  ,  qui  foit 
égale  À  fin  paramètre }  ^  ^*m  tire  de  faune  extrémité  a ,  la 
droite  zG^qui  coupe  en  O  ^ne  orki^mèéê  quelconque  P M  pro^ 
longée  s*tl  efi  necejfaire  i  je  dis  que  le  quarré  de  l'ordonnée  P  M 
^fi  égal  au  reSiangle  de  AP  pat  P  O. 

Il  faut  prouver  que  ^  ÎA  •eAP^PO. 

Selon  les  articles  41  &  55.  du  fécond  Livre ,  8f-  &  118. 

du  troidëme  ^  on  aura  ^a.  ^  G  ::  ^Pn  Pa.  P  M  .  Ot 
à  caufc  des  triangles  femblables  aAG^aPO^W  vient 
^a.  AG  ::  Pa.  PO  :;  ^P^t  Pa.  ^ PmPQ,    Donc 

PM^tsmAPnP 0.    Ce  qu'il falloit démontrer. 

GOKOLLAI&B» 

m\  D  B-L  A  il  eft  évident  <^ue  le  quarré  d'une  or- 

%  donnée' quelconque  -P  Af  à  un  diamètre  Aa  ^  ^{ï  toûv 

'|ours  moindre  dans  TEllipiè ,  &  toujours  plus  grand  dans 

rHyperbole^  que  ic  reâangle  fait  du  paramètre  sA0 
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par  la  partie  ^  P  de  ce  diamètre ,  prife  entre  Ton  odg{u 
ne  ou  extrémité  ^ ,  &  la  rencontre  P  de  Tordonnce  ^ 
^Aru  7.&  au  lieu  que  dans  la  Parabole  *  ils  font  égaux.    Oi  c*eft  k 
*©•  caufe  de  cette  |Jroprieté ^  que  Apollonius,  furnommc  le 

F  X  «•  6sm  Grand  Geomctre  ^  a  impofé  aux  Seâions  Coniques- les  noms, 
que  nous  avons  marqués  :  car  il  a  voulu  donner  â  enten- 
dre par  celui  de  Pambole.  y  la.  juftefle  ou  exaâitude  3  par 
celui  à'EUipfe  ^  le  défaut  ou  manquement  \  &  par  celui 
àcHyferbole ,  l'excès  qui  fe  trpuve  dans  la  comparaison 
des  quarrés  des  ordonnées  P  M  avec  les  reâangles-  coxv. 
jefpondans  AP^AG. 

PROPOSITION    IL 

Theorcmc^. 

Jui.  66.  ic        13^*  JL)  A  N  s  une  BBipfe  tout  diamètre  A  a ,  ^  dans  ler 
^7k      Hyperboles  oppofees  tout  premier  diamètre  kz  efi  divifi  en^ 
deux  également  par  le  centre  C ,  &  ne  rencontre  U  Se&ion 
qu'en  deux  points. 

On  a  démontré  cette  Proportion  dans  les  articles  50 
du  fécond  Livre  j  96  &  103  du  troifiéme. 

PROPOSITION    IIL 
Thcofcmc. 

159*  1  L  ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  tangente  L  A  L  qui^ 
faffe  par  un  point  donné  A  fur  une  Sefiion  Conique. 

Cette  Propofition  fe  trouve  démontrée  dans  les  arti». 
clés  11  du  Livre  premier  i  36  dti  Livre  fécond }  &  107* 
du  troifiéme^ 

PROPOSITION    IV. 

Théorème 

V^o.  i^  E  s.  tangentes  L  A  L^  1  a  F,  qui  pajfent  par  U^ 
^xtr^mitéj  Aa  z.yd'^n^dia?9$etre  quelconque  (tune  EUiffe  ^auia 

'   deux. 
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dimx  Hyperboles,  oppofées  ^  font  parallèles  entr' elles. 

Cecia  été  démoncrc  dans  les  articles  44  &  55  du  LU 
we  fécond  j  fie  uo  du  Livre  troifiéme. 

P  ROPOSITION     V. 

Theorcme.  ' 

141*  \J  Y{  diamètre  quelconque^  étant  donné  dans  tEllipfe- 
ms  dans  les  Hyperboles  oppofées  \je  dis  que  la  pofition  du  dia^ 
mètre  qui  lui  efi  conjugué ,  eji.  déterminée  de  maniéré  qu'il  ne 
feut  y  en  avjoir  qu'une,  feule. 

Car  1®.  Si  la  Sedion  eft  une  Ellipfe  ,  ou  qu'étant  les 
Hyperboles  oppofées  le  diamètre  donné  ^a  foit  un  pre-  ,  ^ 

mier  diamètre  5  il  eft  clair  félon  Tarticle  56  du  Livre  fé- 
cond ,  ôc  la  définition  ij*^  du  troifiéme  Livre ,  que  fon  con- 
jugué 5^  fera. parallèle  à  la  tangente  Z^Z  ,  qui  paile  par 
l'une  de  ks  extrémités  A.    Donc  *6cç.,  »>#rf/ij^. 

1^  Si  la  SedioD  étant  les  deux  Hyperboles  oppofées ,  le 
diamètre  donné  £i  eft  un  fécond  diamètre  ^  la  chofe  a 
étd  démontré  dans  l'article  115  du  troifiénœ  Livre. 

Corollaire. 

14^*  Il  eft  donc  évident;  qti^une  Seâton  Conique- 
Àant  donnée  avec  un  de  ks  diamètres ,  la  pofition  des^^ 
ordonnées  à  ce  diamètre  ,  fera  déterminée  de  manière 
.  que  chacune  n'en  peut  avoir  qu'une  feule,  &  qu'elles  font    - 
toutes  parallèles  entr'elles.  Car  elles  doivent  être  paral- 
lèles dans  la..  Parabole  *  â  la  tangente  qui  paffe  par  Tori-  *Art.xu^ 
.  gine  du  diamètre  donné ,  èc  dans  les  autres  "^Seâions  au  * p^/^ ji. 
oiametre.  conjugué  au  diamètre  donné.  d*  14 ,  hll 

PROPosrriON  vi. 

Theoiême,!. 

145'  D  A  N s  une  Ellipfe  tout  diamètre  A  a^,  éf  ^nt 
les  Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  Aa.^.  divtfe 
U  Se f lion,. en  des  portions  A  M^  a  m ,  qui  étant  prifes  de  part 

M. 
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^  (t antre  de  ce  diamètre  dans  des  fofitiom  contraires  j  fûm 
'  farfattement  femhlahles  (^  égales  entr^ elles. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  ^  a  (  prolongé  lorfqu*ii 

s'agit  des  Hyperboles  opppfcesj  de  part  &  d'autre  dvL 

centre  C  deux  parties  quelconques  CP  y  cp  ^  égales  en. 

^Art.^$.^^.  tr'elles  j  &  mené  de  part  &  d'autre  les  ordonnées  Z' Jl/*, 

*î  ^  "8.  ^191  ^ii  eft  clair  que  cts  ordonnées  font  ♦  égales  entr'elles^ 

'^Art.  141.  &  que.  les  angles  C PM  ,  C/m,  font  *  égaux.    Si  donc 

Ton  con(^oit  que  le  pl^  Cp  m  feparé  de  celui  qu'on  voit 

ici  ^  foit  placé  de  Taucre^côcé  du  diamètre  A  a  dans  une 

pofition  contraire^  en  (brte  que  la  droite  Cp  tombe  fur 

CP^  &  ^m,  fur  PMs  il  eft  vifibleque  le  point  ^  tombe- 

♦-/frf.ijS,  ra  *  fur  le  pomt  •/^  •  &  le  point  m  (ur  le  point  M.   Et 

comme  cela  arrivera  toujours  de  quelque  grandeur  qu*oa 

puifle  prendre  les  parties  c  P^  cp  ^  il  s'enfuit  que  tous  les 

points  m  de  la  portion  a  m  ,  tomberont  exaâement  fur 

.  ^       tous  les  points  M  de  la  portion  A  M  \  bi  qu'ainfi  ces 

deux  portions  fe  confondront  Tune  avec  l'autre.  Ce  qn'd 

f allait  ^démontrer. 

PROPOSITION    VIL 
Theorcmc. 

Vie.  6%. €9.      144^  î)  I  ^^  inerte  par  un  point  quelconque  P  (tun  diame^ 
70.71.  fjre  A  a  dune  Se  f lion  Conique  (  prolonzé  lorfque  la   SeBiou 
étant  une  Hyperéole\  c* eft  un  premier  diamètre)  une  paraUe* 
:  /f  M  P  M  aux  ordonnées  k  ce  diamètre  j  je  dis  qu^eOe  rencofU 

trera  la  Se  f  lion  en  dtux  points  M  ,  M  ^  également  éloignés  de 
part  ^  d autre  du  point  P ,  ^  non  en  davantage  :  Et  récipro^ 
quement  que  fi  une  ligne  M  M  terminée  par  une  Se  f  lion  Com^ 
que ,  eft  coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A  a  en  un 
point  P ,  autre  que  le  centre ,  eU^  fera  parallèle  aux  ordonnées 
k  ce  diamètre. 

'  Ceci  a  été  démontré  dans  les  articles  9,11  &  10  da 
'  Livre  premier  5  43  ,  45  &  55  du  Livre  fécond  }  S3 ,  85  ft 
118  du  Livre  trotfiçme. 
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CghollaireL 

'45*  D  E'i-A  il  eft  manifefte  que  fî  une  ligne  quel- 
conque  M  M  terminée  par  une  Seâion  Conique  ,  eft 
coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  ^a  en  un 

Eoint  P  autre  que  le  centre  ^  toutes  les  parallèles  à  cette 
gne  terminées  par  la  Sedion ,  le  feront  auffi. 

PROPOSITION    VII L 

Problême,. 

*4^-  Une  ScEtion  Conique  étant  dmnée  ^  entr^mverun 
diamètre. 

Ayant  mené  deux  droites  M  M^NN^  parallèles  eijr 
truelles  ^  &  terminées  par  la  Seâion  y  on  tirera  par  leûr$ 
points  de  milieu  P^  J^  une  ligne  droite  ^Aa  qui  fera  uq 
4iametre. 

Car  *  le  diamètre  qui  pafle  par  le  point  P  milieu  de  ^Art.  tfj^ 
M  M ,  doit  auiS  pafler  par  le  point  j^  milieu  de  N  N. 

Co  &0  L  L AIHE      L 

.    147*  S  i  l*oo  mené  en  même  forte  un  autre  diamètre 
quelconque  BdiWt^  clair  que  la  Seâion  Conique  fera 
une  parabole  *  lorfque  Dd  eft  parallèle  à  ^a  ^  une  Ellip.  ^Def.j.  T^ 
Se  ^  lorfque  D  d  rencontre  ^a^u  dedans  de  la  Seâion  ^  &  «^  i>^9>  lU 
enfin  une  Hyperbole  '^  ou  les  Hyperboles  oppolees  loril  *Drf.f^lîU 
que  les  diamètres  D^^  Ala^fc  renconcrenc  en  un  pomc  C 
hors  de  la  Seâion  5  &  dans  ces  deux  derniers  cas  que  le 
point  de  rencontre  Ccft  le  centre.  Cela  eft  une  fuite  des^ 
définitions  des  diamètres  de  ces  trois  lignes  courbes. 

Lorfque  l'Ellipfe  eft  donnée  toute  entière ,  il  fuffit  pour  ^ 
av6ir  le  centre  de  mener  un  dianrietre  ^a  ^  car  fa  granu     < 
deur  étant  déterminée  ^ar  la^rcncontwetîc  f£âipfe;*il 
fi*y  a  *  qu'à  le  divifer  parle  iBilieu  en  C.  Il  en  eft  de  même  "^Art.  fo.' 
lorfq^ue  ♦  les  Hyperboles  oppofées  iont  données.  '^Art.  ^. 

Mii 
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COHOLLAIKE    IL 

148.  D  EL  A  il  fuit  qu'une  Scdion  Conique  ctanr 
donnée ,  avec  un  point  O  fur  le  même  plan ,  on  peut  tou- 
jours mener  un  diamètre  Dd  qui  pafle  par  ce  point.  Car 
U  ne  faut  dans  la  Parabole  que  mener  par  le  point  donné  ^ 
O  une  parallèle  Drfâ  un  diamètre  quelconque  ^a  i  le 
dans  TEllipfe,  ou  dans  l'Hyperbole ,  ou  dans  les  Hyper- 
boles oppofëes ,  une  ligne  droite  D  d  qui  paffe  par  le 
point  donné  o ,  &  par  le  centre  C  que  l'on  aura  trouve 
par  le  Corollaire  précèdent. 

COROiLAlAE      II  L 

I49»  L)  E  LA  il  eft  évident  qu'une  li^ne  droite  JlOi; 
ne  peut  rencontrer  une  Sedion  Conique  qu'en  deux 
points  M  y  M  y  &  jamais  en  davantage.  Car  fi  l'on  mené 
par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  M  M  un  diamctre 
I^^,  il  eft  clair  félon  l'article  144,  qu'elle  fera  parallèle 
aux  ordonnées  à  ce  diamètre  ^  d'orù  il  fuit  félon  le  même 
article  qu'elle  12e  peut  rencontrer  la  Seâion  qu'aux  deux 
points  M  y  M. 

Si  la  ligne  droite  paHbit  par  le  centre  C  ^  on  auroit  re- 
cours a  l'article  138.  où  cela  a  déjà  été  demomi^. 

COROLLAIB^E      IV. 

-     lyo.  Une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  (^.69  70  )  étant 

xlonnée  j  trouver  deux  de  Ces  diamètres  conjugués  ^a^ 

Bi'^  Se  éç  plus  mener  les  afymptotes  CG ,  Cg ,  lorfquc 

c'eft  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  AWî  diamètre  ^a  par  le  moyen  des  deux 

parallèles  M  M^Jsrj^^  &  mené  par  le  centre  C  une  pa- 
♦  Dif.  11,11.  Tallele  iî^ ,  à  ces  deux  lignes  :  il  eft  clair*  que  les  diame- 
&  14..  IIL  très  ^^ ,  £if  ^  leroût  conjugués  J  puifque  les  ligt^es  MJlf^ 

-^f^^cfa1ît"îtrtipéesefl  deux  également  par  le  diamètre 
*jiri.  144*  ^a  aux  points  F^  Q^^  fereot  *  ordonnées  de  parc  &  d'au- 

ire  à  ce  diamètre. 
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Maintenant  pour  mener  (fi^. 70.  )  les  afy mptotes  CG^ 

Cg  j  on  fera  ^iP-»*  P^.  P  M  :  :  c  ^*.  C-ff*  ou  c  ^  .  ou 
:^ce  qui  eft  lamêmechofe^  comme  la  moyenne  propor- 
îtionnelle  entre  ^P,  Pa.c^à  PM ,  de  même  c ^ eft  à 
CB  ou  cb.  Et  ayant  cire  les  droites  ABy  Ab  ^on  leur 
mènera  par  le  centre  Clés  parallèles  indéfinies  Cg,  CG^ 
qui  feront  les  afyraptotes  cherchées.  Car  il  eft  clair  que 
^^  fera  ♦la  grandeur  du  fécond  diamètre  conjugué  au  *ATt.%\.&s 
premier  Aa^  &  le  refte  eft  évident  félon  les  définitions  i\%. 
^3  &  14  du  troifîéme  Livre. 


PROPOSITION    IX. 
Problcma 


t5..U 


N E  SeEHon  Vonique  étaM^ionnée^avec  un  de  fes dia^ 
ynesres  A  a  ^  trouver  Lafofition  des  ordonnées  P  M  ^jce  diamètre. 

Ayant  mené  deux  parallèles  au  diamètre  donné  A^^  fi^.éZ.e^ 
qui  en  foient  également  éloignées  de  part  &  d'autre,  &        7<>*7^^ 
qui  rencontrent  la  Seâion  en  des  points  M,  M  5  je  dis 
que  la  ligne  M  M  qui  tbUpe  le  diatnetre  donné  au  point 
Py  eft  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre ,  pour* 
vu  que  le  peint  P  pe  tombe  point  fur  le  centre. 

Car  par  la  conftruâion  la  ligne  M  M  fera  coupée  ea 
<leux  également  par  le  diamètre  A  a  au  point  P  y&c  par 
<:onféquenc  elle  fera  «  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  ^Att.'ti^^ 
diamètre. 

On  peut  toujours  par  cette  manière  trouver  la  pofition 
cTune  ordonnée  P  M  àun  diamètre  dontié  A  a.  Gar  i®. 
Dans  la  Parabole  &  l'Hyperbole  (y%  68.  dr  70.  )  k>rfque 
le  diamètre  donné  .^^^  eft  uo  premier  diamètre  j  il  eft 
clair  qu'à  quelque  diftance  qu^on  mené  de  part  &  d'au- 
tre les  deux  parallèles  au  diamètre  Aa^  elles  rencon  ^/^rf.io.io. 
ireront  chacune  la  Sedion  en  un  point  M  j  poifque  ^  la  ^4.c^  u8. 
Seâion  s'éloigne  toujours  de  plus  en  plus  à  l'infini  du  dia^ 
TOetre  A  a.  2®.  Dans  l'Ellipfe  (  ;/%.  69.  ) ,  &  dans  les  Hy. 
perboles  oppofées  0%.  71  )  lorfque  le  diamètre  donné 

M  iij 
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^a  eîï  un  fecood  diamètre  :  il  eft  clair  qu'on  peut  toft- 
jours  mener  deux  parallèles  de  part  &  d'autre  du  dia- 
mètre ^^ ,  qui  coupent  la  Seâion  chacune  en  un  point 
JVf,  en  forte  que  la  ligne  MM  rencontre  le  diamètre 
donné  ^  a  en  un  point  P  autre  que  le  centre  5  puifque 

•  jirt.  44.  dans  rEIlipfe  *  les  ordonnées  du  diamètre  ^  a  vont  toû» 
^  55-         jours  en  diminuant  depuis  le  centre  c  jufqu  en  ^ ,  & 

*  ^rt.  84,    qu*au  contraire  dans  les  Hyperboles  oppoÉces  *  elles  vont 
&  118.        toujours  en  augmentant  à  mefure  qu'elles  s'éloignent  du 

centre  C. 

Corollaire    L 

'5^*  Delà  on  tire  (/g.68,69,7o.y  une  nouvelle  ma- 
nière de  mener  une  tangente  par  un  point  donné  ^  fur 
'^  -^rf.  148.  yjjg  Sedion  Conique  d^néc*  Car  *  ayant  mené  par  ce 
^  point  un  diamètre  ^a,ifC  trouvé  une  double  ordonrfée 
»^rMo^io,  Ai  PM  à  ce  diamètre  ^  il  eft  clair  *  que  fi  Ton  mené  par 
*^ill*n*f  '^  P^*^^  "^  "^^  parallèle  i  M  M  y  elle  fera  tangente 
5.1. 11,  IL  "•^• 
7»^  Corollaire    IL 

K3*  LA  E-L  A  on  voit  encore  comment  uneEllipfèoo: 
tes  Hyperboles  cppofées  (Jlg.  69 ,  70 ,  71.)  étant  doimces 
avec  un  de  leurs  diamètres  quelconques  ^^  ^  on  peut 
trouver  le  diam^etre  Si  qui  lui  eft  conjugue.  Car  il  n*]^ 
a  qu'à  mener  par  le  centre  C  une  parallèle  M  h  aux  oi^ 
données  à  ce  diamètre. 

Ou  bien  j  foit  J?  ^  le  diamètre  donné ,  &  qti'il  faille 
trouver  fon  conjugué  j4a.  Ayant  tiré  MM  parallèle  zBi 
^  terminée  par  la  Seâion  3  on  mènera  par  /on  point  de 
tnilieu  P  ^  &  le  noilieu  C  de  £  ^ ,  le  diamètre  dierché  jia. 

Corollaire    ItL 

.  '54»  U  NÉ  Hyperbole  MAM  (/g.70). étant  donnée,, 
avec  un  de  fcs  féconds  diamètres  B  b  de  pofition  j  en  ter- 
miner la  grandeur ,  &  trouver  en  même  temps  la  pofido» 
4fi  ics  ordonnées.. 
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On  cherchera  le  premier  diamètre  ^a  conjugua  aa 

fécond  £6  ^  par  le  moyen  de  la  féconde  manière  du 

Corollaire  précèdent  j  &  ayant  fait  AP^P  a^  PM   ::  «  ^^^^  g,^ 

C  A  .  CB  ou  cb  .    Il  eft  clair  *  que  B  b  fera  la  grandeur  <^'«»*« 
du  fécond  diamètre  Bh^hi  que  fês  ordonnées  feront  pa- 
rallèles au  diamètre  Aég.  .  ' 

PROPOSITION     X. 

Problème. 

ly^  J3'uN  point  donne  T  hors  une  SeElion  Conique  don*  F10.7t.7j, 
nie  ^  mener  deux  tangentes  T  M  ^  T  M ,  ^  cette  Sefhon.  74.. 

PouhlaPahabole. 

Ayant  mené  {/g.  71.  )  par  le  point* donné  7"  •  un  dia-  »  Art.  14*. 
mètre  qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A  ,  &  pris  fa 
partie  AP  égale  à  •/^  27  5  on  tirera  par  le  poiy  P  ♦  une  *  Art.  ip. 
parallèle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  *  la  Parabole  "^Art.  i^^ 
en  deux  points  JVf ,  Af  5  par  lefquels  &  par  le  point  don.  ^An.  n. 
né  T  on  tirera  les  droites  TM  ^TM  ^qm  feront  ♦  les  &  ij. 
tangentes  cherchées* 

Poun    l' Ellipse. 

Ayaiff  mené  (^g,  73.  )  par  le  point  donné  T  *  le  dia-  '^Art.i^î. 
mètre  ^f  ,&  pris  CP  troifîéme  proportionnelle  à  CTy 
CA'^on  mènera  par  le  point  P  ^  une  parallèle  aux  or- 
données qui  rencontrera  ^  rEllipfe  en  deux  points  M^M^  '^Art.i^. 
par  lefquels  &  par  le  point  donné  T  on  tirera  les  droites 
T  -M ,  r  Af ,  qui  feront  *  les  tangentes  cherchées.  *  Art.  j;. 

&  ;8. 
PouB.  l'Hyperbole  &  les  Hyperboles  oppose'es. 

Ayant  mené  (/g.  74.)  par  le  point  donné  7",  *  le  diame.  *  Art.  i^«. 
tre  A  aidant  on  déterminera  la  grandeur  ¥  s*il  eft  un  ^Art.uA. 
fécond  diamètre  ;  00  prendra  C  P  troifîéme  proportion* 
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nelleà  CT'y  C^  (du  même  côté   du  point  donné 7^;^ 
par  rapport  au  centre  ^lorfque  ce  point  tombe  dans  Tuiia 
des  angles  faits  par  les  afymptotes  ^  6c  du  cote  oppofé^, 
lorfqu'il  tombe  dans  l'un  des  angles  à  cote  )  :  &c  Pon  me^ 
nera  par  le  pcriot  P  une  parallèle  aux  or.lonnces  qui  ren- 

**^rM+4.  contrera  *  l'Hyperbble  ou  les  Hyperboles  oppofccs  en. 
deux  points  M  ^M  ^  par  lefquels.&  par  le  pomt  donné 

^Art.itu  T ^  on  tirera  les  droites  TM,^TM^  qui  feront  *  les  tan^ 
gentçs  cherchées. 
Si  le  point  donné  tomboit  fur  le  centre  ç^  W  deux, 

*jirt.  io8.  tangentes  feroient  alors  ♦  les  afymptotes  CG  ,  Cg,&  on 
lestireroit  comme  Ton  a  enfeigné  dans  Tart.  150.  £t  enfin 
fi  le  point  donné  tomboit  for  une  afymptote  comme  en  5, 
on  tireroit  par  le  point  H  oûlieu  de  C5,  une  parallèle 

♦-/#rM04.  H  M  à  Tautfe.aiy/mptote  CG ,  laquelle  rencontreroit  *^ 
l'Hyperbole  en  un  point  M^  par  où  &  par  le  point  don- 

♦-4r^  K>7w  né  5,  on-tireroit  une  droite  5  M  qui  feroit  *  une  des  tan. 
gentes  cherchées  5  &  Tautre  feroit  Tafympjote  même  Cg 
fur  laquelle  fe  trouve  Iç  poipt  dopnç  S. 

C  Q  &  o  L  L  A  I  ji.  E     I« 

^5^'  O  OM  ME  la  ligne  MPM  parallèle  aux  ordoa^ 

SAt.  144*  nées  rencontre  toujours*  la  Sedion  en  deux  points  M^^ 

M  ,  également  éloignés  de  part  &  d*autte  du  point  P, , 

.  &  non  en  davantage  j  il.  s*enfuit  qu*on.  ne  peut  mener 
d'un  point  donné  T  hors  une  Sedion  Conique  que  les . 
deux  tangentes  TM^  TM.    D'où  il  eft  évident  que  le 

,  diamètre  qui  pafle  par  le  point  de  rencontre  7"  de  deux 
tangentes ,  coupe  par  le  milieu  en  P  la  ligne  MM  qui 
joint  les  points  touchans  5  &  réciproquement  que  le  dia- 
mètre qui  côupë  par  le  milieu  eh  P  une  ligne'droite  MM 
qui  joint  les  points,  touchans  de  deux  tangentes  MTy, 
MT  ^  pafle  par  leur  point  de  rencontre  r. 


CojBLpL*  IL 


Digitized  by 


Google 


Des  tilois  sections  Coniqjjis.      ^7 

corollaihe    il 

157  lo  UT  ES  les  tangentes  de  la  Parabole  (/g. 
71,)  fe  rencontrent  deux  à  deux  ,  étant  prolongées  au- 
tant qu'il  eft  neceflaire.  Car  fi  l'on  joint  deux  points  tou- 
chans  quelconques  M ^  M^  par  une  ligne  droite ,  &  qu'a- 
près l'avoir  coupée  par  ie  milieu  en  P  ^  oh  prenne  iur  le 
diamètre  qui  pafle  par  ce  point ,  &  qui  rencontre  la  Pa^ 
rabole  en  y^ ,  la  partie  A  T  égale  à  >^  /^ ,  il  eft  clair  que 
les  deux  tangentes  MTj  MT^  qui  paflent  par  \^s  points^ 
MyMjk  rencontreront  en  ce  point  T. 

CaR  O  LL  AI  HE.     IIL 

158.  1  L  eft  encore  évident  {/g.  74.  )  que  toutes  les 
tangentes  d'une  Hyperbole  fe  rencontrent  deux  â  deux , 
étant  prolongées  autant  qu'il  eft  neceffaire  ^  &  toujours 
au  dedans  de  l'angle  fait  par  les  afymptotes.  Car  fi  Ton 
joints  deux  points  touchans  quelconques  M^  M  y  par  une 
ligne  droite  ,  &  qu'après  Pàvoir  coupée  par  le  milieu  en 
Py  on  prenne  fur  le  diamètre  qui  pafle  par  ce  point  &L 
qui  rencontre  l'Hyperbole  en  ^,  la  partie  CT  troifiéme 
proportionnelle  à  C7^,  C-^  j  il  eft  claii-  que  les  deux 
tangentes  MT^  MT^  fe  rencontreront  en  ce  point  7", 
lequel  fera  toujours  *  au  dedans  de  J'angle  fait  par  les  *jirt.  loj^ 
afymptotes  ,  puifque  je  derai.diametre  CA  tombe  au 
dedans  de  cet  angle. 

Corollaire    lY. 

^^9*  Toutes  les  tangentes  d'une  Ellip/e  oudc^ 
Hyperboles  oppofées  {fig.  73,  74.)  fc  rencontrent  deux  à 
deuxf  lorfquela  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
Be  pafle  point  par  le  centre  :  fçavoir^  celles  de  TEUipiè 
du  même  côté  du  centre  par  rapport  à  cette  ligne  ,,  & 
celles  des  Hyperboles  oppofées  de  l'autre  côté.  Cela 
fè  prouve  par  le  moyen  de  la  Propofition  cy-defliiSL, 
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comme  Ton  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 
précedens. 

PROPOSITION    XL 

Problème. 

I60.  lJ  N  E  ScFiion  Conique  étant  donnée  ^  en  trouver  nu 
diamètre  qui  fajfe  de  part  ou  d'autre  avecfes  ordonnées  des  an^ 
gles  égaux  k  un  angle  donné. 

Pour  la  Parabole. 

If  jirt.  1^6.      AyaM  trouve  *  un  de  fes  diamètres  ^  i' ,  on  mènera 

Fic.TÇ.?^.  P^'"  ^^"  origine  ><,  la  ligne -/^  7/,  qui  fade  avec  A  P  àt 

'    *     *  parc  ou  d'autre  Tangle  PA  N  égal  a  l'angle  donné ,  & 

qui  rencontre  la  Parabole  au  point  -AT.  Ayant  divife  AN 

par  le  milieu  en  O,  &  tiré  0^\/ parallèle  i  A P  y  \t  àk 

que  la  ligne  MO  eft  le  diamètre  qu'on  cherche. 

Car  i^.  Tous  les  diamètres  d'une  Parabole  devant 
être  parallèles  entr*eux ,  félon  la  définition  feptiéme  du 
premier  Livre,  il  s'enfuit  que  MO'kt^  un  diamètre j 
puifque  ^P  en  eft  un. 

z^.  La  ligne  A  N  terminée  par  la  Parabole  étant  cou* 
pée  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  MO  ^  elle  lui 
^  Art.i^^  fera  *  ordonnée  de  part  &  d'autre. 

3*.  A  caufe  des  parallèles  MOyAP^Vzn^^  MOA 
que  fiait  le  diamètre  MO  avec  fon  ordonnée  OA^  fera 
égal  à  l'angle  PA  N  qui  a  été  fait  égal  i  l'angle  donné. 
Donc  &c. 

Si  l'angle  donné  eft  droit ,  il  eft  manifefte  que  le  dra- 
^Art.  1$.    mètre  MO  qu*on  trouvera  par  cette  méthode  fera  *  l'axe 
de  Parabole. 

Pour  les  autres  Sections. 

"^Art.  14*.      Ayant  trouvé  *  un  de  leurs  diamètres  Aa^ic  décric 

FiG.  77.78.  fur  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre  un  arc  de  cercle  AN^ 

79.80.  capable  de  l'angle  donné  ou  de  fon  complément  â  deux 

droits }  on  mènera  du  point  ^  où  il  rencontre  la  Sec» 
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Des  trois  Sections  Comxqjjes.  99 
tion  aux  deux  extremiccs  ^  ^  a  ^  du  diamètre  ^a  ,  les 
lignes  N^y  Na; par  les  milieux  defquelles  O y{)^y&c  par 
Je  centre  C,on  tirera  deux  diamètres,  ilfwi^  S  s.  Je  dis 
Que  chacun  de  fes  diamètres  fera  de  part  ou  d'autre  avec 
Ks  ordonnées  des  ang^les  égaux  à  Tangle  donné. 

Car  la  ligne  yi  TsT  terminée  par  la  Sedion,  étant  cou. 
pée  en  deux  également  au  point  O  par  le  diamètre  Mm^ 
elle  fera  "^  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre.  *^r/.  144; 
Or  le  diamètre  Mm  eft  parallèle  à  la  ligne  2/a^  puifqu'il 
divife  par  le  milieu  aux  points  C ,  0 ,  les  lignes  ^  a ,  ^2^  j 
&  partant  Tangle  mO^  que  fait  le  diamètre  M^  avec 
fon  ordonnée  J^CX,  fera  égal  à  l'angle  ^  Na ,  qui  par  la 
conftrudion  eft  égal  à  Tangle  donné ,  ou  à  fon  comple-  ^ 

ment  à  deux  droits.  On  prouvera  de  même  que  le  diamè- 
tre 5/  fait  avec  fon  ordonnée  i^^AT  un  angle  égal  à  Tan- 
gle  donné  ,  ou  à  fon  complément  à  deux  droits.  Donc 
&c. 

Il  eft  vifible  i^  Que  le  diamètre  $s  eft  *  conjugué  au  *D(/ru.II. 
diamètre  Mm  5  puifqu'il  eft  parallèle  â  fon  ordonnée  ^  H?  HL 
ON.  1^  Que  les  diamètres  conjugués  Mm^  S  s  ,  devien- 
nent *  les  deux  axes ,  lorfque  Tangle  donné  eft  droit.         *  -r^rr.  38. 

PROP  O  SITl  O  N    XIL 

Problème. 

1^1.  \Jn  diamètre  £une  SeHion  Conique  étant  donné ^^ 
avec  fon  paramètre  y  ^  lapofition  de  fes  ordonnées ,  ^f^achant 
de  plus  fi  c*efi  un  premier  ou  fécond  diamètre  lorfqu'il  s*a^it  de 
P Hyperbole  y  décrire  la  Sefiion  par  une  méthode  imi forme  pour 
toutes  les  trois. 

PREMIERE      M  A  N  I  e'  R  E. 

^  Pour  la  Parabole.    Ayant  trouvé  \  Taxe  A  P^  fon  ori.  "f^Art.  17. 
gine  ^^  &  fon  paramètre  yiG  que  Ton  prendra  fur  Taxe  pi  c.  81. 
prolongé  du  côté  de  fon  origine  j  on  mènera  par  le  point 
G  une  ligne  droite  indéfinie!)  D  perpendiculaire  à  PG. 
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On  fera  mouvoir  enfuite  une  ligne  droite  indéfinie  DAt 
le  long  de  GD  toujours  parallèlement  à  -^  G ,  en  entraî- 
nant par  fon  extrémité  D  le  côté  D^  de  Tangle  droit 
D  j4  M  ^  mobile  fur  fon  fommet  y4  autour  de  l'origine 
A  de  Taxe  A  P.  Je  dis  que  rinterfeâion  continuelle  M 
de  la  ligne  D  Af  &  du  côté  A  M^  décrira  daos  ce  mou- 
vement'la  Parabole  qu^on  demande. 

Car  menant  MF  perpendiculaire  à  Taxe  y  les  trian- 
gles redangles  AGD  :,  MPA^  feront  femblables  j  puif. 
que  chacun  des  angles  GAD^  PMA  ,  étant  joint 
à  l'angle  P  A  M  ^  vaut  un  droit.  On  aura  donc  A  G. 
GD  ou  P  M  :x  PM.  A  P.  D*où  il  fuit  que  /^il/*». 
?  Art.  7.  GA^  A  P  y&i  qu*ain(i  PM  eu  une  *  ordonnée  à  Taxe 
AP. 

On  a  déjà  donné  cette  conftrudion  dans  le  Livre  pre- 
mier article  29  ,  d*une  manière  qui  convient  a  tous  les 
diamètres  :  On  ne  la  répète  ici ,  &  on  ne  lareilraint  â  Ta- 
3ce^  que  pour  en  faire  voir  la  liaifbn  &  le  rapport  qu'elle  a 
avec  celle  qu'on  va  donner  pour  les  autres  ScAions. 

Pour  les  autres  Sections.    Ayant  trouve  entre  le  diame* 

tre  donné  &  fon  paramètre  une  moyenne  proportion- 

nelle ,  &  Tayant  placée  en  forte  qu'elle  foit  parallèle  aux 

*D<f. ij.'II.  ordonnées,  &  coupée  en  deux  également  par  le  centre j 

&  15.  IIL     il  eft  clair  *  qu'on  aura  deux  diamètres  conjugués  5  par  le 

"^Art.s^.    moyen  defquels  ort  cherchera  *  les  deux  axes,  éc  en- 

•        fuite  le   paramètre  de   celui    des    deux   qu'on    voudra 

^  dans  TEIIipfe  ,  &  du  premier  dans  THyperbole.     Cela 

fait. 

F^G.  8a.8}.       On   prolongera  dans  l'Ellipfe  ,  &  on  coupera    dans 

l'Hyperbole  Taxe  -rf^  en  G  5  en  forte  que  a  G  (oit  ÀGA^ 

comme  l'axe  Âacîï  à  fon  paramètre.    Ayant  tiré  par  le 

point  G  une  perpendiculaire  indéfinie  DD  à  Taxe  Aa^ 

on  fera  mouvoir  le  point  D  le  long  de  cejtte  ligne,  en 

entraînant  avec  lui  la  ligne  droite  Da  mobile  autour  de 

Textremité  a  de  l'axe  ^  ^  ,  &  le  côté  D  ^  de  Tangle 

droit  DAM  mobile  fur  fon  fommet  A  autour  de  Tau- 

tre  extrémité  A  de  Taxe  A  a.    Je  dis  que  l'interfèdion 
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Dis  trois  Sections  Coniques,  ioi 
continuelle  M  des  lignes  AM ^  aD ^  décrira  dans  ce 
mouvenoent  la  Sedion  requifè. 

Car  menant  M P  perpendiculaire  fur  Taxe  Aa  ^\es 
triangles  femblables  a  PM  ^  aGD  ^  donnent  a  P.  PM:: 
a  G.  GD.  Or  les  triangles  rectangles  AGD  ^  MPA^ 
font  femblables  3  puifque  chacun  des  angles  GÀB-y 
P  M  A  .^  étant  joint  à  Tangle  PA  M  ^  vaut  un  droite 
Et  partant  A  P.  P  M  *r.  GD.  G  A.  Si  donc  Ton  mul. 
tiplie  les  Antecedcns  &  les  Confequens  des  deux  pre- 
mières raifons  ,  par  ceux   de  ces  deux  dernières  j  on 

aura  aP  ^  PA.  P  M  waG^G  D.GB^G  AiiaG.G  A^ 
c'eft  à  dire ,  comme  i*axe  ^f  ^  eft  à  fon  paramètre.  Donc 
*  &c. 

Il  eft  à  remarquer  que  plus  le  point  D  s'éloigne  du 
point  G  fur  la  ligne  DD-^  plus  Tangle  P^JWT  augmen- 
te, &  plus  au  contraire  l'angle /^^iW  diminue  j  de  for- 
te  que  les  lignes  ^Af,-^ il/,  deviennent  parallèles  dans 
i'Hyperbole,  &  fe  coupent  enfuite  de  l'autre  côté  de  la 
ligne  BD^  où  elles  décrivent  par  leur  interfeâion  con- 
tinuelle l'Hyperbole  oppofée. 

Si  Ton  conçoit  dans  1  Ellipfe  &  dans  THyperboIe  ,  que 
le  point  ^  s'éloigne  à  l'infini  du  point  A^  ou  (cçqui  eft  la 
même  chofe  )  que  l'axe  Aa  devienne  infiniment  grand  ^  les 
lignes  GA^Ba^<\m  ne  fe  rencontrent  que  dans  l'infini, 
peuvent  ^re  regardées  comme  parallèles  :  ainfi  cette 
dernière  conftrudion  retombe  dans  le  cas  de  la  précé- 
dente.  C'eft  pourquoi  TEllipfe  ou  l'Hyperbole  devien- 
droit  alors  une  Parabole  qui  auroit  pour  paramètre  la  li- 
gne  AG  ;&  par  confequent  on  peut  regarder  une  Para, 
bole ,  comme  une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  dont  Taxe  eft 
infini  :  fçavoir  ^  le  premier  dans  THyperbole,  &  celui  des 
deux  qu'on  voudra  dans  TEllipfe. 

Seconde    Manie' re» 

Pour  la  Parabole,     Soit  un  triangle  ifofcelle  MAL^  Fie.  S4- 
dont  l'un  des  côtés  A  H  foit  fitué  (iir  le  diamètre  don- 
né  AP  prolongé  indéfiaimeac  de  part  &  d'autre  de  fon 

N  iij 


Digitized  by 


Google 


101  Livre   Q^uatri  ï'm  b. 

origine  A ,  &  Tautre  côté  A  L  fur  la  tangente  indéfinie 
L  AL  qui  pafle  par  le  point  A.  Soit  coni^ûë  fabafè  HL, 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à  elle  même  en  en« 
traînant  par  Tune  de  it^  extrémités  L  la  ligne  indéfinie 
LM  parallèle  à  APy^  par  l'autre  extrémité  M  la  li- 
gne H  F  parallèle  i  A  L  &l  égale  au  paramètre  donné 
du  diamètre  ^/^, laquelle  entraîne  auflî  par  (on  extrémité 
jF  la  droite  FA  mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis 
que  Tinterfedion  continuelle  M  des  deux  droites  FA^. 
LM  ^  décrit  pendant  que  la  ligne  HL  fc  meut  dans 
l'angle  H  A  L  U  fon  oppofé  ou  fomraet  ,  la  Parabole 
M  A  M  qu'on  demande. 

Car  menant  l'ordonnée  MP  au  diamètre  AP^  les 
triangles  femblables  AHF ^A P M ^  donnent  A  H  on 

AL  ou  PM.  H  F  ::  AP.  PM  y  &  prenant  P  M  ^ 

*Art.  7.&  APn  HF.    Donc  *  &c. 

*®*  On  doit  obferver  que  le  point  7f  doit  tomber  au  de. 

là  de  l'origine  A,  du  diamètre  A  P  j  lorfque  les  points 
F  y  Ly  tombent  de  part  &  d  autre  de  ce  diamètre. 

FiG.  J5  ZG.  pour  les  autres  Seliions.  La  conftrudion  eft  la  même 
que  pour  la  Parabole ,  i  l'exception  que  la  ligne  L  M 
doit  tourner  autour  de  l'autre  extrémité  a  du  diamètre 
donné  Aa  ^^slu  lieu  quedays  la  Parabole  elle  lui  cïï  pa* 
rallele.  On  fiippofe  dans  l'Hyperbole  que  le  diamètre 
donné  eft  un  premier  diamètre  5  car  fi  c'ctoit  un  lecond  y. 
on  trouveroit  félon  l'article  115  du  Livre  troifiéme  ,  le 
premier  qui  lui  eft  conjugué  &  fon  paramètre. 

Car  menant  MP  ordonnée  au  diamètre  Aa  ,  les 
triangles  femblables  aP M^aALyhL  4P MyA FiF y 
donnent  aP.PM^.aA.  A  L  om  AH.  Et  A  P.  PMi: 
AH.  H  F..  Et  partant,  fi  Ton  multiplie  les  Antecedens 
&  les  Confequens  des  deux  premières  raifons  par  ceux 

des  deux  fécondes,  on  aura  ^/^»/^>^. /^Af  iiaA  ^-AH. 

*j4rt.^u^^.  AH^HFiiaA.  HF.    Donc*&c. 

ti.&  ii8.  Il  faut  obferver  que  les  points  -F/,  ^,  doivent  tomber 
de  part  &  d'autre  du  point  ^df  dans  rEllipfe  ,  &  du  même 
côté  dans  l'Hyperbole  ,  lorfque  les  points  F  y  Ly  tona* 
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hent  de  parc  &  d'autre  du  diamètre  Ja. 

Corollaire     I. 

162.  13  E  LA  on  voit  comment  un  diamètre  Aaétznt 
donné  avec  une  de  fes  ordonnées  FM  -,  on  peut  trou- 
ver  fon  paramètre  H  F.     Car  i^.  Dans  la  Parabole  on  Fig.  84. 
prendra  fur  le  diamètre  ^Ph  partie  ^  H  égale  à  PM  j  • 

&  ayant  tiré  la  ligne  HP  parallèle  à  PM^  &  terminée 
en  F  par  la  ligne  ^M  tirée  de  l'origine  A  du  diamètre 
par  Textremité  M  de  l'ordonnée  j  il  eft  clair  que  cette 
ligne  MF  fera  le  paramètre  du  diamètre  ^ P. 

1^  Dans  les  autres  Seâions ,  on  mènera  par  Tune  des  TiG.Sf.tf. 
extrémités  a  du  diamètre  donné  A  a  la  ligne  a  M  qui 
rencontre  la  tangente  -^Z,  qui  pafle  par  l'autre  extrémi- 
té -^4 ,  au  point  Z  j  &  ayant  pris  fur  le  diamètre  Ja  \z 
{)artie  ^  H  égale  iAL^on  tirera  H  F  parallèle  à  PM^ 
aquelle  rencontrant  en  F  la  ligne  j4  M ,  fera  le  para* 
xnecre  du  diamètre  A  a. 

Corollaire    II. 

1^3»  O  N  tire  de  la  féconde  manière  qu'on  vient  d'ex- 
pliquer ,  une  méthode  uniforme  &  trés-exade  dans  la 
pratique  de  décrire  une  Sedion  Conique  par  plufîeurs 
points.  La  voici  dans  TEUipfe  :  &  elle  fervira  de  Règle 
pour  les  autres  Serions. 

Ayant  pris  fur  la  tangente  ^Z,  qui  pafle  par  Tune  des  Fig.  87, 
extrémités  i<  du  diamètre  donné  ^^,  la  partiel  G  éga. 
le  à  fon  paramètre^  &  mené  une  parallèle  indéfinie  G  F 
à  Aa  ^  on  tirera  librement  par  le  point  A  autant  de  li* 

fjnes  droites  AF ^  AF ^  &c.  qu'on  voudra.  Ayant  pris  fur 
a  tangente  indéfinie '^Z,  les  parties  AL  ^  AL  ^  &c, 
égales  aux  correfpondantes  GF  ^GF  y  Sec.  &  mené  les 
droites  ^Z,  ^Z ,  &c  i  je  dis  que  les  interfedions  M^M^ 
&c.  des  droites  correfpondantes  FA  ^  La,  FA  ^La^  &c. 
feront  des  points  de  TEllipfe  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
Aa^  pour  tangente  la  ligne  AL  ^hi  pour  paramètre  du 
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diattïçtre  Aa  Isl  ligne  A  G.  Cela  e 11  vihble  en  menanr 
JFH  parallèle  i  AG  ^  &l  tirant  la  ligne  HZ  par  le  point 
Z  correfpondanc  au  point  F.     Car  le  triangle  H  A  JZ. 

*  Hjf.        fera  ifjfcelle  j  puifque  *  ^Z  eft  égale  à  G  S  ou  A  H^  6c 

H  F  fera  égale  au  paramètre  du  diamètre    A  a  :  c'eft 
pourquoi  cette  conftrudion  retombe  dans  celle  de  la  fe- 
,  conde  des  deux  manières  précédentes. 

Comme  les  lignes  Gf,  ><  Z^  deviennent  fort  grandes  j, 
lorfqu'il  s'agit  de  trouver  des  points  M  qui  (oient  pro. 
ches  du  point  a  j  on  pourra  fe  fervir  ,  pour  trouver  ces 
points ,  de  la  tangente  a  l  qui  pafle  par  Tautre  extrémi- 
té a  du  diamètre  jtf  ^ ,  &  de  la  ligne  g/ parallèle  à  Aa^ 
comme  Ton  voit  dans  cette  figure. 

Si  Ton  mené  les  ordonnées  MPyMPy&cc  parallèles 
à  la  tangente  A  Z  y&c  qu'on  les  prolonge  de  Tautrc  côté 
da  diamètre  A  a  en  M^  M^&cc.  en  forte  qu*elles  foieni; 
coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  ^ 

*  Art.  4}.    il  eft  clair  *  que  ces  nouveaux  points  iif  ^  M^  &c.  feront 

encore  i  la  même  Ellipfe. 

On  pourroit  fc  (ervir  d'une  même  ouverture  de  com- 
pas G  jF  ou  A  Z  pour  marquer  fur  les  lignes  GF,  AZ^ 
autant  de  points  i^,  i^,  &c  ,  Z  ,  Z ,  &c  ,  qu*on  voudra» 
car  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
entr'elles ,  chaque  G  F  feroit  égale  à  la  correfpondanta 
^  Z  3  ce  qui  efl:  le  fondement  de  la  démonflration. 

PROPOSITION     XI  IL 

Théorème.. 

FxG,  8S.89.  1^4*  S'il  y  a  deux  droites  M  N^  A  R.,  terminées  pat 
90.  pu  une  Seiiion  Conique  ^  lesquelles  fe  rencontrent  en  un  point  P^ 
^  qui  foient  parallèles  à  deux  droites  données  de  pofition  ^je 
dis  que  le  reBangle  M  P  ^.P  N  fera  toujours  au  reEianglc 
A  P  «  P  R  m  raiTon  donnée  en  quelque  endroit  de  la  Se f lion, 
fue  pui^em^  tomber  les  droites  Al  N  ,  A  R. 

Pou*. 
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Pour,   la   Pakabole. 

Soieoc  (/g.  88.  )  les  cangences  C£  y  E£  ,  qaiCe  ren- 
concrenc  au  point  JB, parallèles  aux  droites  M  iST,  ^R  : 
je  dis  que  M  P  nP  K.  ^  P*PRi:  Fï*.  "i^*. 

Car  ayant  mené  »  par  le  point  G  milieu  de  M 2/  le  '^«.i+S. 
diamètre  CG36C  tiré  par  fon  origine  c  la  parallèle  CB 
à  M 2^  i  il  eft  clair  *  qu'elle  fera  tangente  en  C.    On  me-  *^rt. 
nera  de  la  même  forte  la  tangente  E  B  parallèle  à^  R^  c^  11. 
que  l'on  prolongera  jufqu'â  ce  qu'elle  rencontre  le  dia- 
mètre CG  au  point  K'ySc  tirant  par  le  point  touchant  £ 
l'ordonnée  £Z  ,  on  aura  *  KC^CZ  j  &  par  confe-  *Art.  li. 
quent  K£a*S£.    On  tirera  enfaite  ^D  ordonnée,  2c  ^  »J« 
^F  parallèle  au  diamètre  CG,  &  on  nommera  les  don- 
nées iC^  ou  £E  ,»»>^C,«}C/c,*jle  paramètre 
CH  àw  diamètre  c  G , />  ^  &  les  indéterminées  AP^xi 
PMyyy^Dyr'>CDyS. 

Cela  pofé ,  les  triangles  femblables  KB  c ,  uiPF^  donne- 
ront Pj:"*.  — ,  >^J^  ou  DG  *-'Jl  :  Et  par  confequeot 


CGB-"-i-/,GiWou  GiV=>v-f- — 4-r,i>iVou  GiV 

m  -m 

lrj',Gl?*-jpj'-+-ilïj'-h2r^-h2iLxj«4-iirx4-rr. 

~  9f^  fit  $n 

Or  *  CD  (J).  CG('£-i-j)  ::  37^' (rr).  GJl'.rr  »^^.S.tJ. 

«J-HIjfs-rr-t-îix,  puifque  JZd*  frr) —  cDicCH-  *°' 

(/  /).  Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  de  G  M* , 
on  formera  l'équation  y  y  -4-  *^  y  -^xry  -^Zlxx 

»  mm 

^-ilTx— lix=ao,qui  convient  également  â  tous  les 

points  de  la  Parabole  3  lorfque  la  Jîgne  \a  R  tombe  au 
defTus  du  diamètre  CG^ic  que  le  point  d'interfecStion  P 
tombe  entre  les  points  ^  ^R. 

*  Maintenant  (i  Ton  fait  dans  cette  équation  ymmo^ 
oa  aura  (eo  efia^aot  tous  les  termes  où/  fe  rencontre  ) 

O 
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îiLxx-*-iii.'x— i?x«».  D'où  l'on  tire  xc-l^— 121 

mm  mm  m  » 

■■  jiR  s  puifque  P  Ai  (jr  )  devenanc  nulle  ou  zéro ,  il 
eft  clair  que  ^P  (x)  devient  ^K.  Donc  AP^PR. 
ip^'j^x^t^^— xxi  &  par  conTequenc  MP^PN 


nn 


iiCJi  {nn).  EB  {mm),  puffqu'en  mddpltanc  les  ex«p 
crêtnes  de  les  moyens ,  on  retrouve  l'équatton  prëcedeiv- 
te.  Or  comme  les  rangeâtes  CJB^BE  demeurent  toâ- 
jours  les  mêmes  j  en  ouelque  endroit  de  ht  Parabole  que 
tombent  leurs  parallèles  M2^^AR'^i\  s*enftiit&c. 

Il  peut  arriver  difierens  cas  ,*  félon  \c$  dtfierente$  po» 
fitions des  droites MN^AR^  mats  comme  la  d^monl^ 
tracioo  demeure  todjours  la  même ,  &  qu'il  ne  peut  y 
avoir  de  changement  que  dans  quelques  lignes ,  ou  dans 
quelques  termes  qui  s'évanouioent  ,  je  ne  m'arrêterai 
point  à  les  expliquée  en  détaîL  On  doit  obferver  la  md^ 
me  chofe  dans  \qs  deux  autres  Seâions. 

POUK     LES    AUTRES     SECTIONS. 

Ayant  mené  {fig.  89,  90.  91.  )  \^s  deux  demi-diame* 
très  co,  c£^  parallèles  aux  droites  M  II ^  AR  j  je 

dis  que  MP>^P N.  AVhPR  ::  cZ^.C3. 

Soit  mené  le  diamètre  CG  qui  ait  pour  double  or- 
donniée  M  2/^  Qjkf  lequel  foiaat  abaifTces  let  droites  £  ^ 
A  Dy^  parallèles  à  -Mivr  $  &  ayant  tiré  A  F  parallèle  à 
,CG^ £>ientmuttmées.)esdoatiëes  CB^  m^SE^n^C Eye^ 
£cle  demi^diacnetce  e*7f^ii  ibn  demi  conjugué  CO  ^ 
&  les  ihterminces  AP^x-^V  M^y  ^^  AD^ty  cD^s. 

Cela,  pofë ,  les  triangles  femblafefcs  CB  E  ^AP  F  ^don-- 
oerooc  i?f  »ill,  AF  m  I>Gmml^.  Par  conféqueiic 
dans^  FHyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofces  {/g.  jo* 
&  91.  y  on  aura  CG«'-ï-4ri  ^  G  M  oix  G  2/ ^y 
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V  mm  m  ^^  , 

,    terrxx^Xêmrtsx       ^^    ,    egeexx^t^fcmsx    ^^t  mM-t-^rxf 

^^\-  amfT'^j^    ■  .  ■■   ■         ■    ■■     M  y  €«  ncCCtflât 

^*       mmzs^mmtf  mmit 

pour.  *1I  .fa  *  valeur-^.    Et  comparant  enfembie  ce»  »^rf.  «i. 
deux  valeurs  ck  t?  iW^ <»  fbriMew  i'^attion jrjK-h  ^> 

,^^rv^^^>^^^-^^fr^x->*^^^^^^^^r^i^>  dans  1». 

Àuelle  mettant  à  !a  place  de  nnfu-^cee  fa  valeurcr f  r  (  il 

hiot  imaginer  l'Hyperbole  conjagnëe<jQipaffe*parrex-  »^rr.  134; 

tremité  B,  (  lorfque  CS  eft  la  moitié  d^ïti  fécond  diamètre) 

tirée  de  ce  que^ C£* ^C^'' (^e^tt).  E£'^[nn)  :'.*Art.  81. 

Tk  iu),  co*  lc£)^  oû  aura  càiic^ci yy^^l^y^^^ry  ^>°^* 

'j. il  X X — ■*''""^*""  ;e «<^ ,  <îui  convient  à  roui  U% 

joints  4e  la  Seftion,  lorfque  tes  points  v^,  A,  tombent 
de  part  iL  d'autre  du  diamètre  c  O ,  &  que  le  point  d'm.. 
terteâioa  P  combe  encre  les  points  ^,  k. 

Maintenant  fi  Von  fait  dans  cette  ëqtiatteaj=iff ,  ou 

aura  (  «n  efikçanc  tt)us  les  termes  où/  fè  Rencontre  )  —  xx 

'■  *jîiii5iiiî:xo-tf ,  d*où  l'on  tiré  x=»lZlIilZlîll!ll 

mt^R\  puifque/'Jl/</)  devenant  auUe  ou  zéro, il  eft 
dair  q«c  ui  P  {»<)  devient  ^R.  Donc  ^P^kPJL 
(i:!^i:*l^^rLl^M^xx).MP^f^r\y¥-i'*'^y<^iryy 

V _*'**        .  *  ** 

il  CJB*  {mm).  CO*  ic€).  Car  m«lt4pliaut  les  extrêmes  êc 
ies  mo^^ens  de  cette  pr<^rtion ,  on  retrouve  l'équation 
précédente.  Or  comme  lesdemi-diametres  CO^CS,  demeo* 
rent  toujours  les  mêmes  eaa  quelque  endroit  de  la  Sedion 
que  tombent  leurs  parallèles  MN ^^  R  i  il  s'enfuit  &c. 
le  ne  mets  point  ici  en  particulier  le  calcul  pour  rEUipfe» 

O  ij 
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parce  qu'il  ne  difière  de  celui  de  l'Hyperbole  qu'en  qttel-. 
ques  lignes. 

COKOLLAIKB     I. 

F I  «.  91,  1^5.  s  *i  L  y  a  deux  lignes  droites  MN^^R^  termî. 
nées  par  une  Seâion  Conique  y  lefquelles  fe  rencontrent 
en  un  point  P  3  &  qu'on  mené  par  tout  où  Ton  voudra 
deux  autres  droites  F  G ,  H  D,  jparalleles  aux  deux  pre- 
mières ,  &  terminées  auiB  par  la  Seâion ,  lefquelles  (c 
rencontrent  en  un  point. j^^:  il  eft  clair  que  MP  *tP  2f. 
^PhPR:  :FQ^QG.  B^  QJ>.  Car  \t%  deux  droites 
AR^  BB^  étant  parallèles  entr'elles,  feront  parallèles 
â  la  même  droite  c  z  donnée  de  pofition  i  comme  auffi  \t& 
deux  droites  MN^  J'G ,  à  la  même  droite  Cl^ donnée  pa- 
reillement de  pofition. 

C0110LLA1R.B    IL 

166,  S  *i  L  y  a  deux  parallèles  AR^  5Z) , terminées 
par  une  Se<5Hon  Conique,  lefquelles  rencontrent  aux  points 
£,^une  ligne  droite  FG  terminée  par  la  mêmeSedionj 
je  dis  que  FE x BG.  AB^ERn F^ QG.  £^, Q^D. 
Car  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  MN 
tombe  fur  J'G.il  ^ft  clair  que  les  redangles  MPnp  2T^ 
A  P  *  P  R  t  f^e'vkaQcat-FE  *  BG,  ^ E  H  ER. 

C0KOLLAIK.B     III.    POUB.    LB    Ce&CLB. 

F 10. 9j.  l6y.  Çj  N  peut  tirer  de  ce  Théorème  la  propriété 

du  Cercle ,  qui  eft  fi  connue  de  tous  l*es  Géomètres  j  fça- 
voir  que  fi  par  un  point  quelconque  P  pris  au  dedans  00 
au  dehors  d'un  cercle ,  on  mené  autant  de  lignes  qu'on 
voudra  ARtMJf^HZyUc.  terminées  par  la  circonfé- 
rence, les redangles  AP«PR^  MPip N^HPnPZ, 
&c.  feront  tous  égaux  entr'eux.v  Car  menant  les  demi- 
diametres  C  5 ,  c  o ,  CD,  &c.  parallèles  à  ces  lignes ,  il  eft 
clair  par  le  Théorème ,  que  tous  reftangles  feront  entr'- 
eux ,  comme  les  quarrés  dé  ces  demùdiametres  ou  rayons, 
lefquels  par  la  propriété  effentiellc  du  cercle  font  tous 
égaux  entr'eux. 
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Corollaire  IV.  Pour  la  Parabole. 

168.  S'i  L  y  a  une  ligne  droite  M7T  terminée  par  F 10.  54. 
une  Parabole ,  &  qu'on  mené  par  un  des  points  quel- 
conques ^  de  la  Parabole  un  diamètre  A  F  qui  ren^ 
contre  cette  ligne  au  point  F  :  je  dis  que  le  reâangle 
MI^FN^^ égal  au redangle  de  ^-F  par  le  paramètre 

Ci^  du  diamètre  CG^  oui  paflè  par  le  milieu  de  MN. 
Car  conceva^nt  dans  le  Théorème  que  A  P  tombe  fur 

v^-F,  il  eft  clair  que  la  ligne  PF^^,x)  devient  nulle 
ou  zéro ,  &  qu'ainfi- =a^.  C'eft  pourquoi  effaçant  dans 
l'équation  à  la  Parabole  j'^-i-ilij'-l-ir^-i-— xj* 
j^tHx^^ilxsBMû ,  tous  les  termes  ou  -iè  rencontre ^ 

ml»  m 

on  en  formera  celle.cij^/  ^  iry^^^xzszo.  Or  ^F 
•- — ,  C  ff—/ ,  &  iV/ -F  «  JFiVa-)'/^- 1  ry.  Donc  &c. 

IW 

Ce  n  eft  que  pour  faire  voir  la  généralité  du  Théo* 
rême ,  que  j'en  déduis  cette  propriété  5  car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifément  fans  y  avoir  recours  ,  en  cet* 

te  forte.  GM^^GCHCHy^D\o\xGF*=DCHCH^ 

&  partant  G  M  ^  G  F^  oxxMFHFNçmGCmmDCnCH 
^uéFnCH. 

Corollaire  V.  Pour  la  Parabole. 

169.  De-la  il  eft  évident, 

i\  Que  s'il  y  a  deux  droites  M  JV»  E  L ,  terminées 
par  une  Parabole  ,  &  parallèles  entr'ellcs  5  &  qu'on 
mené  par  deux  points  quelconques  ^ ,  £ ,  de  cette  Pa-^ 
rabole ,  deux  diamètres  ^  F  ^  B  P  t  qui  rencontrent  ces 
lignes  aux  points  F  ^  P  \  \\  td  évident  ,  dis-je ,  que 
MF  H  FI/.  EPh  PZ::^F.  BP.  Car  le  diamètre  C G 
qui  paiïe  par  le  milieu  de  MN^  paiTe  auâî  par  le  milieu 

O  iij 
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àe  £  I  )  &  par  coofequenc  le  redangle   E  P  H  F L^m 
^P  H  Cif ,  de  même  que  Af  J' xF Ntjm^F  hCH. 

1®-  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  M  2^  terminée  par 
wie  Parâl>ok  ,&  qai  rencontre  deux  de  Tes  diamètres  A  f^ 

5  JC^  aux  points  F^KioskAwz  MFhFJ^.  MJChKFT 
11^  F.  S  K.. 

5^.  Que  s'il  y  a  deux  Jignes  droites  M  Ny£L  ^ternoi. 
néss  par  nae  Parabole,  &  parallèles  eotr'elles^  qui  retw 
cQKrent  un  de  fes  diaiDttres  qoekonqun  S  f  aux  points 

Co  KOLLAi&E  VI.  Pour  la  Parabole. 

17^'  O  E-L  A  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Parabole  qui  paiie  par  trois  points  donnes  ^  ^  M^  N ,  hL 
dont  les  diamètres  ^  F^CG^  foient  parallèles  à  une  ligne 
droite  donnée  de  pofîtion  y  8c  démontrer  qu!il  ne  peut  y 
en  avoir  qu'une  feule. 

Car  ayant  mène  une  ligne  M  N  qui  joigne  deux  des^ 
points  donnés  ÎM ,  AT  j  on  tirera  par  le  troiâéme  ^  ua 
diamètre  A  F  parallèle  â  la  ligne  donnée  de  pofîtion^ 

6  qui  rencontre  la  ligne  il^iV  au  point  F  ^  &  par  le 
point  de  milieu <?  de  3f  iV  une  parallèle  GCiAf.    On 

?era  enfuite  MF  h  FN.MG  h  ON.  ou  o  m^  ..  AF.  GC. 

Et  ayant  pris  G  tî  troifiéme  proportionnelle  k€G  ^G  M^ 

»  Art.  zp.  on  décrira  *  du  paramètre  C  K  ,  &  d\i  diamètre  C  G 

&  jo.        dont  l'origine  eft  en  C ,  une  Parabole  dont  les  ordonnées 

foient  parallèles  â  MJ^  \  elle  ittisfera  â  la  queftion. 
"^Am 7*  &      Car  1^.  Elle  paffera'*  par  les  points  M,N  -j  pui(que  par 
5^'  la  conftruaion  CH  x  CG  —  o  JM*  ou  g1v\    !<>.  Elle  paf. 

fera  par  le  point  A  ipuifque  MO  hGH.MFh  FN  :  ;  CG- 
F  A.  3^  Les  diamètres  A  F  ^€<S^  feront  parallèles  à  la 
drodte  donnée  de  pofitioa. 

Comme  la  Parabole  qui  iatisfatc  au  Problème  ^  a  ne- 
ceflairement  pour  diamètre  la  ligne  C  G ,  qui  a  pour  ori- 
gine le  point  Cyic  pour  paramètre  la  ligne  déterminée 
C  /f  5  il  s'eniuic  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  (qu'une  feule». 
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CoROLLAiRB  VIL  Pour  laPaaaïoli. 

17^*  S  'i  L  y  *  deux  dioifes  ^jK,  il4:jv„tcrminéei  Pic.  SB, 
par  uo€  Parabole  ,  lefquelles  krcncomseatea  un  point   .  .  *     *« 
/>  j  &  qu'ayant  fait  AP'^.PR.  MP  a  P  2/ :t  'jfpTpV't 
on  tire  la  ligne  ^  J"  :  je  dis  que  cette  ligne  fera  un  dia^ 
mètre.    Car  ayant  mené  les  tangentes  CB^eB^  parai, 
leles  aux  droites  MN-^AR^  &  par  Le  poinc  t«uctkaot 
C  le  diamètre  CG  qui  rencontre  EJB  prolongjce  .en  iCj 
oaaura  E£  ou  K  B  -BÇ  ::  A P  n  P  Jt.  MP  ^P  T/g 
^P*.int\  &  par  confequeat  KB.  CB  ::  ^P.  BJF» 
Les  triangles  KBCy  AP  P  feront  donc  Semblables ,  & 
kura  côtes  ^P ^  KCy  parallèles  entr'eax  r  dToà  il  fiiit 
^ne  la  ligne  ^Fc^ie  trouve  aind  patalleie  au  diamètre 
CG ,  fera  ua  diameire  }  puisque  dans  la  Parabolt  *  «ous  ♦/></:  -  t 
les  dianaeures  fôsc  parallèles  eocr'eux.  9*  7* 

CoiioLLAiB.fi  VIII.  Pour  la  Parasole, 

172.  t/Ntire  du  Corollaire  pwcédent  une  manière 
de  dccrixe  une  Parabole  qui  pafle  par  qjuacce  poipti  doa- 
nésA,MyR,2^. 

Car  ayant  joint  ces  quatre  points  par  deux  droites 
uéR,  MN ^  qpi  s'entrecoupent  en  un  point  P  >  &  fait 

^P^PR^MP^PNii'Âp\TF*i0ikt»inhi\ipt6^p^ 
^cottdjécrira»  une  Parabole  qui  paflè  par  le^  trois  points  *Art,  170. 
^ ,  M  y.  Nt  ic  doai  les  diameues  jfomt  parallèles  il» 
Jagtte  ^F.  Elle  fera  «elle  qu'on  deraandt  ^  car  félon  le 
Tbeorâme  k  lignée' F  doit  rencontrer  cette  Paraboic 
«ft  un  poinr  -g ,  tel  q*e  .^  P  >*  P  Jî.  JWP  j<  P  AT  ;^  "J^*: 
on  X  ^*.  Ji  C  :  :  ./d  P*.  FF*.  ,        - 

Si  l'on  eut  pris  le  poinc  j  de  l'autre  côté  du.  point  P,  F  x  0.  qc; 
o&auroit  décrit  une  autre  Parabole  qui  auroit  encore 
paflfé:  par  les  quatre  potaxs  donnés.    Mais  Ton  dote  Kenacu 
<juei!  que  lorfqu'un  de  ces  points  p  tombe  fur  l'un  de* 
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points  donnés  M  ou  i\r ,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  Pa- 
rabole qui  fatisfaiïe  $  &  que  iorfaue  cous  les  deux  com. 
bent  fur  les  points  M  jN^  il  n'y  en  peut  avoir  aucune: 
puifqu'alors  le  diamètre  •^i^  de  fa  parabole  pafferoit 
^ Art.  10.  par  deux  de  ks  points,  ce  que  Ton  a  démontré  *  être 
impoifible. 

COROLLAIRE     IX. 

Pour  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  opposi'es; 

TiQ.96.ff7l  '73  S  *i  L  y  a  une  ligne  droite  M  2/  terminée  par 
une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperbofes  oppofées  ^  laquel- 
le rencontre  une  alymptote  CJ?  au  point  i2^&  qui  foit 
parallèle  â  une  ligne  donnée  de  poficion  ^  U  qu'on  cire 
par  un  point  quelconque  ^  de  la  Seâion  une  droite 
u4P  parallelle  à  cette  afymptote  ,  &  qui  rencontre  au 
point  F  la  ligne  M  J^:  je  dis  que  le  rcdangle  MP  ^  PN 
Icra  toujours  au  redangle  1^  P^  P^S^  raiibn  donnée^ 
en  quelque  endroit  de  la  Seâion  que  tombent  les  àxd^ 
tthMN.AP. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  (yfg.  90.  91.)  que 
Je  demi-diametre  CB  devienne  une  afymptote ,  il  efl: 

»  jirt.  101.  clair  *  qu'alors  les  trois  côtés  du  triangle  CBE  deviennent 
chacun  infini.  Oeft  pourquoi  menant  {fig.  96.  97.  )  par 
Textremité  K  du  diamètre  Z  K  qui  paflTe  par  le  milieu 
de  MN^  une  parallèle  KS,i  MN ^  qui  rencontre  Ta- 
iyroptote  C B  en  5,  on  formera  un  triangle  CKS  donc 
tous  les  côtés  feront  finis ,  &  qui  fera  femblable  au  trian* 

fAn.iii.  gleC5£  j  &partantonaura  C K{t).  KS  cmi^CO  {c) 
::  C £{€}.£ JB  {ny  Ce  qui  donne  ^^«««r.  SiTonmctâ 
la  place  de  ce  fa  valeur  nt  dans  Téquation  i  THyperbo- 

que  l'on  a  trouvée  dans  le  Théorème ,  oa  ea  formera 
celle-ci  vj'^r-^wz  ry^iiJlïiJll' x«.<»  ouyy-i-i::;» 

^  1  rj^  «.illi^il^x.  Or  en  prolongeant  ^  D ,  s'il  eft  n^ 

cdîaire^ 
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ceffaire  ,  juiqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'afyroptori?  C^ 
en  if  ,  les  triangles  femblables  CKS^  CUH  ^  don. 

neront  CK  {t),  KS[c)'.:  CD  {s).  DHtzm-.  Et  par. 
une  ^H  o\x  P ^^ll^iâl.  Ou  aura  donc  MP  i<i  PN 
(yy^UiS^y^i  ry  >  r^  /»  s^  PqT-JIZIIIx):'.  B  B{n), 

199  ^  t 

C£  {f»}:i  K  S.  es.    Puifqu'ctt  multipliant  les  extrêmes 

&  les  moyens  on  retrouve  Téquatiot)  précédente.   Or  les 

%nes  KS^CSy  demeurent  toujours  les  mêmes  en  quel-     ,      '    ": 

que  endroit  de  la  Sedion  q«e  tomfcent  les  droites  MIsTy 

,A  P  i  parce  que  te  diamètre  L  k  qui  pafTe  par  le  milieu 

de  M  N^  pauè  aoffi  *  par  le  milieu  de  iroutes  les  parallèles  *  An.  i^fr 

à  MN  terrhinëes  -par  la  Seâion,  en  quèlq^ue  endroit  q^a*- 

elles  (è  rencontrent.    ]>onc^&£. 

On  peut  démontrer  ce jCbrollaire  immédïarement,  &  F  i  «»  96». . 
{ans  avoir  recours  au  Théorème ,  en  cette  forte.   Soient      # 
les  données  CJK'=aA,  KS  ou  COzatc  ^  CS=m^  &  les 
indéterminées  CZ)sas.J  ,  ^  D  oaD/«rr,  ^  Pm^rx, 
P  M=ty.   Les  triangles  fcmblables  C  ^  a:  ,  ^  />  i? ,  ;don- 
nent  PFzb»^^^E  ou,  DG=«15j  Et  partant  G  M  ovl 

G  We-y  -J-iif — r ,  CG^!Z-^ s^  Or  à  ca-ufe  àt:s  triant 
gles  femblables  CK  s ,  CD  H  y  CG^on  aura  CK  {t), 
KS  (c).::GD   (j).  Dlf  =  1-*  ::   CG('*^s).   G  3 

^Lî-j-lf.    Et  partant  MSj^^JT  ou  G^— gU' 

ou  DH  — .D7*——— rrjd'bù  l'on  tire  (en  eâ&çant  de 
part  &  d'autre î^*—rr,  &  tran/J)orànt  d'une  parc  tous 
les  termes  où  y-  fe  rencontre  ),  cewe  équation  //-+-  ^:^^^ 
^try^lSllf  \  i***^*,  laquelle  étant  réduite  en  pr»por~^ 
/ tion j.donne MP x  PN (jy -+- ~^—  xrj/).iAF  n  F q^ 
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Ç^^irx)  ::  KS  [c).  CS  (m).    Ce  qu'il faUoH  lôL 

montrer. 

La  dëmonftration  cft  la  même  pour  \ts  Hypcrbolcc 
oppofçcs  â  quelques  fîgoes  près* 

C  O  ILO^LL  A  I  RE.     X*„ 
POUJL  l'HyPEUBOLE  ou  JLES  HyPHLBOXES  Oi>POSE'€S« 

jj^  ^  j  '  174*  I L  fuit  du  CorolUirc  préccdeni:. 
^  *  ^  *  i^.  Que  s'il  y  adeuK  droites  parallèles  eiiutr'elies  MN^ 
H  G,  terminées  par  une  Hyperbole  on  par  <ies  Hyper- 
boles oppoices^  &  qui  rencontreoc  «me  afymptote  C% 
^ux  points  Q^I  s^  qu'on  mené  par  deux  pomts  quel, 
conques  ^^JB,  de  h  Seâion  deux  parallèles  ^P,  bD^ 
il'afymptote  CS.j  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points 
P,X):les  rçdangles  jMP«P:V,  zvî/P«P^fefo»ten. 
tr'eux , comme  les  reftangles  HD^DG^iBD^DJ,^ 
partant  on  aura  MP^PN.  HD^DG::  AP^PQ. 

z°.  Que  s*il  y  a  deux  droites  parallèles  encr^eiles  MN^ 
JFf  exterminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles  c^poiees  ^  &  qui  rencoofirent  une  aTympt^e  €^ 
aux  points  J^/}&  qu'on  mené  par  un  point  quelcon- 
que A  de  la  bedion,  une  parallèle  ^0  i  CS^  qui  ren* 
contre  ces  lignes  aux  points  jP,  o  :  on  aura  ^en  conc^ 
¥a»t  dans  le  cas  précédent  que  JBV  tombe  fur  ^  P  )  cet- 
te  proportion  ^  MP  ^  P  N.  HO  ^  OG  ::  ^P  n  9 (K 
AO^OImAP.  PO.^iÇç^P^i^OI. 

3^-  Qiî^  ^**^  y  ^  ^^^  ^^%^^  droite  H  G  terminée  par 
one  HyperboJe  ou  par  des  Hyperboles  oppofçcs  ^  fie  cfA 
rencontre  une  afymptote  cS  en  /  ^  &  qu'on  mené  par 
deux  points  quelconques  de  la  Sedion  ^A  ^  B  ^  deux  pa- 
rallèles AO  ^£  D  yi  es  y  qm  rencontrent  cette  ligne 
^ux  points  OyD  :  on  aura  HO^OG.  HD^Dg  ti 
jiO^OI.  BV^Dl.  Cela  eft  encore  vttc  futte^u  pre- 
mier cas ,  en  concevant  que  la  ligne  M2/  tombe  fur  H  G. 
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Dis  Tuois  SEctioN»  CawiQj7B».      nf 
COROLLAIRE     XL 

Ï75*  S  ï  l'on  cofîçoi»  qu*uine  ligne  droite  jÇDijuircn.  Vig.  jju 
contre  uneSedion  Conique  en  deux  poin«s  i^,D»ie  roeiù 
ve  parallekmeût  à  elle  même  }u(qu'à  ce  qu'elle  rafe  la. 
•  Sedion ,  c*ell  à^  dire  ,  jufquU  ce  qu'elle  devienne  la  tan*' 
genre 'Z  5  :  il  eft  clair  que  les  deux  pomts  d'mterfedioa 
B  ^D^k  reunifflent  alors  au  point  toujchant  Z  y,&  qu'ain- 
û  on  peut  confidcrer  un  point  toucta^nt  comme  deux  ' 

E^oints  d'inceriedion  qui  tombent  Tun  fur  l'autre.    Or  ce- 
b  pofé,  on  voit  naître  dts  Corollaires  r,  x,  5,  10,  plu^ 
fieurs  cafs  dont  voici  les  principaux. 

l^  S*il  y  a  deux  tangentes  KSy  ZS^  qui  fe  rencon-r 
trent  en  un  point  5,  &  deux. autres  droites  M?T ^^R^ 

{»aralJeles  i  ces  tangentes  &  terminées  par  la  Stiâion ,. 
efquelles  fe  rencontrent  en  un  point  p  y  je  dis  que* 

MPk  PN.  APhPK  :  :  Ks".  lY,  Ceci  a  été  démontré 
dans  le  Théorème  à  l^égard  de  la  Parabole  :  mais  pour 
hs  autres  Seâ^ons  ,  concevant  dans  le  premier  Cor ollaf-- 
»  que  i^  G  tombe  fur  la  tangente  KS^  &  if  i)  fuf  Z  5  ; 
il  eft  clair  que  Jes  deux  points^  d'ince#(e^©n  F  yG  ^  fe 
réunifient  au  point  touchant  K ,  comme  auffi  les  deux- 
fi  ^  i> ,  au  point  touchant  X  5  &  qu'ainfi  les  rcâar>g4es 

^Û^^  (19  >  ^^^  OP  »  deviennent  les  quarrés^  K  i;  .  l  6*. 

2^  Si  dans  une  Ellipfe  ou  dans  des  Hyperboles  oppo- 

fces,  Ton  mené  une  tangente  T'JT  parallèle  iiC  «S,  &  qui 

rencontre  5Z  au  point  ^,  on  prouvera  comme  dans  le 

nombre  précédent, que  MP  >^P2sr.  AP  ^  PRiiT^  •  ' 

Zlrl    D'où  il  fuit  que  K^\  LiTi  :  T^\  Z^\  Et  K  5*. 
SZ  :  '•  7^-^.  ZJT.    C'eft  i  dire ,  que  &  deux,  tangentes  [wu 
ralieles  K  SyTJf\  rencontrent  une  troifiéme  raingenter 
XS  aux  points  5,  ^,on  aura  K&.  ZS  u:  TJC^LJC.  ou^ 
KS^TXiiZS  ZJ^. 

5^.  Si  dans  une  Ellipfe,  dans  une  Hyperbdç  oir  danî> 
cîcs  Hyperboles  ôppoîëes^  il  y  a  deux  tangentes  KS^r 
Z^y  qui  fa  Bencanrrent  en  un  point  S  y  &  qu'on  mener 

È  if; 
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<lciMC  dcmi-diamecrcs  c  r^  CZ  parallèles  à  ces  tangen. 
ces  }  je  dis  quels  ieront  entr'elles  comme  ces  deux  de- 
midiametrcs.    Car  félon  le  Théorème  CÎr.   Cz*  \z 

MP  -kPN.^P^PR:  ITs  •zT,  félon  le  nombre  prc- 
rfuier.  Et  par  conféquent  CY.cZiiKS.LS. 

4*.  S*il  y  a  deux  droites  ^R^  FG^  terminées  par  une 
Seâion  Conique ,  lesquelles  rencontrent  deux  tangentes 
/c/, XO,  qui  leur  foient  parallèles,  aux  points/,  O  ^  je  dis 

que  FO  H  OG.  Lo"  :  :  k7\  •///  k  JR.  Ce  qui  eft  évident 
en  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  £D  de- 
vient la  tangente  LOi  &c  M N^h  tangente  Kf* 

5°.  S'il  y  a  deux  parallèles  ^R^  £D^  terminées  par 
une  Sedion  Conique  ,  lefquelles  rencontrent  une  tan- 
gente KH  auK  points  /,  H  î  fe  disque  KJ  •  ^IH  /R:i 

'kh\  £H  h  HD,  ou  'ki\  KH^  ::^In  IR.  BH  ^  HD. 
Ce  qui  ^ft  une  fuite  du  fécond  Corfillaire  y  en  concevant 
que  la  ligne  F  G  tombe  fur  la  tangente  K  H. 

6^  Si  Ton  fuppofe  dans  le  nombre  précédent  que  la  Sec 
tion  Conique  foit  «ne  Hyperbole  ,  &  que  la  tangente 
HK  en  foit  une  afymptote  5  les  redangles  S  H^  HD^ 
^ Ix  JR  deviendront  égaux  enti^eux.  Car  le  point too. 
*jiri.  108.  chant  K  fera  *  alors  infiniment  éloigné  des  points  H^  /j 
&  par  conféquent  les  droites  infinies  H  K^I  K  ^  qui  ne 
différent  enrr*elles  que  d'une  grandeur  finie  // /,  doi- 
vent être  regardées  comme  égales.  Ceci  a  déjà  été  dé- 
nciontré  dans  Tarticle  57.  &  on  ne  le  répète  ici  que  pour 
fervir  de  preuve  â  ce  que  l'on  vient  de  dire  ,  &  pour 
faire  voir  qu'on  arrive  fouvent  aux  mêmes  vérités  par 
drs  routes  bien  différentes. 

7^  S'il  y  a  deux  tangentes  KS^  Z5,  qui  fe  rencoiu 
tr^nt  en  un  point  S  y  avec  une  ligne  droite  AR  termi- 
née  parla  Sedion  ,  parajlcle  â  Tune  d'elles  LS^ic  qui 

rencontre  Tautre  ^.f  en  un  point  /  5  je  dis  que  Kl . 

^J^IRi: les  , L s\  Cela  cft  vifible  en  concevant 
dans  le  fécond  Corollaire  que  les  lignes  FG^  J3 D,  tom- 
bent fur  \çs  tangentes  K  S  ^LS^ 
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:S«.  S'il  y  a  dans  uneElIipfe  ou  dans  les  Hyperboles  oppo 
Iccs  deux  tangentes  parallèles  Kl ^TV ^  qui  rencontrent 
41UX  points  /,  K,  une  ligne  A  R  terminée  par  la  Sedion  aux 

points  A,  ^3  je  dii  Que  îcj\  AI^  IR  :  ;  TV'^.  RV^y^. 
Cela  fuit  encore  du  fécond  Corollaire  en  imaginant  que  le& 
parallèles  MN^  F  G ,  tombent  fur  les  tangentes  T  ^,  KL 

5^.  S'il  y  a  dans  une  Parabole  deux  parallèles  MN^  Fie.  94, 
C  H  y  dont  Tune  foit  tangente  en  C,  &  l'autre  foit  ter- 
«ninëe  par  la  Parabole  ^  &  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  ^^B^  de  la  Sedion ,  deux  diamètres  ^F^ 
^O  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points  J^^  o  :  il  eft 
clair  en  concevant  dans  les  deux  premiers  nombres  du 
Corollaire  ûxiéaie  que  E L  tombe  fur  la  tangente  CH  ^^ 

t".  Que  MF  H  FN.  cô*i:^F.  BO.  i^  Que  fi  l'on  pro. 
longe  FA  jufqu^â  et  quelle  rencontre  la  tangente  CH 

en  Q^on  zuïz  M  F  >^  FJV.Q^::  AF.AQ^ 

lo^  S'il  y  a  deux  parallèles  ^-AT^^r,  dont  l'une^r  Fjg.  98; 
touche  une  Hyperbole  en  a:  &  rencontre  une  de  iês 
afyraptotes  en  5 ,  &  l'autre  M  N  tik  terminée  par  Tune 
ou  par  l'autre  des  Hyperboles  oppofées  ^  &  rencontre  la 
même  afymptote  en  Qj^  &  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  ^,  -B ,  de  la  SeÂioh  ,  deux  parallèles  APy 
ifr,  à  l'afymptote  C5,lefquelles  rencontrent  ces  lignes 
aux  points  J',  Tl  on  aura  (  en  concevant  dans  les  trois  nom* 
fcres  du  Corollaire  dixième ,  que  la  fccante  G  H  tombe 

fur, la  tangente  R  T)  i^  Le  redangîe  MP  x  P2f.  ^T*  :: 
,^P  H  PQ^BThTS,  2*.  En  prolongeant  P^  jufqu'à  ce        . 
qu'elle  rencontré  KT  en  R  ,  le  redangle  MP  h  F K. 

ITr  :  :  A  P.  A  Rx  3^.  Le  quarrc  K  T.  KJL  ::Br>^  TS.  ; 
A  R^RS. 

n^.  S'il  y  a  dans  les  Hyperboles  oppofëes  deux  tan-' 
gentes  parallèles  KR^ZF  'y(\m  rencontrent  une  afymp-' 
cote  C-y  aux  points  5,  j^j  &  qu'on  mené  par  deux  points 
•quelconques  ^,  ^^  de  la  Seâion,  deux  parallèles  AR, 
^J'draiymptote  CS  leiquelles  rencontrent  ces  tangentes 

P  iij 
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ajux^  points  Jt>  JF:  on  aura  (en  concevaoe  dans  les  deux 
premi€r^iHU>lïll>res  du  Corollaire  dixième  ^  que  les  deux 
Sécantes  M  NyG  H^  tombent  fur  les  deux  tangentes  KM^ 

j^F)  i^  Le  quarrc  kT  .  Lh^-.  u4  i>K  M&.£  S  >\  JP IT. 

x^.  Lcquarrc  KR.LE^^r.AR.AE. 

PHOPOSITiON    XIV- 

Problème. 

F I  «.  9^         lj6.  X/ft'C  1.1  H  £  en/  ESipfê  tm  deux  Hypêriples  âpf9%. 

M0.&  iei«  0es  autour  dun  faralUlûyramnu  dmni  F  G  H  K  ,  ^  dom 
lHun  de /h  diamètres  A  ^faralleU  aux  deux  cbtez,  F  K ,  G  H^ 
fm  à  fm  Cûvjuguê  lyE^en  la  rai  fan  donnée  de  m^Àïh 

Ayant  naenc  les  lignes  j41}^DEj  qui  coupent  par  le- 
noilicu   les   côtés  oppofés  du   parallélogramme  donné 

^Art.  i^fi.  FGH  K  ^Hqîï  claix;  *  qu'elles  feront  iur  deux  diamètres 
conjugues  de  la  Sedion  qu*on  demande  ^&  qu*ainfî  leur 
point  d'interfedion  en  fera  le  centre  j  puifque  felon  Tune 
des  conditions  du  Problème^  les  parallèles  FG,  K H^ 
doivent  êfre  terminées  par  la  Seâdon  ,  auffi  bien  que  les 
deux  autres  parallèles  FKy  GH.  Or  cela  pofé ,  fi  l'on, 
prend  A  B  ,  DE  ^  pour  ces  deux^  diamètres  conjugués,  & 
qu'on  nomme  (les  points  Z,  O^  coupant  en' deux  parties 
égales  les  lignes  FG^KHy)  les  données  C£  ou  C0>  ^j. 
S  F  ou  o  AT,  ^.  &  l'inconnue  CA  ou  CJï,f  jon  aura* 

^Arti  4u  ]•;  Lorfque  "^la  SeAion  eft  uneEllipfè ,  BL  n^ZA  (  tt-^^a), 

^if'  LF^{à6)  w  AB\15^  ::  mm.nn.    Et  partant  tt^s^ad 

'^Art.  tu  •+■  îï^ .  1°.  Lorfque  *  la  Se<J^on  doit  être  deux  Hyper. 

bolesQppofees^CZ.  Zt^CA  {aa^tt).LF  (&l)::A£. 
De   ;:  mm.  nn  ^  ce  qui  donne  tt,^^  ^ ^  ^^^oq  tt 

^'^Jlit.^^a  }  %avois  U^aa^^  lorfqoc  U  liguer 

•  ^  j5  eft  un  premier  diamètre  »  &  //^"""**   Vj^  lojfj 

^.  c'e(tunièj:o«d».   D-loùJ'on  tire  la  conftrudioa  fi»* 
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Tâote  qae  je  diflingue  «n  trois  dificrecs  cas. 

Premier  cas.    Lorfque  la  Sedion  eft  une  Ellipfe  j  foie 
fait  un  triangle  redangle  î^S  T  dont  i'un   des  côtés 

sr^CL  ,  &  rautrç  5K=*  Z  LF  .U  foit  décrit  du 

demi- diamètre  c^w^tTV^  qui  foie  à  fon  d&ni-xonju- 
gué  CD^  comme  m  eft  à«j  une  Ellipfe  :  Je  dis  qu'elle 
utisferaau  Problême.  Car  1°.  Le  diamètre  ^ B  parai, 
le  aux  côtés  jFiC,GH,eft  à  fon  conjugué  D£^  en  la 
raifon  donnée  de  w  à  iï.    2°.  A  caufe  du  triangle  TS  V 

reàangle  en  f  ,  le  qoarj-c  TP^  ou  C^    {tt)xJTli 

««!1^:  c^ft  pourquoi  Twi  aura  ^X%<Z^  (2^)- 

i  J?  (^i)  ::w».  nmt  ^  ^  .  DE  .  D'oà  Ton  vo4c  que 
ZF  éi  une  ordonôiœ  au  idiamecre  «*4  iS..j  fc  qu'aiufî  la 
Seâion  paife  par  lepomt  f.  On  jpriiovena  jde  même  que 
la  Seâion  paiera  >par  les  points  O  ^  H  \  K  ^  puifque 
C  L^^L  F<=^0  K^O  M ybL\<^iJQ^i:  L,  ' 
Second  casi    Lorfqoe  k  Scâion  doit  être  deux  Hyper. 

boley  pppofécs ,  &  que  C  £  eft  pltis  grande  que  "1 LF^, 

ifoit  fprnac  un  triangle ^^fi^Tcdaogle' en  S  ^  àoxA  Tun 

<ics  côtés  SV^Zlf ^9i  rhypothcnaiè  VT^CL^ 

&  foient  décrites  du  premier  demi  diamètre  c\AstaTS^ 
«qui  ïbit  a  foû  (Jeim-  eoW)ugi*é  C  D  ^  «om*me  1»  eflfi  n ,  deux 
Hypeî4k>le6  oppôfées.^     .1;       ; 
^    Tru&^e^c^u^.  ^  Xôrfique  k  Sediôo  ^doit  ècre  deu^x  My£  " 
pierM^-  o^i^es  y  Hc-  que    C  L    eSt  plus  petite  que 

^  Lfion  formera  un  triangle  TS  V  redangle  efl  2"xtofit 
4*«a  des  éôtés  rSop.  ex ,  &  Thypochenufe -S^-^rix  Fx 

On  décrira  enfuite  du  fécond  demi- diamètre  C Ats^TV^ 
qui  fôit  à  fon  demi*  conjugué  CT>^  comme  rnéi  a  n ,  deux 
Hyperboles  oppofëes. 

La  démonâration  de  ces  deux  derniers  '  cas  eft  i^xsk- 
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blable  à  celle  du  premier  y  mais  il  faut  remarquer  qocr 
brfque  CLz=m^ZJF ,  le  Problème  eft  irapoffible. 

C  a  JL  o  L  £  A  I  R  £    I; 

177*  O'O  M  MB  la  ponrioa  dés  deux  diamètres  com 
jugués  u4 £  ^  D E  ^  ck  déterminée,  auffiT)ien  que  leur 
grandeur  i.  puifque  félon  les  conditions  du  Problême  ils 
doivent  couper  par  le  milieu,  les  côtés  oppofésdu  parai- 
Iflogramme,  &  qu'on  ne  trouve  pour  lê  demi. diamètre: 
C^  ou  CJS  qu'une  feule  valeur  r  il  s'eniûit  qull  ne  peuft 
j  avoir  qu'une  feule  Seâioa  qui;  fatisfafle« 

Co  ILOLL  Al  HE     lE 

.  178'.  JL/ E- LA  on.  voit  commenr  on  peut*  décrire  une 
Seâion  Conique  autour  d'un  parallélogramme  donné 
JFGHK^iLqui  pafTe  par  on  point  donné  Au 
.  Car  ayant  mené,  les  deux  diamètres  conjugués  ^  3^. 
Di?.,  qui  coupent  par  le  milieu  Ics^  côtés  oppofcs  da 
parallélogramme  ^  ficdu  point  donné  Jlf>  l'ordonnée: 
il/ P  aa  diamètre  ^  JB^  laquelle  rencontre  les  côtés  op^ 
pofés  FKy  Gif  ,  aux  points  Jt  ^ ^ &  la  Sedion  (que  je 
fuppofe  décrite)- au  point  iVTj  il  eflx:fair  que  /^;?^a«P  Af; 
&  qu'ainfi  RNz^^At^  puifque  P  RtmxJ?  ^  Le  reâan^ 
gle  -Riwr»  iwrx^fera  donc  égal  au  reûangle  RM^  RN. 

^Art. i4^  Or*IR n.R K.  MR ^RN.qja RM^M^^ZTb. DÊ*1 
Et  par  tonfequent  la  raifon  du  diamètre  ^M"  parallèle 
aux  côtés  FK\, <}Hyif9ti  c6n/uguc  Z) £ ».eft  donnée  5 
puifque.  les  re<^ng|es  IR  ^Rk  ^.R  M  ^Mi2^,  font  don- 
nés. De  plus  lar  Seâion  fera  une.  Ellipfe  ^  lor/qu'entre 
les  deux  ordonnées  M  P  ^  ko  ^  au  diamètre  AB  ,  qui 
tombent,  du  même  côté  du  centte  C,  celle  qni  efl  là  pkis 
proche  du  centre  eft  plus  grande  que  la  plus  éloignée  5. 
&  au  contraire  deux  hyperboles  bppofées ,  lorfqu'elle. 
èfl  plus  petite.  D'où  l'on  voir  que  cette  queflion  fe  re- 
quit au  Problême  précédent.. 

/  Soi 
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Si  le  point  donné  M  comboic  fur  Tun  des  côtés  du 
parallélogramme  ,  prolongé  à  difcrétion  -,  il  ^ft  clair 
que  ce  Problème  leroit  alors  impoflible  ,  puifque  ce 
côté  rencontreroit  la  Section  en  trois  difFerens  points  3  ce 
qui  ne  peut  ♦  être.  *'-^^^  HP- 

Corollaire    HT 

^79*  JD  E-L  A^  oa  tire  encore  la  manière  de  décrire 
une  Seâion  Conique ,  qui  ait  pour  diamètre  une  ligne 
\A  B  donnée  de  pofîtion  ,  pour  centre,  le  point  donné  C, 
&  pour  deux  ordonnées  â  ce  diamètre  les  droites  M  P^ 
KO. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  AB  la  partie  CL 
4gale  iCO  ^hi  mené  L  F  parallèle  &  égale  à  oic  5  il  eft 
clair  qu'elle  fera  *-  une  ordonnée  au  diamètre  AB^in  *^Art.^j.ff 
qVainfî  prolongeant  KO  en  H,ic  FJLcn  G ,  en  forte  ^S*^  "8. 
que  OffaaO  AT  ^  &  ZG=-X  ^,  les  droites  égales  &  pa- 
rallèles KH  ^  FG ^  feront* deux  doubles  ordonnées  au  *-^'^. HV 
diamètre  AB,    D'où  Ton  voit  que  la  Sedion  doit  être  * 

décrite  autour  du  parallélogramme  FGH K ^èc  paflTer 
par  le  point  donné  ;il  yce  q^i  /e  fera,  par  le  moyen  du 
Corollaire  précédent* 

Comme  cette  queflion  fe^  réduira  ceHe  da  Corollaire 
précédent  >  qui  fe  réduit  au  Problême  ^  ic  que  félon  le 
Corollaire  premier ,  on  ne  peut  trouver  qu'une  feule  Sec- 
tion qui  y  latisfaâfe  :  il  s'enfuit  de  même  qu'on  ne  peut 
.  décrire  qu'une,  feule  Seâion  qui  remplilTe  les.  conditions» 
de  ce  dernier  Corollaire. 

PROPOSITION    XV. 

Problème..  .->»        * 

180-  I^e'crirb  une  Se&ion  Càniqste  qui  faj[fe  far  ^  i  g.   foz* 
ànq  points  donnés  F,  M  ,  K ,  G ,  N  j  &  démontrer  quil  n'y  &  10^. 
m.  fwt  avoir  qu^une  feule. 
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Ayant  joint  quatre  des  points  donnes  par  deux  lignet 
droites  FGy  Ai  N^  qui  fe  rencontrent  au  point  H,  om 
mènera  par  le  cinquiem^^  point  donne  A  -ëeux  drokes 
a:  D ,  iC  H ,  parai  leles  aux  droites  i-  G^  -W  iV ,  &  qui  les 
rencontrent  aux  points  E ,  j^    On  prendra  fur  ces  dcujt 
lignes  prolongées ,  s*il  elV  neccffiiire^  les  points  D^M^ 
tels  que  MR^  RN.  GR^RF.-.  ME^EN,  KE^  ED.  Ec 
F  R^RCr.MR^RN  ::SQ^^  QG.  Hd^QK.  en  obfer. 
vant  que  le*  points  AT,  Z),  ou  a:,  H^  doi?ei^  tomber 
•de  part  &  d'autre  du  point  de  rencontce  fi,  ou  j^,  lorf- 
que  les  points  M  ^  N^  ou  F  ^G  ^  totmbefit  aiiifi  de  patt 
6c  d'autre  de  ce  même  point  ^  &  au  contraire*    Oo  noe^ 
nera  ensuite  par  les  points  de  milieu  de^  parallèles  D  K^ 
FGy  &  MK,  K  H ^  leî<  droites  X/,  v^-ff  ,qui  s^entrc- 

^Art.éj^.  coupent  au  point  C.  On  décrira  enfin  ^  la  Sedion  Co- 
nique qui  a  pour  diamètre  la  ligne  j4  B  donnée  de  pofi. 
tien ,  pour  centre  le  point  donne  C  ^  &  pour  ordonnées 
ies  deuk  droites  M  I\  KO.  je  dis  qu*elle  iatisfera  au 
Froblême,  &  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  celle-là. 

*^Art.  i6€.  Car  les  deux  points  DyH^  feront  *  à  la  Sedion  qui 
pafle  par  les  cinq  points  donnes  F ^  M^  K^G ^N r^iii 

^ Art.\it6.  ainfî  les  lignes  LI^  A3 ^  en  feront  "^  deux  diamètres, 

^^47*  ^^^  ^^  détermineront  par  confequent  ie  centre  par  lew 
point  d'interfeâion  C.  Il  eil  donc  évident  que  la  Se^îion 
Conique  qui  pafîe  par  les  cinq  pomts  donnés,  doit  avoir 
néceâairement  pour  diamètre  la  ligne  A  à  donnée  de 
:  pofition  ^  poar  centre  le  point  C  ,  &  pour  ordonnées  au 
iidametre  AB  les  droites  MP^  KO.  Or  comme  û  n'y  a 
qu'une  feule  Seâion  Conique  cfxi  puiff?  remplir  ces  cou- 
#  <litions ,  il  s'enfuit  que  ce  fera  celle  qu'on  denumde ,  8c 
^u'il  ne  peut  y  avoir  que  ceIIe.U« 

S*il  arrive  que  les  diamètres  ^ B ^  LI ,  foient  parai- 

♦  Art.  i^j.  leles  entr'eux  î  la  Sedioo  iei a  alors  *  une  Parabole  qu'oa 
décrira  par  Tarticle  170. 
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De  la  comfaraijbn  des  Seéfiom  Coniques  entr*^ 
elles  y^  C?  de  leurs  Segmens.^  ^ 

L  E  M  ME     L 

loi.  J)  1  la  différence  de  deux  quantités  diminue  cominueL 
lèment^  en  forte  quelle  devienne  enfin  moindre  qu'aucune  y an^^ 
ieur  donnée  \  je  dis  que  Âam  cet  état ,  ces  deux  quantités  fe^ 
font  éyile^. 

Car  fi  elles  ne  récoienr  pas ,  on  pourroit  affigner  entrî- 
elles  quelque  différence  5  ce  qui  eft  contre  l'h y gochefe. 

Lbmme    il 

l8i.  S- 1  ht  raifm  de  deux  quantités  efi  teïïè  que  tantes 
cèdent  demeurant  toujours  le  même  ^fa  différence  avec  fin  con^ 
fiquent  diminue  continuellement ,  enfirte  qu'elle  devienne  enfin 
moindre  qu'aucune  candeur  donnée  j  je  dis  que  dans  cet  état  ^. 
ces  deux  quantités  firont  égales. 

Car  par  le  Lemme  •^  précédent ,  Tancecedent  fera  égal  ^jtrt.  i8|r. 
à  fon  confeqaent  5  Ôc  ainfî-  les  quantités  dont  ils  expri- 
ment le  rapport ,  feront  égales. 

L  £  M  M  £      I  I  L 

183,  3^1  t^ànfuppofi  fur  me  lime  courhe  quelconque  ABG  F 1  ^^i^j^ 
fmarclAl\  infiniment  petit ,  c'efi  â  dir^ ,  moindre  qu'aucune  , 
»  Candeur  donnée  j^  qu'on  imagine  par  les  extrémités  de  cet  arc 
les  ordonnées  M  P ,  N  (^,  à  l'axe  ou  diamètre  AC^avec  les^ 
faraUeles  M R ,  N S ,  ^  n?  diamètre:  je  dis  que  les  faraBelo. 
prammes  P  Q^R  M  ,  P  QN  S  ,  peuvent  ètrf  pris  chacun  pour 
Refpace  P  <5.N  M  renfermé  entre  les  ordonnées  P  M ,  Qjv| ,  la 
petite  droite  VQ^ejt  le  petit  arc  de  la  courbe  M  N^ 

Tous  les  poitits  d'une   ligne  courbe  ou  s^cloignénc 
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continuellement  de  plus  en  plus  de  Ton  diamètre ,  ou 
bien  s*en  approchent  continuellement  de  plus  en  plus  ^ 
ou  enfin  cette  ligne  courbe  efl:  compofëe  ^e  pUiHeurs 

f)ortions ,  dont  les  unes  s'éloignent  de  plus  tn  plus^& 
çû  autres  s'approchent  de  plus  en  plus  de  (on  diamètre. 
Car  il  eft  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  portion 
dans  une  ligne  courbe ,  dont  tous  les  points  foient  éga- 
lement éloigne*  de  fon  diamètre  j  puifqu*alors  cette  por- 
tion ne  feroit  plus  courbe ,  mais  une  ligne  droite  paraU 
leje  i  ce  diamètre. 

Suppofons  1^.  Que  J'arc  M2^  foie  fur  une  cour^ 
hc  yi  M  B  dont  tous  les  points  s^éloignént  de  plus  en 
plus  de  ion  diamètre  ^  C.  Si  Ton  prend  du  cote  du 
point  N  Tare  MO  d'une  grandeur  finie  ,  &  qu'ayant 
ftommée  l'ordonnée  O  F  parallèle  à  MF  ^on  tire  les  droi- 
tes o  D  y  M  E  ^  parallèles  au  diamètre  .^  C  ^  il  eft  clair 
^ue  Tefpace  Curviligne  P  FO  M  fera  plus  grand  que  le 
parallélogramme  inicrît  P  F  £  M  ^  Îl  moindre  que  le 
parallélogramme  circonfcrit  P FOD.  Or  fi  l^on  ima- 
gine  que  le  point  0  fe  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le 
point  M  ,il  eft  vifible  que  le  paralielogramme -M  £-02) 
qui  eft  la  différence  des  parallélogrammes  inscrits  &  cir- 
confcrits  a  Tare  OM ,  diminuera  concinuelleinent  jufqu'â 
ce  qu'enfîa  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  l'inftant  que  le 
point  O  parvient  en  M.  D'où  il  fuit  que  lorfque  le  point 
O  eft  arrivé  en  JV'jC'eft  â  dire,  infiniment  pr-ès  àt  M  ^ 
le  parallélogramme  MEÔD ,  qui  devient  MRNS ^  fera 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée.  Il  eft  donc  évi* 
•^r/.  iSc  dent  félon  le  Lemme  *  premier^  que  les  parai Iclogranu 
mes  P  Q^R  M  ^  P  ^J^S  ,  deviennent  alors  égaux  cntr^ 
eux  I  &  par  conféquent  auflî  égaux  chacun  i  l'efpace 
curviligne  P  £J^  N.    Donc  &c. 

Suppofons  i^.  Que  le  petit  arc  M  2^  foit  fur  une 
courbe  JS MO  dont  tous  les  points  approchent  de  plus 
çn  plus  de  ceux  de  foo  diamètre  C  G.  Il  eft  vifible  que 
la  démonftration  demeure  la  même  que  pour  le  premier 
cas  j  en  obf(?rvant  fimplement  que  le  parallçlx>gtjimAiè 
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(circonfcric  P  Q^^  S  devient  infcrit  en  ce  cas- ci. 

Suppofons  3°.  Qu'une  ligne  courbe  telle  que  ^  BG^ 
(oit  compofée  de  plufieurs  portions  dont  les  unes,  corn- 
me  >^J5,  s'éloignent  de  plus  en  plus  du  diamètre  ^Gy 
&  les  autres  au  contraii-e  ,  comme  B  G ,  s'en  approchent 
de  plus  en  plus.  Je  dis  que  les  points ,  comme  B^  qui  fcpa- 
ccnt  ces  portions ,  ne  peuvent  tomber  fur  les  arcs  M  Ni 
<ZT  fi  cela  étoit  le  point  B  feroit  plus  près  du  point  ilf  que 
«l'ëft  le  point  N  ^  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Il  eft 
<lonc  évident  que  ce  dernier  cas  ell  neceâairement  ren- 
&rmé  dans  Tun  ou  dans  Tautre  des  deux  premiers. 

Corollaire'  L 

184. 13  E  L  A  il  fuit  que  fi  Ton  mené  par  tout  où  l'on 
voudra  une  ordonnée  C S  parallèle  à  j?il/,  &  qu'on 
imagine  que  la  portion  de  courbe  ^  B  foit  divifée  en 
une  multitude  infinie  d'arcs  infiniment  petits-,  tels  que 
MNj  l'efpace  ^  c  B  renfermé  par  les  droites  ^  C  ^c  B^ 
&  par  kl  portion  de  courbe  ^ B^  fera  égal  â  la  fomme 
de  tous  les  parallélogrammes  tels  que  P Qji  M  ou 
PQJ^S,  Il  s'enfuit  de  même  que  l'efpace  MB  CB  ren* 
fermé  par  \qs  droites  M  P ^  P  C^  CB ^  &  par  la  portion 
de  courbe  MB9  fera  égal  à  la  fomme  dé  tout  ce  qu'il  y 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  }  &  de 
4iiême  xlans  xoute  l'étendue  de  la  courbe  u4BG. 

Corollaire    IL 

185,  S 'i  L  y  a  une  figure  quelconque  Cil/DÔC  ren*  Fig.  iqj; 
fermée  entre  deux  parallèles  CE,DF^  6l  qu'on  imagine 
par  tout  où  l'on  voudra  entre  ces  parallèles  deux  droi- 
tes MO  ^  NL^  infiniment  proches  l'une  de  l'autre  ,  & 
<]ui  leur  foient  auâi  parallèles  ^  je  dis  que  l'efpace 
OMNZ  qu'elles  couperont  dans  la  figure  CM  DOC  y  fe- 
ra égal  au  reâangle  d'une  d'elles ,  comme  de  M  o ,  par 
kur  diflance  MJi-  ou  0  S.    Car  menant  la  perpendicu^» 
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laire  ^.^  fur  les^  parallèles  C£,  DjF,  latjuelle  rcncoih- 
tre  les  parallèles  Ai O ,  NZ,  aux  points  P,  ^  il  cft  clair 
^jirf.  i8j.  par  le  Lemme  *  que  Tefpace  PMNQ^^iï  cgai  au  rcdan- 
gle  PM.R^&c  refpace  POZ ^u  redangle  FOS Q^^^ 
&  par  con(èquent  que  l'cfpace  0  MNZ  eft  égal  au  rccp. 
tanglc  O  MtLS  ou  O  -W»  -P  i^ 

CoHOLLAlltE     rili 

l86. 1  L  fuit  du  Goroliaire  précédent  ,  que.  s'il  y  a: 
deux,  figures  quelconques  CMDOC  y  EGI^H E  rtn. 
fermées  entre  deux  parallèles  C£,  DJF,&  qui  foient 
telles  qu'ayant  mené  entre  ces  parallèles  par  tout  ou. 
Ton  voudra  une  ligne  M  H,  parallèle  aux   droites  C  E^ 
D  F  5  les  parties  M  O  /G  Hv  de  cette  ligne  comprifes. 
dans  les   figures  CMDO  C,  £  G  F  H  £  ^  foient  toù- 
jours  entr*elles  en  raifon  donnée  :  il  fuit,  dis^jç ,  que  ces. 
deux  figures  (j'entends  les  efpaces  qu'elles  compren- 
nent)  font  auffi  entr'elles  en  raifon  donnée.    Carimagiw 
nant  une  autre  parallèle  N  K  infiniment  proche  de  M  H^, 
&  tirant  une  perpendiculaire  ^B  fur  les  parallèles  C£, 
DP, laquelle  rencontre  les  parallèles  MH^  NK ^zux. 
"^Art.  i85*  points  Py  Qj  il  eft  clair  par  le  Corollaire  *  précédent  que 
rcfpace  OMNZtH  égal  au  redangle  O  M  "^^Q^  &  de 
même  qne  l'efpacc   G  H  K I  cà  égal   au    rcàangle^ 
G  H  ^P  Q^  Ces  deux  efpaces  feront  donc  entr'eux  com* 
me  Af  O  eft  â  G/J  $  &  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  qu'on  mené  la  drdte  M  H  /\\  s'enfuit 
que  la  fomme  de  tous  les  petits  efpaces  MNZQ^  c'elb 
a  dire,  l'efpace  CM  DOC  fera  à  la  fomme  de  tous  les^ 
petits  efpaces  GHKI^  c'eft  à  dire ,  â  l'efpace  £  G  FHEy^ 
en  là  raifon  donnée. 

On  prouvera  de  même  que  la  partie  MDO  de  ki  figure 
CM  DOCyCd  encore  â  la  partie  correfpondante  G  F  fi- 
ât Tautre  %ure  £  G  /// £  »  en  la  raifon  donnée  ;  comme- 
^uffi  les  parties  reftantes  CMO ,  s  G  Ft. 

il  eft  vifible  que  fi  la  raifon  donnée  cft  celle  d'égalité  ^ 
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vc'cft  à 'dire ,  que  fi  les  parties  MO  ^G  H  ^ét  la  droite 
M  H  ,  font  toujours  égales  entr'elles  j  les  efpaces 
CMDOC^EGFH£^&c  leurs  parties  côrre/pondanres 
M  DO ,  OFH  ^^CMO^  EGH ,  teront  égales  entr'clles. 

L  £  M  M  B     I  y. 

^7*  o  if  on  jkppofe  far  une  ligne  courbe  quelconque  un  arc  Fie.  \o6. 
^infiniment petit  MN  î  &  qu^an  imagine  les  tangentes  MT,  NT, 
f »/  fe  rencontrent  au  point  T ,  la  foàtendame  MN  ^  é"  la 
^drèite  N  S  perpendiculaire  far  M  T  prolongée  :  je  dis  quon  peut 
prendre  pour  J^arc  M  N  jafaàtendanie  MN ^ou lajomme des 
deux  tangentes  MT  ^NT  ^  ou  enfin  la  droite  M  S, 

Toute  ligne  courbe  eft  néceilàirement  ou  toujours 
concave  vers  un  certain  endroit  ^  ou  compofée  de  plu- 
^eurs  portions  <Iont  les  unes  étant  concaves  vers  une 
certaine  part ,  les  autres  le  font  vefs  le  côté  oppofé.  Or 
4es  points  qui  feparent  ces  portions ^  ne  peuvent  point  fe  ^Jln.  i8j. 
trouver  fur  les  arcs  infinintent  petits  M  N  :  puifqu'ils  &-»•}> 
roient  plus  pès  du  point  M  que  n'eft  le  point  iV  ^  ce 
^ui  eft  contre  la  fuppofition.  On  peut  donc  toujours 
fuppofer  que  Tare  M  K  fait  partie  d'une  courbe  ou  por- 
tion de  courbe  qui  eft  toujours  concave  vers  un  certain 
côté. 

Maintenant  fi  Ton  prend  fur  la  courbe  du  coté  du 

Î^oint  S  y  Tare  MO  d'une  grandeur  finie,  &  Qu'on  tire 
a  foûtendante  O  M  y  la  tangente  O  G  ^  &  la  parallèle  0  D 
ÀKS^HeOt  clair  i^.  A  caufe  du  triangle  M  DO  reâanglç 
«n  D ,  que  la  tangente  MD  eft  n(K)indre  qiue  h  fourendao- 
te  MOjii  à  plus  forte  raifon  moindre  que  l'arc  M  NO  s  d« 
forte  que  Parc  Af  iV(9  &  fa  foûtendante  MO  font  plus 
grands  chacun  que  AdrD,&  chacun  moindre  que  la  fomme 
des  deux  ungenees  MC,  OG.  i\h  caufe  de  la  concavité 
<Jc  Tare  MNÛ  vers  le  juêine  côté  ,  fi  Ton  mené  par  ua 
point  quelconque  N  de  Tare  M  O  une  tangente  TR^ 
les  points  7^,  il ,  où  elle  rencontre  les  tangentes  M  (r  ^ 
O  G  ^  feroK  fituez  entre  les  points  */M  ,  G ,  &  o  ,  G  j  ainû 
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l'angle  OG  D ,  qui  èft  externe  au  triangle  TGR,  eft  plu»^ 

grand  que  l'angle  il/' G  ou  NT  S. 

Ceci  fuppofc,  fi  l'on  niene  les  droites  M  E.^M  f ,  pa- 
rallèles aux  tangentes  o  G,  NT,  6c  qui  rencontrent  lav 
droite  D  a  aux  points  £ ,  f  i  &  qu'on  imagine  que  le  point 
O  fe  meuve  fuivanc  la  courbe  vers  le  pomt  iW:  il  eft  vifible- 
que  l'angle  OGD,  ou  foftégal  £MD,  diminuera  continuel- 
lement jufqu'à  ce  qu'il-  s'evanoUiffe  dans  l'inftant  que  le 
point  O  parvient  en  M  j  puifqu'alors  1»  tangente  o  G  fe 
confond  avec  lâr  tangente  MD  :  d'où  il  foie  que  la  ligne: 
M  E  diminue  continuellement ,  julqu'i  ce  qu'enfin  elle  de- 
vienne égale  i  MD  daascet  inftanc.    Donc  lorfquc  le. 
point  o  eft  arrivi  en  JV,  c'eft  à  dire, infiniment  près  da 
point  M ,  la  ligne  ME,  alors  en  A/  /",  ne  fera  pour  lors, 
diflfèrentede  la  tangente  MD,  que  d'une  grandeur  moin- 
*^rt.  iSi,  dre  qu'aucune  donnée  j  &  par  conféquent  ♦  les  lignes 
TN ,  rs,  donc  elles-  expriment  le  rapport ,  feront  égales^ 
entr'elles.   Les  deux  tangentes  Af  r,ritf,prife$enfennble, 
feront  donc  égales  à  la  droite  M  S,  comme  auffi  à  l'arc 
M  N  ,6c  à  la,  foûtendante  M  N.    Ce  qu'il  fallait  démontrer, 

CaHOLLAIRE      L 

i88.  Puisque  l'angle  FMDyoa  fon  égal  NTS,  eft 
infiniment  petit  dans  la  iuppofition  que  le  point  N,  foie 
infiniment  près  da  point  M ,  il  s'enfuie  que  dans  le  trian- 
glie  MTN,  l'angle  interne  HMT,,  qui  eft  nooindre  que 
l'extérieur  HTS»  fera  auflj  infiniment  petit ,  c'eft  à  dire, 
moindre  qu'aucun  angle  donné  }  ôc  qu'ainfi  on  ne  pour- 
ra mener  par  le  point  M  aucune  ligne  droite  qui  combe 
dans  l'angle  TM  N:  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  lignes 
MT,  N  M  ,{c  confondent  entr'elles,  &  qu'ainfi  on  peut 
regarder  une  tangente  comme  une  ligne  droite  qui  pafle 
par  deux-  points  d!une  ligne  courbe,  infiniment  proches, 
l'un  de  l'autre. 


Gq&ol. 
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189*  01  Ton  imagine  qu'une  ligne  courbe  quelcoft. 
que  foie  divifée  en  une  mulirude  inhnie  d'arcs  infiniment 
petits  tels  que  JW  2\r  j  il  eft  clair  qu'en  prenant  au  lieu  de      ^ 
ces  arcs  leurs  foûtendantes  ^  on  verra  naître  un  Polygo- 
ne  d-une  infinité  de  côtés,  chacun  infiniment  petit ,  que 
L*on  pourra  prendre  pour  la  ligpe  courbe  :  puifqu*ellc*  »^ 
D'en  diflferera  ep  aucune  manière.     De  plus  ks  petits       ^^'  ^^5^- 
côtés  de  ce  Polygone  étant  prolongés  de  part  &  d'au- 
tre, feront  les  tangentes  de  cette  courbe  5  puifqu*ils  paC 
fent  chacun  par  deux,  de  Ces  points  infiniment  proches 
i:un  de  l'autre. 

R  E  MA  R  qjj  Bi 

190*  O  N  doit  faire  ici  attention  que  lïdéeou  no^ 
tion  qu'on  a  donnée  des  tangentes  des  Sedions  Coniques, 
ne  convient  qu'aux  lignes  courbes,  qui  font  toujours  con- 
caves dans  toute  leur  étendue  vers  te  même  côté ,  co«- 
me  font  *  ces  Serions  :  au  lieu  que  cette,  dernière  notion  »  ^r>  i6i. 
eft  générale  pour  toutes  fortes  de  lignes  courbes.  Auffi  61. 11^ 
eft-ce  elle  qpi  fert  de  fondement  à  la  méthode  des  tan- 
gentes que  j'ai  expliquées,  dans  mon  Livre  des  Infiniment 
ptiis  ,  &  que  j'ofe  aiïûrer  être  la  plus  fimple.&  la  plus 
générale  qu'on  puifle  fouhaiter.  On  en  verra  un  foible 
échantillon  à  la  fin  de  ce  Livre*. 

D  e' F  I  N  I  T  I  o  K  5.V 

^^ 

Deux  fegmens  de  lignes. courbés  quelconques^^!),  p^G.  107^. 
hi^d^  font  appelles  Semblables  y  jorfqy'ayant  infcrit  dans  ior.*io^.>* 
Tun  d'eux^  une  figure  rediligne  quelconque  B  M  NOD\ 
00  peut  toûjows  infcrire  dans  l'autre  une  figure  redili^ 
gue  femblablè^»»^^ 

Deux  Seâibns  Coniques  font  appellées  Semblables  ^:. 
lôrfqu^ayant  pris  dans  Tune  d^elles  un  fegment  quelcon-- 
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xjue  B^B^  on  peut  toujours  afligaer  dans  Tautrc  un  fêg- 
ment  ïemblable  bad. 

3. 
On  appelle  diamètres  Semblables  AP ^^p^  dans  dif- 
férentes Sedions  Coniques ,  ceux  qui  font  avec  leurs  or- 
^lonnées  P M^pm^  les  mêmes  angles ^P M^apnu 

Ce  HOLLAIRE. 

I^l-  Plus  chacun  des  côtes  SM^  M  JV^  &c. Bm^ 
7nn,  &c.  devient  petit  j  plus  leur  nombre  augmente  ^  & 

flus  auflî  les  figures  redilignes  femblables  S MN  OD^ 
mnod^  approchent  des  fegmens  £  ^  D ,  bad,  aufquels 
elles  font  mfcrites  5  de  forte  <ju*elle3  leur  deviennent  en- 
^jirt.  xS9«  fin  égales^  lorfque  chacun  des  côtés  eft  infiniment  petit, 
&  que  leur  nombre  par  confcquent  yctt  infini.  D'oïl  ii 
iùjt  que  les  fegmens  femblables  Bj4J)^bad^  font  en- 
tKeux  comme  les  quarrés  de  leurs  foûtendances  B  Dybd^ 
qui  font  des  côtés  homologues  5  &  les  portions  des  cour* 
:bes  B  ^D.bad'^  comme  ces  foûtendantes. 

l>^RO  POSITION    1. 

Theoccmc* 

f  i.c.  107.  ^9^'  Soient  deux  Paraboles  A  M ,  ain ,  ^/  ayent 
deux  diamètres  femhUbles  A  L  ,  a  L ,  fituès  fur  la  même  dr^U 
te ,  en  forte  que  leurs  ordonnées  P  M  /p  m ,  /oient  faraUeUs  er^ 
truelles  5  ^foit  marque  Jitr  cette  droite  au  dedans  des  Par^bom 
les  un  f  oint  fixe  L,,  tel  que  L  A  [oit. h  L  a ,  comme  le  paramc^ 
tre  AQ  du  diamètre  AL  de  la  Parabole  A  M ,  r/î?  auparami^ 
tre  a^  du  diamètre  z  h  de  la  Parabole  a  m.  Je  dis  que  fi  Pa% 
mené  du  point  fixe  h  h  un  point  quelconque  IK  delà  Parabole 
A  M  ,  une  ligne  droite  !L  M  5  elle  rencontrera  Poutre  Parabole 
a  m  en  un  point  m  tel  que  L  M.  L  m  :::  L  A.  L  a. 

Ayant  mené  Tordonnée  M  P  ^U  nomme  les  données 
LA  ^a-^  La^b'^AG  ^pifîL  les  indéterminées  ^P  ^x^ 
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De  I^A  COMPARAISON  SES  SsCTIOlfS   CoNlC£i    I}9 

Or  fî  Ton  prend  fur  le  diamètre  ^i  de  la  Parabole  ^;w, 
la  partie  ^/«»— ,  &  qu'on  niene  Tordonnée  fm  j  il  eft 

clair  *  que  ^i^^fa  ^ ^g{-~)^^'~  en   mettant  "^Art.i^ér 

foxxtfx *  fa  valeur j^>^  j  &  qu'ainfi  fmms^J. .    Donc  P M  ^ikid., 

{jf).fm(^^)::L:P  (a^x).Lf  (^  — ~).    Ec  par  coik 

fcquent  la  ligne  ZJVf  paflera  par  le  point  m  extremitc 
de  l'ordonnée /^ m,  c'ett  a  dir^ ,  qu'elle  coupera  la  Para- 
bole 4  m  en  ce  point.  Donc  à  caufe  des  triangles  fembla»^ 
blés  LPM^  Lpm^  on  aura  L  M.  Lm  ::  PM{y).  fm^ 

i^2\  :  :  L^  {a).  La  (6).    Ce  qu'il  fallait  démontrer.^ 

CORaLLAIKE       L  I 

197'  Si  l^on  prend  dans  la^^  Parabole  ^Af  un  feg^ 
ment  quelconque  S  AD  \hL  qu'ayant  mené  les  droites 
L  B  ^  LB  qui  rencoftcrenc  l'autre   Parabole  a  m  aux 
points  ^ ,  ^^  on  tire  la foutendante  bd\\t  dis  que  le  iè^ 
ment  ^4  ^ de  la  Parabole  ^iv^  eft  £?mblable  au  {egment 
£«ytf2)  de  la  Parabole  ^  M^    Car  ayant  infcrtt  dans  Je; 
fègment    B  A  B    une    îfîgure    rcdiïigne    quelconqoe. 
£ MNOD  ,  il  eft  clair  que  fî  Ton  mené  les  droites 
X  iVf ,  i  W ,  i  o  ,  qui  rencontrent  l'autre  Parabole  aux 
points  m ,  0,  1^  ^  les  triangles  LBM^  Lbm  i  L  M  Il\„ 
Ztnni  lIt(^,Lno'yZOD,LûdyL£D\,Zid,  tetom 
ièmblables  j  &  qui'ainfî  les  côtés  S  M^  imi  M  it^mny, 
j«o,«^  i  Q2),#^^ -ffi5>^^5fe«>nt  fKirallcles,&  toA- 
}ours  en  même  raifixi   chacun  a  (on  correfpaodanr  ). 
puifque  toutes  les  droites  L.£^  L  ML^  L  Nu,  LO  ^  IB  ^. 
tont  coupées  en  même  raifon  aux  points  b  ytn  ^.n^a^JL 
D'où  Ton  voit  que  les  figures  redilignes  B  MNOB^, 
hmnod^ioxM  femblaWes.    Or  comme  il  eft  évident  que^ 
cette  démonftration  fubfifte  toujours ,  telle  que  poifle' 
itte  la. figure teûiligneinicrirc  dans  le  ferment  BAB^^^ 

Kij. 
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D^/;  ,^     il  s'enfuit  que  les  fegmens  B^D^  bad^^  font  fembla** 
,2jJ  *     blés  >  &  par  conféquent  *  que  les  Paraboles  vrf^w ,  ^«i^ 
^*    le  font  auffi. 

COHOLXAIRB      II. 

194*  D  E-L-^  ïl  eft  jcvident  que  fi  Pon  mené  parle 
point  L  une  double  ordonnée  £J^  dans. la  Parabole  ../f^ 
laquelle  rencontre  l'autre  Parabole  a  m  aux  points  e  ^f^ 
les  fegmens  £>tfJ^,^<^/5 des  deux  Paraboles  ^M^am^ 
feront  femblables  entr'eux. 

COROLLAIHB      III. 

1^5*  Toutes  les  Paraboles  font  femblables  e». 
;tr'elles  j  car  (î  Ton  prend  fur  deux  diamètres  femblables 
de  deux  différentes  Paraboles ,  les  parties  At^^aL^c^x^ 
Soient  entr'elles  comme  les  paramètres  ^  G ,  ^g  j  &  fi  Toa 
conçoit  que  le  diamètre  La  foit  fitué  fur  le  diamètre 
LAi  en  forte ^que  les  points  X  ,  X,  tonibent  Tiin  fur 
l'autre  ;&  que  leurs  ordonnées  P  M^  pm^  foient  panfU 
kles  entr'elles  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point  fixe 
X  à  un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  AM ^  une 
ligne  droite  LJlf  5  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Pa- 
rabole ^m  eo  un  pointT»  tel  que  LM,  Lm  ::  LA.  La^ 
^^rMjj^  Donc*ôCç. 

CoROLXAIflE     IV. 

19^*  JL/  E-L  A  il  fuit  que  fi  Ton  prend  fur  deux  dit. 
mètres  femblables  de  deux  diiFerentes  Paraboles  ,  les 
parties  AL ,  ^X  ,  qui  foient  entr'elles  comme  les  para^ 
mètres  de  ces  diamètres  ,  &  qu**on  tire  par  les  points 
fs^L^lts  doubles  ordonnées  EF  ^tf\  les  fegmens  E  A  F, 
^af^  des  deux  ^Paraboles  AM ^am^  feront  femblables 
Cntrfeux. 

Co ROLLAiiiE    y. 

'97*  S I  deux  fegmens  BAD  ^  bady  font  fenblables 
«Qtrleux^  &  ^ue  l'un  xl'ieux  B  A  D,^  Coit  le  fegmenc  d*xmt 
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VParabole  ;  je  dis  que  l'autre  tad  fera  le  /cgment  d  uqe 
•autre  Parabole  ^ft  qu'àind  il  n'y  a  entre  toutes  les  cour- 
^hts  imaginables  que  à^s  Paraboles  qui  puiiïent  être  fem* 
blables  i  une  Parabole  donnée.  Car  fi  Ton  place  le  petit 
fegment  bad  au  dedans  du  grand  B  AD  ^  en  forte  que 
les  foûtendantes  bd  ^  5S/foient  parallèles  \  &  qu'on 
infcrive  dans  l'un  &  Tautre  deux  figures  reétilignes  quel-  ^ 

conques  femblables  BMT^OD  ,imnod:i[çfl  clair  que  les 
côtés  homologues  BM^èm-y  MN^mn^  &c.  de  ces  deux 
figures  feront  parallèles  :  puifque  les  angles  DjSm  ^dém-y 
£M2^y  bmn'yàLc.Sotit  égaux  entr'eux.  Or  menant  Lm^ 
LN y  LOjpar  le  point  de  concours  1  àts  deux  droites 
^^^  Z?^,  qui  joignent  les  extrémités  des  foûtendantes 
parallèles  B  D  ,^^^  qui  fofat  \qs  deux  côtés  homologues 
donnés  i  ces  droites  LM  ^  12^,  LO ,  pâfferont  par  les 
points  cbrrefpondans  ;»,  «,  ^,où  elles  feront  divifées  en  ♦ 

même  raifon  que  X  B  Téft  en  ^,  ou  LD  en  d  ^  puifque 
BD.bd::  LB.LbiiBM.bmiiLM.ZmxiMN.Mnvi 
X N.Lni:  2^0.  no  II  LO.  LoxiOD.i^d. 

Maintenant  fi  l'on  mené  par  le  point  L  le  diamètre  ^* 

XA  de  la  Parabole  A  M  j  qu'on  le  divife  en  a^  en  la 
même  raffbn  que  Z  B  Teft  en  ^  ^  ou  i  2)  en  rf  j  &  qu'on 
décrive  *  du  diamètre  ^  i ,  &  du  paramètre  a  g  qui  foit  ^  An.  \6u 
au  paramètre  AGàM  diamètre  ^ i  de  la  Parabole  A My. 
comme  La  eft  à  Z^^-une  Parabole  a  m  dont  les  or- 
données  ^jvifoienr  parallèles  aux  ordonnées  T' ^  de  l'au-^ 
tre  Parabole.:  il  eft  évident  *  qu'elle  pafiera  par  tous  les  %  jtrt.  i^x% 
points^,  m^UyOy  dy  qui  d^ifent  dans  la  raifon  donnée 
de  BB  à  bd  toutes  les  droites  LB^  LMy  LJSTy  LO ,  LD.  ^. 

Or  commece  raifonnement  fubfifte  toujours  tel  que  puifle 
être  le  nombre  des  côtés  des  figures  reûilignes  fembla- 
bles ^AfiSTOD,  imnody  &  de  telle  grandeur  qu'ils  puiC^ 
ient  être  $  il  s'enfuit  que  la  Parabole  a  m  paffe  par  tout 
par  où  le  fegment  ^^^ paffe,  &  qu'ainfi-ceiçgmentenefl 
une  portion.   Ce  ^uHlfaUoii  dérmatrer. 


4ak        •  •• 
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1)4  Lit  HE   Ci  nqjjie'm^e. 

PROPOSITION     IL 
Theorcmc. 

F  le.  108.        ^98-  Soir  une  Ellipfe  ou  Hyperbole  A  M  qui  ait  pour- 
109.  un  de  [es  premiers  diamètres  la  liyne  A  H ,  ^  pour  paramètre 

de  ce  diamètre  la  ligne  AGi  S^  ayant  pris  fur  ce  diamètre 
(prolongé  dans  l^ Hyperbole)  un  point  fixe  L ,  ^  divifè  en 
même  raifon  aux  points  a^h^  fes  parties  L  A ,  LH,  Soit 
une  autre  EOipfe  ou  Hyperbole  a  m  qui  ait  pour  premier  diéU 
mètre  la  ligne  a  h ,  pour  paramètre  de  et  diamètre  la  ligne  a  g. 
qui  [oit  ^  A  G  comme  a  h  efi  A,H ,  &  dont  les  ordonnées 
p  m  foient  parallèles  aux  ordonnées  VUi  de  t autre  SeEiion 
A  M*  Je  dis  que  fi  ton  mené  du  point  fixe  Là  un  point  queL 
lonque  ÎA  de  la  Sefiion  kUi^une  ligne  droite  quelconque  L  M  j. 
*  elle  rencontrera  t autre  Section  zm  y  en  un  point  m  tel  que 

L  M.  L  m  ::  L  A.  La  :  c*efi  à  dire  que  toutes  les  droites  tirées 
du  point  fixe  L  aux  points  de  la  SoflJon  A  M^fim  diiùfées  eu 
mime  raififn  par  la  Scflion  a  m. 

//  faut  prouver  que  L  M.  L  m  :  :  L  A.  L  a. 
Ayant  mené  l'ordonnée  iV//^^&  nommé  les  donné» 
Z^^a  }  La  yb  1^4  H  y  itySc  les  indéterminées  ^/^,xî 
PM^y  5  on  aura  LA  [a).   La  (b)  ;:  ^H.   Lh  .x 

LH-^  LA  ou  AH  (1/).  Lh  -^  La  ou  ^A—itl, 

Or  fi  l'on  prend  iûr  le  diamètre  ^  A  de  la  Seâion  am  la^ 

panie  apas^tZ^  &  qu'on  m|Be  l'ordonnée/»!  j  il  eft 

U.&nS.  AG  :iah.agiiapn^ph{^^^'''^^^''*\j;n''^thl   & 
qu'ainfi^m— i2,    DoncPM  {y).pm[tZy.:LP  {a^^). 

Ip  [b^tiy.    Et  par  conséquent  la  ligne  Z  M  pa&r^ 

par  le  point  m  extrémité  de  l'ordonnée  pm^  c'eft  â  dire, 
qu'elle  coupera  la  Seâion  a  m  en  ce  point.  Donc  â  cau^ 
fe  des  triangles   femblables    LP M  ^  Lpm  ^  oa,  auraL 
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ZM.Lm  ::  PM  {y):fm{tl)::L^{a).La{b).  Ce 
^' il  falloit  démontrer. 

Co&OLLAlUE      I. 

Î99*  s  I  l*on  prend  dans  la  Sedion  j4  M  \xTi  fegment 
^elconque  £^ Dy&c  qu'ayant  mené  les  droites  L B , 
^  D ,  qui  rencontrent  Tautre  Sedion  a  m  aux  points  b^d^ 
on  tire  la  foikendante  bd\  je  dis  que  le  fegment  badà^ 
la  Sedion  am^ù,  femblable  au  fegment  ^-^  D  de  la  Sec 
«on  ^M\  &  partant  que  fi  Ton  mené  par  le  point  L  une 
•double  ordonnée  £  i^  dans  la  Sedion  ^  M ,  laquelle  ren- 
contre Tautre  Sedion  aux  points  e^f^  les  fegmens  E^F^ 
eaf^  des  deux  Eliipfes  ou  des  deux  Hyperboles  JtM^am^ 
^feront  femblables  entr*eux«    Cela  (è  prouve  de  même  que 
^oar  la  Parabole  dans  les  articles  15}.  &  194. 

Corollaire     IL 

200.  1  %uTEs  les  Eliipfes  ou  Hyperboles  ^  M  ^ 
wf  m,  qui  ont  deux  diamètres  femblables  ^H^ah^  en  mè-  ^ 
tue  raifon  avec  leurs  paramètres  AG^ag^  font  ièmbla-^ 
Wes  ennr*clles.  Car  fi  Ton  prend  les  parties  ^L^  a L,^ 
<)ui  foient  entr'elles  comme  les  dianoetres  ^  H ^ah ^  & 
«que  Ton  conçoive  que  le  diamètre  a  h  /bit  fituë  fur  le  dia- 
mètre ^ JFf ,  en  forte  que  les  points  L , I.,  tombent  l'un 
ÏQT  l'autre,  &  que  \ts  ordonnées  fm^  P  M  y  foient  pa- 
rallèles entr'elles  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point 
iîxe  JL  à  un  point  quelconque  M  de  la  Sedion  J4  M  une 
Kgne  droite  L  M ,  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Sec- 
tion am^çn  un  point  m  tel  que  Z  Af •  LmuL^A.  La. 
Donc3f;&c  "^Arui^^. 

Cor  o  Lî- A  I  RE     1 1  L 

2«I.  Jl)  fi* L  A  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  Eliipfes 
«oudeuxHypeAolcs  AM^am^  dont  deux  diamètres fem». 
niables  A  H ^éth^  foient  en  même  raifon  avec  leurs  pa^ 
jrametres  AG^ag^^^  qu'ayant  pris  \ts  parties  AL^aL^ 
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qui  fpient  entr*elles  comme  les  diamètres  jiU^ah^  on- 
tire  par  les  points  6 ,  /r ,  les  doubles  ordonnées  B  F  ^  efi 
il  eft  évident,  dis  je,  que  les  fegmens  EAF^eaf^  dc5 
deux  Serions  AM  ,a  m^ioni  fem  blables  entr'eux. 

Corollaire    \Y:. 

to2;  5  I  deux  fegmens  SAD^  bad\  font  femblablès 
entr'eux  ^  &  que  Tun  d'eux  foie  le.  fegmenc  d'une  Ellip 
fç  ou  d'une  Hyperbole  -#^-W  ,  qui  air  pour  un  de  {t%  dia- 
mètres quelconques  la  ligne  A: H  dont  le  paramètre  eft 
^G  3  Je  dis  que  l'autre  bad  fera  le  fegment  d'une  autre 
Ellipfeou  d'une  autre  Hyperbole  ^»i,  qui  aura  jpour  l'ua 
de  les  diamètres  femblables  i  A  H\  la  ligpe  ab  q«i  fera 
en  même  raifon  avec  fon  paramètre  ag^  aut  AH  avec  k 
Cen  A  G.  Car  ayant  placé  le  fegmenr^/^rf,  au  dedans 
du  fegment  JB  A  D ^çn  forte  que  la  foûtendante ^ ^  foie 
parallèle  â  la  foutendante  jBDyèL  que  les  ligjnes  Mb ,  Dd^. 
concourent  en  un^  point  L  du  dianoetre  jéSfl  (ce  qui  eft. 
toujours  poflible  )  y  &  infcrit  dans  l'un  U  l'autre  deux  £r 
gures  redilignes  quelconques  femblables  5  on  prouvera 
comme  dans  la  Parabole  article  157.  que  les  droites  Lill, 
LN^  LOy  paflferont  par  les  points  correfpondans  «r,  »^ 
Oy  où  elles  feront  diviiees  en  même  raifon  que  L.B  l'eft 
en  ^,ou  LD  en  d. 

Maintenant  fi  l'on  divife  les  parties  LA ,  LrH\  du 
diamètre  ^2f  aux  points  a^h^  en  même  raifon  que 

'^An.161. .  L  B  l'eft  en ^^ i  &  qu'on  décrive  +  du  diamètre  ah.^Arx 
paramètre  a  g  qui  foit  au  paramètre^  ^  G  du  diamètre 
AH ,  comme  La  eft  â  LA  ^ouakà  AH ,  une  Ellipic  ou 
une  Hyperbole  am ,  dans  les  ordonnées  fm  ibient  paral- 
lèles aux  ordonnées  V  M  de  Tautre  Ellipfe  ou  Hyperbo* 

^wrfrf.  198.  le  ^  >w  :  il  eft  évident  *  qu'elle  paflera  par  tous  les  points 
b^m^riyO  ^d^  qui  drvi(ent  dans  la  raiion  donnée-  à^bi 
i  BD  toutes  les  droites  LB  ^  L.M  ,  LN^  L^^  LD. 
Or  comme  ce  raifonnement  fubfifte  toujours  tel. que 
puifle  être. le. nombre. des  côtés  des  figures  rediligoes. 

femblables^ 
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feftbIaWes  BMNOD yhmnod  ^  &  de  telle  grandeur 
qu'ils  puiffentvêcrejiU'enfuit  qu€  rEilipie  ou  l'Hyperbo* 
\^  am  paffe  par  cous  les  mêmes  points  par  lefquels  pafl« 
le  fegment  /^,&  qu*ainfî  ce  fegoient  en  efl  une  portiom- 

Oe  qu*U  fallait  démontrer. 

Go  RrO  1.1.  AI  Rr.     V. 

203  •  IL  eft  donc  évident  que  fi  deux  Ellipfes  ou  deu*  • 
Hyperboles  A  M^  am^  font  fembiables,  &  qu'on  pren^ 
ne  dans  la  Sedion  ^M  un  àti^^  diamètres  quelconques  - 

^ H  yil  y  aura  toujours  dans  Tautre  Sedion  ^w  un  dia* 
mètre  ah  femblable i  A Hy  qgi  aura  avec  fon^ paramètre 
ag  la  même  raifon  que  ^  H  avec  le  fîcn  -^  G  :  &  qu*ain*. 
fi  les  diamètres  femblables  A  JFf ,  ah  ,  feront  en  même 
raifon  avec  leurs  diamètres  conjugues.    Or  comme  dans 
one  Ellipfe  ou  Hyperbole  il  ne  peut  y  avoir  *  que<leux  "^^rt.  66^- 
differens  diamètres  conjugués  qui  faflent  entr'eujc  les  mê.  <^»i*8. 
mes  angles ,  &  que  ces  diamètres  ne  différent  que  par 
leur  position,  leur  gi;andeur  demeurant  la  même  ^  il  s'en- 
fuit  que  dans  les  ËlIipfes  ou  les  Hyperboles  femblables 
tous  les  diamètres  conjugués  qui  feront  les  mêmes  angles, . 
feront  entr*eux  en  même  raifon  j  obfervant  de  prendre 
pour  les  antécédens  de  ces  deux  raifons  les  pjus  grands  * 
d€  ces  deux i diamètres  conjugués  ^  &'pour  confcqûens^^ 
lès  moindres. . 

p:roposI'Tion  iii-i 

Thcorcme* 

204-  Cyi  Von  mine  dans  une-  SeEiion  Conique  deux  paraL  F  î  6.  110/* 
ides  quelconques  B  D  ^  E F,  terminées  par  la  SeSiion  •,  ^qu^on  m* 
joigne  leurs  extrémités  par  ikux  draites,B\E ,  D  F  -y  je  dis  que 
ias  fegmem  B  M  E  B  j  D  M  F  D  ,  compris  par  des  portions  de  ' 
la  SèEtton ,  é^  parles  droites  qui  joiytem  les  extremith  dispa^-  - 
raUdes  ^[oront  égaux  entr' eux.  .  ^ 

*  ■  Sô  ' 
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Car  ayant  prolongé  les  foûtendanres  BE^DF ,  ^ystC 
x^Wi  ce  qu'elles  fe  rencontrent  en  un  point  G  ^  &  ayant 
^cnené  par  ce  point  fltpar  le  point  de  nMlieu  H  de  la  lî- 
^gne^D,.la  droite  G/f  j  il  cft  clair  qu'elle  divifera  par 
le  milieu  en  K  la  parallèle  EJiSDy  comme  au£  par 
le  milieu  en  P  un  autre  parallèle  quelconque  <?  O  à  la 
même  ligne  ^17.    Donc  la  ligne  HK  fera  un  diamètre 

^ Art.  1^6.  ♦qui  aura  pour  ordonnées  de  part  &  d'autre  les  paraJle^ 
\t%  BD^EF^U  partant  (i  Ton  mené  par  un  de  Tes  points 
quelconques  P  une  parallèle  i  ces  lignes ,  elle  ^rencontre- 

^jirta^.  ra  ^  la  Seâion  en  deux  points  M^  M  ^  également  éloigiMc 
du  point  P  j  d'où  Ton  voit  queJes  parties  MO^O  M^  de 
la  même  parallèle  MM  i  JBD ^  comprifes  dans  les  feg^ 
4nens  BMEB^  DMFD^^ont  toujours  égales  entr'cîles^ 
en  quelque  endroit  que  puifle  tomber  cette  parallèle  e»* 

^^ft.riStf.  tfe  les  lignes  JSD,  EJF.  il  eft  donc  évident*  que  ces  deox 
iègmens  (èront  égaus  entr'eux. 

Si  les  ibûtendantes  £  E^  D  F^  étoient  paraHeles  entr^L 
Jes  )  il  iaudroit  mener  par  le  point  de  milieu  H  de  la  ligne 
£  D  une  droite  HK  parallèle  â  ces  foûtendantes  ^  &  k 
xlémonftration  demeureroit  toujours  la  même. 

C O  KO X  L  A I n £     L 

T«  G.  I».  *®5*  Puis  qjy£  PM  t{k  toujours  égale  k  PM^il 
s'enfuit  I^  Que  lesTrapefes  Coniques  KH£E,KHDF^ 
font  égaux  entr'eux.  z^  { Lorfque  la  ligne  B  D  zw  lieu  de 
rfencontrer  la  Seûion  en  deux  points  la  touche  en  un  point 
^)  que  les  Trilignes  Coniques  .xr/Cf:,  ^ATf  ,font  égaux^ 
Jk  qu'ainfî  les  fegmens  AEMA  j  AFMAy  le  font  auffi^ 
puifque  le  triangle  AEF  eft  diviféendeux  parties  égales 
|>ar  le  diamètre  AK  qai  pafle  par  le  milieu  àùEF. 

COILOLJL  AIRE    II. 

f  ^*.«#.  IC^.  S  I  la  Scûion étant  une  Parabole,  une Ellipfe,«« 
une  H  yperl>ole  ,i'on  mené  par  les  extrémités  desparallcltt 
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De  la  comfahàison  dm  Sbctïons  Coni<i^  ^$9 
iH),£-F,  les  droites  SF^DE^  qui  s'entrecoupent  ent- 
ité CCS  parallèles  5  les  iêgœens]  BFD^B^  DEBÀD  ,  Te- 
rontcgau»entr*éux.  Car  les  triangles  BFD,BED^(\nv 
font  entre  les  mêmes  parallèles  B  D  yEF  y6c  qui  ont  la. 
même  bafe  BD,  font  cgaux^  entr'êu^x  j  &:  parlant  fî  Toa* 
a)oûte  d^une  part  le  -fegment  D M FD  pUis  Je  fegmenr* 
B^DB ,  &  de  irautre  BMEB  égal  au  iègment  DMFD^, 
ptlus  auffi  le  même  fegment  B^DB  j  lestouts  BFBAB , , 
DEB^D ,  Jêront  cgaux'  encr'eux* 

GoU  OL  L  A i&  £     il  h 

27^*  Ur  E-LA  onyoit  commenroopeut  conperpar  Fig#  n*^ 
un  point  donné  D  fur  une  Seâian  Conique  ^  <ieux  feg-. 
mens  DGED  yJ)FiBJ>',égMX  i:hzcun  à  un  legmenc  donné 
MEDB.  Car  ayant  tire  les  droites  BD  y  2>E ,  &  mené  B  G 
parallèle  àDjE,&£ -F  parallèle  à  BDy  lefqoeUes  ren^ 
contrent  la  Sedion  aux  points  G >  -Fi  il  eft  clair  *  en  joi-  ♦jfrMofc 
gnant  la  droite  DF^  que  le  fegment  DFBDt^  égal  au  feg- 
ment BEDB^à  caule  des  parallèles  DBj  E  F^ôcdc  me. 
me  en  joignant  DG^  que  Ic&gment  2)G£  l>  eft  égal  au 
iègment  BE  D  Aj  à'caufe  des  parallèles  B  G ,  J>E. 

Si  le  poinf  donné  tombait  fur  Tiine  des  extrémités  da-^ 
fegment  donné  que  je>  fappo(e  être  â  pseient  DG  E  D\  il 
iaudroit  mener  par  l'autre  extrémité  G  ^  une  parallèle  G  F 
jila  tangente  qui  pa(fe  par  le  point  Dy  &  tirant  par  le  point 
^  où  cette  parallèle  rencontre  la  Seâion ,  &  par  le  poinc> 
donné  I>i  la  foâtendante  DF,  il  eft  clair  que  le  ftgmcnc  •  -'^ 

j)fB'J>ktSk  ég^  au  fegment  donné  I>GEIK 

Il  eft  viiîble  qu'il  ne  peut  y  avoir  dans  ce  dernier  cas  * 
i]ue  le  feul  iègment  J>fBiy<im  foit^al  au  iègment  don^ 
fié  DGEIt  V  puifque  tout  autre  fegment  qui  aura  pour^' 
4'iine  de  fes  excrcmitésJe  point  donné  Z>^  fera  plus  grand 
jDU  moindre  queJe  fegqœnt  DFB[>^kïon  que  fon  autre  ex^ 
jremité  fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  point  I>que 
ii!eft  ie  point  F.  D'où  il  fuit  que  il  deux  fegmens  DGF  j>y 
JkIJifi  )^  qui  ont  lue  esiremit4  commune  2>i  ibntégaux^^ 

Sij 
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ji^o  'Lit  r «    Ci  n  qjji  ê'me. 

entr'eux  j  &  que  fi  l'on  mené  par  le  point  D  une  parallete 
â  la  droite  G  F  qui  joint  leurs  autres  extrémités ,  elle  fera 
tangente  en  l>. 

C  O  R.O  L  L  A  I  R  E     IV. 

2o8«  Çj  N  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
toute  nouvelle  &  fort  aifée  de  mener  une  Tangente  par  un 
point  donné  D  fur  une  Sedion  Conique  donnée. 

Car  ayant  tiré  par  ce  point  deux  droites  quelconques 
D  B^D  Ey  qui  rencontrent  la  Sedion  aux  points  2?  ,£,  on 
mènera  par  le  point  B  une  parallèle  JG  à  d  Ejôc  par  le 
point  E  une  parallèle  EF  à  BD^  lesquelles  j-encontrent 
la  Sedion  aux  points  G,  /,  que  l'on  joindra  par  une  ligne 
droite  G  f,3  à  laquelle,  on  tirera  par  le  point  Dune  parai- 
lele  qui  fera  la  tangente  cherchée  5  puifque  les  fegmens 
DG  ED^P  F.BD^  étant  égaux  chacun  au  même  fegmen^ 
BEDB  ,  le  leront  entr'eux* 

.P:R0P0SIT10N    IV. 

Xhcorêmc* 

F I  G.  uj.  ^09.  s  *i  L  y  a  dans  une  EUifft ,  dans  mne  Hypefbiile^ 
'"*•-  "^*  £?»  dans  les  Hyperboles  opposées  deux  lignes  droites  B  D  ^  E  F, 
parallèles  enti elles  ^  terminées  par  la  Seïiion  j  ^  qu^ on  tire 
du  centre  C  les  demi.diametres  C  B  ,  CE ,  C  D  ^  CF ,  /f j  Sec-^ 
teurs  Ellipiiques  ou  Hyperboliques  C  B  E ,  C  D  F  ^feront  égaux 
entr'eux. 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  J/,  iC,  des  droi- 
tes BI>  ^Ef  ^  le  diamètre  c/C  ,  les  triangles  c  HB  ^ 
CHD.  &  CKE ,  CKFy  feront  égaux  entr^eux  5  puifc 
qu'ils  ont  le  même  fommct  C,&  que  Jeurs  bafes  HB^ 
JiD.èc  KE ,KF^ font  égales.  Par  conféquent  {Jig.  1 14.) 

XHBE^CBEz=^CKE^CHS:=^CKF,^CHD:^ 
t^KHDF^CDF.iLi/g.uy  11^.)  KHBE^CBB 
^:±CHB'^CKE^:±CHD'^^C  KF^KHDF^ 
CD/.    Dqnc  poilque  les  Trapefes  Coniques  KHBE^ 
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De  la  comparaison  bés  SbctioiÔ  CoNi(i^i4i; 
k  H  D  f^  font  *  égaux  ,  il  s^enfuit  que  let  Sedeurs  Ellip.  *Art.it>t. 
tiques  ou  Hyperboliques  C5£,  c  D  f,  le  feront  aufli. 

COROXLAIRE     L 

2IO.  J)  I  la  Seélion  eft  une  Ellipfe^  ou  une  Hyperbo.  p ,  c.  u^^ 
le  j  &  que  la  ligne  S  Z>  parallèle  i  Ef  ^  devienne  tangen-  114. 
te  en  A }  iF^ft  clair  que  \ts  Seûeurs  CA  E ,  Cj4  f ,  fe- 
ront égaux  entr'eux.  Car  prolongeant  le  demi,  diamètre 
C  A  ]ufqu*à  ce  qu*il  rencontre  la  ligne  £  7  au  point  K , 
cette  ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  point  î 
&  par  conféquent  les  triangles  CKE  ^  CKFy  feront 
égaux.  Or  les  trilignes  Coniques  AKE  ,  ^KF^ÏQ  font 
•^auffi.    Donc  &c.  ^^rMojv 

COROL  L  A  I  RE     lï. 

îrll.  xJ  £-iA  on  voit  que  pour  divifêr  en  deux  par. 
Tlies  égaler  un  SeAeur  Elliptique  ou  Hyperbolique  quel- 
x:onque  CJ5  i^  j  il  n'y  a  qu^â  mener  le  demi,  diamètre  C^ 
qui  divife  par  le  milieu  en  K  la  fodtendante  £:  i^  de  ce 
Sedeur.  Ce  qui  donne  encore  les  Secèeurs  C2J£,  CD  F, 
égaux  enrr'èux,  en  fuppofant  SU  parallèle  à  E  F.  Car 
ayant  de  cette  manière  les  Sedeurs  C^Ey  C^  F^  & 
C^B,  Cj4D  ,  égaux  entr'eux. ,  les  Sedeurs  CB£,  . 
•CDi^,  qui  en  font  les  différences  ,  doivent  auffi  être 
•é^aux  entr'eux,  .         -  .  ^ 

P>RP  POSITION     V.     ;.: 
Tlieorême^ 

2I1«  o  OIT  un  demLcercle  A  D  H ,  qui  ait  four  diame^  F 1  «.  1  jir,  ^  'M 
itre  le  premier  ou^gn^ni  axe  A  H  d^urfe  ÂdfHie  Ellipfe  A  B  H  j 
fait  menée  par  un  point  quelconque  P  de  taxe  A  H  ,  une  per^ 
.pendicmlaire  À  cet^axe  y  qui  rencontre  l Ellip fé  au. point  lA  ,  ^ 
ie  cercle  am  /fointN  y  par  où  dr  par  le  centre  C  foient  tirées 
des  droites.  C  M  >  C  N.    Je  (ùs .que,  le  SeHeur  Elliptique 

S  iij 
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14*              htrKi  Cl  vQjji rytm» 
QklAefia»  SfEteirr  circulais  C  A N  ^cmmU mniii  C ^ 
d»  petit  axe  de  IlE/Hpjt , <^  k.  U  mtitié  Qk  tu  CD  dm. 
yrand,  

*Art.^x.       Car  par  la  propriété  *'  de  l'Ellipfc   P  M  .  CB    w. 

^  y^         AP^PH.  ^C»^C H  ou  c vrf  ,&  par  la  propriété  du 

cercle  Tn*.  c3*  :  :  ^  P'^PH,  jtCjCcHoiA  c>^V 

Donc  Tm'I  es*  -.1  ¥n*.  CD*.  OM  PM.PN-.i  CB  .' 

^d'.  Et  en  tirant  les  racines  quarrées,  PM.FNx:  CS. 
VD  ou  c^.    Or  comme  cela  arrive  toujours  et»  quel- 
que endroit  que  tombe  la  perpendiculaire  PJWJST,  fl- 
M^.      ..  s'enfuit  ♦que  l'cfpace  Elliptique  entier  ^i?Jif  ^eftaa. 
'demi cercle  ^DHy^,&  la  portion  v^PJtef: de  cet  ef- 
pace  i  la  portion  ^ i»  JV  du  demi  cercle ,  comme  CB 
cft  à  CD  ou  â  G^.   Mais  le  triangle  rcdangle  CPM  eft: 
au  triangle  reâangle  c  P  W  qui  a  la  même  hauteur ,  coro- 
œe  la  bafe  PiVf  eft  à  la  bafe  P  iiT,  c'eft  i  dire ,  corone: 
c^eftàCD  ou  à  c^j&par  coniequent  l'efpace  Ellip- 
rique  «^PiW  plus  ou  moins  le  criangle.CP  JW(plus  lorf- 
que  APtït  looindre  que  AG ,  &  moins  lorfqu'elle  eft  plas 
grande )x'efti  dire  ,  le  Sedeur  Elliptique  CAM  fera  i. 
fefpace  circulaire  AP2<ry\vLS  ou  moins  le  triangle  CPN^ 
c'eft  à  dire.,  au  Se«£keur  circulaire  CAN^  comme  QR  cft  ai 
CD  ou  à. C^.   Ce  qu* H  Jalloit  démontrer.     - 

COHOLLAI  1.1     1. 

MJ.  C  P  M  Ml  le  SeAeur  de  cercleC^iSTeft  ^1  ixti 
zeâangle de  l'arc  AN^^t.W  moirié  du  rayon. C^ou  CD-^, 
il  s'enftiic  que  le  Seâeur  Elliptique  CAMdk.  auffi  ^gal  aa« 
xeâangle  ëe  ce  même  zxc.AN  par  la  moitié  é&C£L 

€o  lLOL>LAl  &B     II. 

2J4>  S I  I^on  mené  par  «n  point  qaelconqae  G  du.- 
grand  axe  AH  autre  que  le  point  i*,  une  perpendioi. 
kire  à  cet  axe,  qui  lencoaure  rEUipleau  point  £  >&ler 
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De  LA  COMPARAISON  DIS  SiCTtONS  C0NrQ^r4J 

<ercle  au  point  J  s  je  dis  que  les  Seâeurs  Elliptiques 
^CEy  ACM^  font  encr'eux  ^  comme  les  Seâeurs  cir- 
^sxXtSx^ACF^UCN.  CztÀCM.  ACN11CS.CB. 
Et  de  même  A  CE.  UCFii  CB.  CD.  Et  partant  ACM, 
AC?r:tACE.ACF.  ^l  ACM.  ACE  11 ACN. ^CF. 
D'où  Ton  voit  que  pour  trouver  un  Seâeur  Elliptique 
.ACM ,  qui  foit  au  Seâeur  Elliptique  ACE  en  raifon  doo«^ 
née  5  il  n*eft  queftion  que  de  trouver  un  Seâeur  circulai* 
are  ACN  qui  foit  en  raifon  donnée  au  Seâeur  ACF  ^oy^ 
ce  qui  eft  la  même  choie  ^  de  divifer  en  raifon  donnée 
i'arc  AJTF  ou  Fangle  ACF^ 

PROPOSITION    VL' 
Tbeorcmc. 

^^^  S^iï-  /  ^  ^^  demi. HyperMes  AM  ,  AN ,  ou  Fig»  tij^ 
®  M ,  D  N ,  qmi  ayem  pMt  antre  $  le  même  point  C ,  pour  un  «!*• 
M  leurs  demi  diamètres  la  mhne  droite  CK^^ pour  les  deux 
»  iemiMametres  conjugués  au  demi- diamètre  C  A  ^  deux  droi^ 
4es  quelconques  C  B ,  C  D  ^  fituéesfur  la. même  ligne  5  ^  j[u*on 
mené  par  un  point  quelconque  P  du  denù^diametre  C  A  (pro* 
longé  s^il  4JI  neee faire  ^  une  droite  fat afele  i  CD,  laqueSe 
rencontre  les  Hyperioles  aux  poires  M ,  N  ^  par  le  [quels  & 
far  le  centre  C ,  foieitt  tirées  Jes  dreites  CMyCNijedle 
^ue  les  SeiUur s  Hyperboliques  CAM,  CAN^iw^CBM,, 
CD  l^  y  firent  ^nt/ eux  comme  les  demi^diametres  conjugués 

<:b-cd. 

On  aura  par  la  propriété^  des  deux   Hyperboles  "^^rt.tu 

^M^AN  ^  ou  B  MyDK^  cts  deux  proportions  P  M  • 

CB  ;;  'cT.'Zj.c^  .CA  w  Yn.  cl).   Et  parconfé-       •  ,   . 

^^uent  P  M  .  PN  :;  CB  .  CD  .  Et  en  prenant  les  racines 
quarrées ^P M.  P  2^::  CB.  CB.  Or  comme  cela  arriv« 
toujours  fo  quelque  endroit  que  tombe  la  parallèle 
FMN',  il  s*enluit*que  les  efpaçes  Hyperboliques  ^^P  A*,  "^An.  il^ 
UPTT^  ou  CPjw»,CPiSrD,fontentr'eux  corarmeCI 
cft  à  CD.  Adais  les  triangles  CF M ^CPN^  font  eii^ 
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14*   '  LrvuB   CiN<U7i^'Mi; 

tr'eux ,  comme  leurs  bafes  PM^PN^  (puifqulls  font: 
fituces  encre  Ie>  mêmes  parallèles  CD,  P N),ou  coin* 
me  le$  demi  diamètres  conjugues  CS  ^  CD.  Et  par  con-. 
fequent  (/g.  117.)  CB.  CD  ::  CPM-^^P M.  CPN 
^^AP  N  \'.  C^M.  CAN.  Ou  bien /^/g.  118.;  C*K 
CD  ::  CP  MB^CP  M.  C  P  ND^CP  N  \z  CB.M^. 
C  D  Ni   C^  ^«'/^  fallait  démontrer 4 

GOA  O  L  LA  I  &£i 

il 6*  Si  1^  deux  denoi  diamètres  conjugtiés.  Cv/;^, 
C  D  ,  font  égaux  entr'eux  ,  l'Hyperbole  Â  N  o\}  DN 
fera  cquilatcrei  .  Et  (î  Tod  avoit  trouvé*  le  moyen  dej 
quarrer  les  Sedeurs  Hyperboliques  CAN^oxx  CDN^. 
on  auroit  auflî  la  quadrature  des  Seâeurs  CAM^  o\x. 
•  Ciîyn^qui'onc  pour  bafes  des  portioos  AM^qm  BM 
d'une  autre  Hyperbole,  dont  le  demi- diamètre  conju^ 
gué  C 5  peut  être. pris  de- telle  grandeur  qu'on  veutj 
puifque  le  rapport  des  Seâeurs  Hyperboliques  CAM^  • 
CA  N^oM  C  D  lAT,  CBM  ^  étant  exprime  par  les  droites 
CD,  C  B^cd  donné.    D'où.  Ton  voit  que  (î  Ton  avoit  la^ 
quadrature  de.  l'Hyperbole  équilatére  ,  on  aurait  auifi. 
celle  de  toutes  les  autres  Hyperboles  :  de  mêqne  qu*. 
^jirt^  111.  ayant  *  la  quadrature  du  Cercle  >. on  auroit  .celle  de  tou«. 
tçs  les  Ellipfes.. 

P,  ROPO  SITION    VIJ., 

Theorcme.. 

fil  Q.,  iip.  217^  S  }  l'çn  pend  fur  une  afymptote.QYi  iune  Hypers  ^ 
Me  EBpp  ,  deux  parties  CK,  CL,  qui  foient  enir*elks 
en  même  rai  fan  que  deèix  autres  parties  quelconques  C  G  ^ . 
C  H ,  de  la  même  afympfote  '^  é*  qu^^yant  mené  les  faraBe^ 
les  GF,HD^KB,LE,  a  Uutre  afymptou  C^  JefïfueL 
les  rencontrent  ^ Hyperbole  aux  points  F ,  D  ,  B-,  E,  iwî  tire 
l^demi.  diamètres  QIB  ^  CD  ,  CB,  CE  i  je  dis  que  Us  deux 

SfSeun. 
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De  lA^  COMPARAISON  DÏS   SbCTIOItJ  COMIQ.  145 
SeBeurs  Hperholiquts  C  B  E ,  C  D  F ,  feront  égaux  ent/eux^ 
Ayant  mené  les  deux  droites  fiD,  £i7,qui  rencon- 
erent  les  afynnptotes  aux  points  AI ,  O ,  iV,  P  j  les  paral- 
kles  KS.,  HD^  donneront  cett€  proportion ,  MB.  MK  -,: 
DO.  CH.  Les  parallèles  Z£,  G -F,  donneront  auffi  cette 
autre  proportion ,  NE.  NL  :  :  F  P.  ÇG.    Et  partant  puif- 
que  * MB^DO ,  &  NE=»FPy  il  s'enfuit  que MKz^dCH.,  *jirt,  5;» 
&  NL:>>=CG,  Or  par  la  fuppofition  CG  ovl  LK.  CH  ou 
KM:  : CK.  CL'.x*LE,  KB.  Et  partant  ZN.  ZE  a  KM.  *  jirt.  100. 
KS.   Donc  les  lignes  NE\.M  B ,  c'eft  à  dire,  les  deux 
droites  EF^BD^  dont  elles  font  parties ,  feront  paralle- 
ks  entr'elles.    Donc  •  \&s  Sedeurs  Hyperboliques  C^  £,  »^y,.  ^,a^ 
CI^J",  font  égaux  entr'eux.    Ct /ju' H  fallait  démontrer 

C  O  R.O  LL  A  I  RI;    L 

2.18.  Si  les  parties  CK^.OL\  de  Tafymptote  CJV:,. 
(bnc  en  même  rai(bn  que  deux  parties  quelconques 
CS^  CT  de  l'autre  afymptote  CP  -^  U  qu'on  mené  \cs 
parallèles  /C5,  i  £,  à  rafymptote  CP^lc  les  parallèles 
5i>,  TF^  à  l'autre  afymptote  CiV }  il  eft  clair  que  \ts 
Semeurs  Hyperboliques  CD  i?,  c  fi  £,.  feront  auffi  égaux 
entr'eux.  Car  ayant  mené  les  parallèles  F  G ^  DH^i 
Tafymptote  CP,  on  aura  *CG.  CH  ::  HD  ou  CS.  *jirt.  loon. 
GF  ou  CT* '.:  CK.cz,    Donc  Uc  *'HjP. 

Corollaire.    IL 

2.l9é  S I  l'on  prend  fur  la  même  afymptote  la  partie 
CK  troifiéme  proportionnelle  â  deux  parties  quelcon. 
ques  CG.^  CH ion  prouvera  par  on  raiibnnement  fem. 
blable  à  celui  du  Théorème  que  h  ligne  B  F  eft  parai. 
lele  i  la  tangente  q^i  paffe  par  le  point  Z>  j  &  qu'ainfi*  *Art.  xih.. 
les  Sedeurs  Hyperboliques  CFD  ^.CDS ,  font  égaux 
entr'eux,  D'oi^  il  iûit.que  G.  Ton  prend  fur  une  afympr 
tote  autant.de  parties  qu'on  voudra  C  G  ^  c  H ^  c k\ 
CZ  ,  &e.  en  progreffion  géométrique  continue  ,  d'où  - 
partent Jcs  parallèles  GfL,  HD»  KB^  i£,&c.  à  l'au-- 
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^t5  XtTiL*    CiNiQjDrirtit. 

trc  afympeote,  les  SedeursHyperboliqaes  C  J2>  ^Cl>M^ 
.CBE^ifCc.  feronc  tous  égaux  eotr'eux. 

OoHOLi.  AIIL£    III. 

lio«  Ob-la  on  voit  qac  fi  CJf  eft  la  prenueic 
de  deux  moyennes  geomecriquenient  propoitioanellet 
^ntre  les  exttémes  CG^  C  l  ^  8c  qu*on  tire  les  drotres  G^, 
HB^  LE  ^  parallèles  à  l'ancre  aiymprore  i  le  Seâeur 
,CDF^  fera  au  Sedeur  CFE^  comme i  eft  â 5.  De  mê- 
me,  fi  €  f/  eft  la  première  de  trois  moyennes  propor* 
^ionoelles  entre  CG ,  CX  «,  te  Seâeur  C 9  J*  fera  au  Seo. 
teur  CJE ,  «omme  t  eft^  4.  Et  en  général ,  fi  la  lettre 
m  marque  un  nombre  entier  quelconque ,  &  que  G  H  fbit 
ia  première  d'autant  de  moyennes  proportionnelles  en. 
tre  les  extrêmes  C  G ,  CZ ,  que  le  nombre  w— <*  contient 
^•unités  -,  le  Seâeur  CDJ?^  fera  au  Sedeur  CïE ,  com- 
iflie  I  eft  au  nombre  m. 

il  1 M  A  n  <^D  «. 

ait*  O  N  peut  ici  donner  une  idée  Ibrt  cxade  <le 
(Ce  qu^on  appelle  I^^Mithmes  dans  TÀrithmetique  ^  ft 
^4'extrên>e  facilité  qu41s  apportent  au  calcul ,  k>rfqti*îl 
s*agit  d'opérer  fur  de  toit  grands  nombres.  Voici  com- 
^ment  : 

Si  Ton  fuppofc  que  C  G  ^  exprime  Punité  ^  <&  que  CL 
-étam  décuple  de  C  G ,  c'feft  â  dire ,  10 ,  le  SeAe^r  Hyper* 
abdique C/*£,ibit  diirife  en  toooooacrooo  patttes  égdei 
.£€  fi  l'on  compofe  une  table  divifée  en  rteux  colomufes, 
dont  la  première  renferme  de  fdite  tous  Jes  nombres 
naturels  i  ^  ^^  »  3  >  4 j  5,  "6 ^  8oc.  &  l'autre  des  nombres  wm 
^ficiels ,  placés  iris.àlvis,&  qui  foient  tels  ^uc  €«", e». 
Itrimant  un  nombre  quelconque  naturel  ^  le  nombre  ar- 
•tificiel  placé  vis- à  vis  ^  exprime  le  nombre  des  partiei 
que  Le  Se<9«ur  Hyperboliqw  CTi  F  cotntîent  par  ro^ 
port  au  aombre   des  parties  que  contient  ie  ScAciar 
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€I^B  :  les  Dombfes  artificiels  Ctront  appeUés  les  Z^^« 
fàthmes  des  nombres  naturels  au^uels  ils  répoMieor.  Ce- 
la pofé». 

1^.  Si  l'on  propoâ  dcMnulnplier  deux  ttoaibïes  iiatu^ 
jels  quelconque*  CH,CK^  l'un  par  l*aatre^  il  n'y  aurar^ 
qu^â  prendre  dans  la.  cable  leurs  Logarithmes  qui  expri^ 
ipent  lesSedeurs  GFI>^  CFB^U  ajoikant  eoiemble ces> 
deux  Logarithmes ,  on  aura  le  Logarithme  qui  exprime 
Je  Seâeur  CFE^  vis*à-vis  duquel  fera  placé  le  nombre  na.^ 
turel  ex  produit  de  la œukiplicacioi»  des  deux  nombres ^ 
CH^CK. 

1^:  Si  Ton  propofe  de  divifer  le  nombre  ^CZ  par  le 
nombre  CK  ,  il  n'y  aura  qu'à  retrancher  le  Logarithme 
G -F -S  du  Divifeur  C  iC ,  du  Logarithme  O  FE  du  nombre- 
à  divifer  CZ>  pour  avoir  le  Logarithme  CBRç^  CFJ> 
(tu  quotient  CH. 

3^.  Si  Ton  propofe  d'extraireT  une  racine^  quelconque  ' 
du  nombre  GX ,  par  exemple  1^  cubique  \  tl  n'y  aura^ 
qu'idiriier  Ton  Logarithme  CI  E  en  trois  parties  égs^ 
les  y. pour  avoir  le  Logarithme  CJ1>  visii* vis  duquel  eflr: 
pjacé  le  nombre  Gif  ».qur  eft  ku  radne  cubique  cher» 
chée. 

Tout  cela  eft  une  fuite  de  ce  qiïe  lès  Seâeurs  Hyper* 
boliqucs  e  f  D ,  CBEyiom  égaux emr'eux ,  lorfque  CG.- 
CHiiCK.CL.    EtquelesScdeursCTJ^,  eD£,C3B^. 
&c.  fon^auffi  égaux  entr'éwi^  lorfque  CG.CH::  CM. 
CK  ::  CiC.  CX  ::  &c.    U  eft^donc  évident  que  par  le  v 
moyen  de  cette  table  «  on  pourra^  abregev  extrêmement^ 
les  opérations  de  l^Arithmethique,  lorkju'il  s'agic  d'ope« 
ser  fur  de  grands  nombres  ,  comme  dans  les  calculs  A£^^ 
cronomiqaes. 

Comme  Ton  wi^  pu  jufi^u'i  prefent  trourveren  nom# 
bres  exaâs  ^  le  rappotc  àts  Seâeurs'  Hypoiroltques^ 
CFD  fCFB^  &c.  au  Sefteur  CFEy&ù  s'cfl  con* 
tenté  d'exprimer  ce  rapport  en  nombres  fort  appca« 
chans  ^  &  par  le  moyen  de  ces  nombres^  qu'on  ap^ 
m\k.  Arti^cUh  ^^U  naturels  qu-on  a  pla». 
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l  CCS  visd^vis,  on  a  compofc  la  Table  des  Logarithmes  qui  s 

les  propriétés  qu'on  vient:  d'expliquer.  Or  dans  la  fuppo- 
(îtion  que  le  Sedeur  CFE  Logarithme  de-CX  (lo)  cooticnc 
loooooooooo  parties  égales ,  on  trouvera  que  le  paralle- 
logramme  C  G  FT  contient  plus  de  4341544818  de  ce« 

\.  parties^  ôc moins  de  4341944819.    D'où  -l'on  voit  qu'on 

i  Seâeur  Hyperbolique  quelconque  CJF^  eft  au  parallélo- 

gramme CGFTàfcu  près  comme  le  Logarithme  du  nom^ 
bre  CK  trouvé  dans  la  Table ,  eft  au  nombre  4341944819^ 

^  &  cela  en  prenant  les  Logarithmes  de  dix  caraâéres  oo- 

I  STQ  le  caradériftique. 

r  .  PROPOSITION    VIIL 

[  Thcorcmc* 

fiis.iio.         ^^2.  S  *ix  ^  /i  y&r  chaque  ajywftote  deux  parties  C<j, 
CL,  e^  C  R,  es,  qui  fuient  tettes  que  f^CG.  //"C  L  u 

fp^CK.  f^CSi&  qtCon  tire  les  droites  GF,LE,  RT, 
S  V ,  parallèles  aux  afym^otes  :  je  dis  que  le  Se  fleur  CFE, 
fera  au  Sefleur  C  T  V ,  comme  mefiàn.  Les  lettres  m  <^  a 
marquent  des  nombres  entiers  quelconques* 

Car  fi  l'on  fait  i/^CG.  J/^CL  ::  CG.  CH.  Et  p^ClL 

l/^C  S  itCR.  Ci^  Et  qu'on  tire  les  droites  H  D ,  ^^, 
parallèles  aux  afymptotes  ;  il  eft  clair  que  les  Seâeurs 
^  jfrt.  xii.  Hyperboliques  <:FÏ)^C  TN^  feront  égaux  *  entr'eux , 
^Hyp.        puifque*CG.  CH  ::  CR.C^  Or  félon  la  nature  des 
Progreffions  géométriques ,  la  ligne  CH  krz  la  premier 
re  d'autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  CG  & 
CL  que  le  nombre  »i— /  contient  d'unités  ,  &  de  même 
la  ligne  Cj9  fera  la  première  d'autant  de  nioyennes  pro« 
portionnelles  entre  CR  Se  CS  qu«  le  nombre  »_/  con« 
*-/<r/.  zio.  tient  d'unités.  Donc^ CF E.CF D  iim.i.    EtcriSTou 
CFD.  CTJ^t:  i.  n.   Et  par  conféquent  le  Seûeur  CF  Ê 
eft  au  Sedeur  C  T^^en  raifop  compofée  de  ^  à  i ,  &  de 
ià  ;?,  c'eft  à  dire,  comme  le  nombre  m  eft  au  /lombce^ 
Ce  quilfaUoit  démontrer j. 
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UT. 


De  la  comfakaison  dis  Sections  Coniq^  14^ 

Co  HOLLAIKI. 

ilj.  De-la' on  voit  qu'un  Seéleur  Hypcrboliqdte 

iCFB  ëcanc  donné  avec  un  point:  quelconque  T  de  THy. 

perbole ,  il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  f^  de 

la  même  Hyperbole  »  tel  que  le  Sedeur  C  F  E  /bit  ad 

Seâeur  CTV^  comme  ;»  eft  â  »,  que  prendre  C5  en 

forte  que  l/^CG.  /'CL  ::  /CR.  /CSj  ou  (ce  qui  re- 

vientau  même)  /CG.  /cz  :ri^JL  CS.   Ceft  à  dire^ 

^u*il  faut  prendre  C  R:=mC  R  m  /^. 

c  G 

PROPOSITION    IX. 
Theorcmc. 

124.  ^  I  tan  mene^far  les  extrémités  B>,  IF,  ^un  Sefietir  ipi^^ 
hyperbolique  quelconque  C  B  F.,  les  droites  B  K  ,  F  G ,  paraU 
Jeles  À  une  afymptote  C  S ,  ^  terminées  par  l^ autre  CL^je  dk 
'que  le  Se  fleur  Hyperbolique  CBF  ejl  égal  À  Vejj^ace  hyperbo^ 
lique  BKÇF  compris  entre  les  parallèles  BK  ,FG,  à  une 
•afymptote  CS,  la  partie  G  K  de  l'autre  afymptoft  C  L  j  d^ 
la  portion  3V  de  l'Hyperbole. 

Car  (i  Ton  retranche  des  triangles  égaux  iti  CKB  ^  ^  Art.  j^i 
C  C?  J7,  le  même  triangle  C  G  ^  (  le  point  .A  eft  le  point 
d'interfcdion  des  deux  droites  IG^CB\^  qu'on  ajou- 
te aux  deux  reftes  BKGA^CAF^X^  même  efpace  hy- 
perbolique BAf^  on  formera  d'une  part  Tefpace  J^KGF^ 
&  de  l'autre  le  Sedeur  Cifi^  qui  feront  égaux  entr'eux% 
Ce  qtCil/aUoit  Mmontrer.  * 

CokollaireI. 

^*5*  S I  l'on  eut  mené  les  lignes  B^FO^  parallèles 
i  Tafymptote  CZylc  terminées  par  Tafymptote  C4S,  on 
auroit  prouvé  de  même  que  le  Seâeur  Hyperbolique 

Tiij       , 
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a5<^  tir  a»   Civttyit'ht% 

CBF  td  égal  à  refpace  hyperbolique  B^F  j  d'elfe 
Ton  voit  que  les  efpaces  ou  Trapefes  hyperboliques. 
BKGF y  B QOF ,  font  cgjiux  catr'cui^ 

Goiko  Lie  AI  itE.    Ilâ 

lié*  L/E-iufcil  cft  évident  que  coat  ce  qu'on  yfenrtie^ 
démontrer  dans  les  articles  217,118 ^115,  no, iir,  m ^ 
&  213 ,  des  Seâeurs  Hyperbolioues,  fe  doû  auffi  entesKlre. 
de  ces  fortes  de  Trapefes  >  p«i(qu'il5  leurs  font  égauxv 

PROP  OSITIO  N.   X^ 

Theorcnœ,. 

ric»i2r4,  227,  ^oiY.-^tdenx  iifftrmtes  Hyf étioles  BMF, 
H  N  D ,  qui  ayent  Us  mêmes  afymftotes  C  L ,  C  S ,  &  foient 
menées  par  deux  points  quelconques  G ,  K,  dtune  aJympMt 
deux  paralkies  G  D  F ,  K  H  B ,  à  t autre.  Je  dis  que  te/pace 
hyperbolique  HYiQD  efi  à  tefpace  hyperbolique  BK  G  F, 
eomme  la  puiffance  de  t Hyperbole  HN  D:^  efi  jLla  psiffaue 
de  t  Hyperbole  B  MF. 

Car  ayant  mené,  par  un  point  quelconque  P  de  la  par. 
tée  GiC,  une  parallèle  aux  deux  droites  G  D^  KH^  h^ 
quelle  rencontre  THyperbole  B  MF  au  point  M  ^  & 
THyperboIe  HND  au  point  It  -y  &  nommé  la  puit 
fonce  de  THyperbolc  HND,  ^^  scelle  de  PHy^ 
perbole  BMF ^bb  ^Zl  l'indéterminée  CP ,  x  ^  on  aura 

^Ar$.iou  *-Pi«».- ,  &  PM^t^i  &  partant  PN^PM.::  sa.  hk 

Or  comme  ceU  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la 
^Art.  i8tf.  partie  G  K  <iuc  tombe  le  point  P  j  il  s'enfuit  *  que  l'cf- 
pace  hyperbolique  HK  G D.  BJC GF  xxaa.bb.    €e  qm'ii 
falloit  démontrer. 

COROLL  AlUEi 

2i8 é  JL  o&squE  \c%  puiflànccs  àts  Hypetbdes'if  JS>, 
MMf^iouL  entr*elles  comme  le  aoniDrei^iefttaiio»» 
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TH  LA  COMi>ARAKOM  DIS  SeCTIOK«  CoNI(^  25c 

%re  «  i  on  pourra  coûjoars  trouver  dans  l'Hyperbole 
HNDua  Trape/è  hyperbolique  RSf^TégAl  i  un  Tra- 
pefe hyperbolique  GKBF àt l'autre  BMFy\e%  droites 
^G,CK^  CJL  t  éuBt  données.    Car  il  cft  clair  »  que  le  »  -^r/.  m, 
TrapeTe  GKHD  eft  as  Trapefe  GKJBF^  comme;» eu  <^  11/. 
i  » }  &  qu'aiofi  toute  la  difficulté  le  réduit  à  trouver  dans 
la  même  Hyperbole  HHD^le  Trapefe  RSTT»  qui 
/oit  au  Trapefe  G KHD  ^  comme  le  nombre  n  eft  au 
tiombre  m:  &  c'eft  ce  ^i  fe  fera  ^ en  prenant  C<S,  telle  "^jirt.  ix^ 

^uc  ;^C G.  y^CK  ..CR.CS. 

D  fi'  P  INITIONS. 

4- 
Soît  11m  ligpe  drake  Jndéfioie  ^ C,  qui  ait  pour  ori-  Fi  g^  ^i%. 
;i^oe  le  ^(Huc  fixe  «^  ^  •&  fait  uoe  ligoe  courae  ^M<B 
relie  qu'ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M 
'une  droite  M  P  qui  fafle  avec   ^C  un  angle  donné 
^P  M  ^  Se  ayant   nommé  Jes  îndcycerminces  ^rf/^,  xj 
PM^y  'y  on  ait  toujours^  AT  =±»^^  (la  lettres  marque  une 
Jtgne  doiuBce^  :  il  «ft  tJair  ^  <ian«  cec^e  fuppoikiaii  qtre  la  ^  ^r^  ^ 
4igfie  caurbe  ^  M  i  ^  une  Parabole  ^i  a  poAir  dia- 
4!iietre  la  ligne  ui< ,  pour  ime  ordonoéc  â  ce  diamètre 
4a  droîee  PM^  &  pour  pa»-araaecre  de  ce  diamètre  la  don- 
"née  a.  Mais  fî  i  on  iuppoiie  à  prefent  que  la  natare  <ie  Ja 
<0urbe  ^M9  foit  esprimée  par  Tcquation^W^^j^^^ 
^>u  par  cerce  ^axtJÊt  y^^^axK  5  cette  ligue  courbe  iera 
momnoe  Parahde  cuhifite  ou  du  tnoifiàme  degré  ;  parce 
<|Qe  celle  desidenx  mdéteruainéefi  x  imy,  dont  la jpumau- 
«ce  eâ  la  plus  télevée ,  monte  au  troificae  degré.    JDe  fp£- 
me  fî  PéquatioD  efty^eat^'x^ouy^sM^x'^l^  tigfnecour* 
.  be  j4\MB  eft  appeliée  Parabole  du  quatrième  degré  j  parce 
que  rindctermiaée  j^  dont  Ja  puitfaoce  eft  la  plus  faaute^ 
monte  au  quatrième  degré.    Il  en  eft  aiufi  de  toutes  les 
4unres  à  riafiui. 

Soie  oomtoe  xlavs  la  défînicion  précédente  itne  ligiie^ic.  n,^ 
^rake  ^'C  qui  4ur  ^am  ori^e  ie  poim  ^fùee  ^^  >  &  ibic 
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ijv  tivRB   Cinqjum'mi; 

une  ligne  courbe  5  3/,  telle  qu'ayant  mené  d'un  dàûst 

points  quelconques  M  la  droite  MP  qui  fafle  avec  ^  C 

un  angle  donné  ^ PM ,  &  ayant  nomnné  AP  ^x^ 

P M  y  y  \  on  ait  toujours  xy^^maa  (la  lettre  a  marque 

^An,  i«i.  une  ligne  donnée  ):  il  eft  clair  *^que  cette  ligne  courbe 

fera  une  Hyperbole ,  qui  aura  pour  l'une-  de  fcs  afynip- 

totes  la  ligne  AC^hL  pour  l'autre ,  la  ligne  A D  paraU 

lele  i  PM^U  dont  la  puiflànce  fera  le  quarré  a  s.    Mail 

h  l'équatioiï-qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  B  jW  cft 

xxyama*  i  cette  Hgne  courbe  fera  nommée  Hyperbole 

cubique  ou  d»  troifième  degré ,  parce  que  le  produit  x  xy 

des  deux  indéterminées  x  &^ ,  a  trois  dimenfîons.     De 

même,  fi  l'équation  étoit  x'>^a»<«*3la  ligne  courbe  5  At: 

feroit  une  Hyperbole  dtt  quatrième  degré  ivzr ce  que  le  pro-- 

dait  x'y  â  quatre  dimenfions.   Il  en  eu  ainfi  de  toutes. 

les  autres  â  l'infini. . 

GOIL'OLL  AI  R  E      L  . 

^tfl.  11}.  ^^9*  Si  l'on  fiippofc  que  la  lettre  m  marque  un  noi»* 
ôf  114*  bre  entier  quelconque  qui  foit  l'expofant  de  la  puiflance- 
de  l'indéterminée  AP  [x)  i  &  de  même  que  klettre  «  mai- 
que  l'expofant  de  la  puiflànce  de  l'autre  indéterminée 
PM{y)  i  i^  ed  clair  que  l'équation  y  o-*»»**"-^  (ou 
fimplement^svx",  en  faifant  pour  abréger  la  donnée 
Mtsmi)  exprimera  la  nature  ^cs  Paraboles  de  tous  les  do- 
grés  à  l'infini.  On  voit  de  même  que  l'équation  X'y  cm. 
«»••*••  (ou  fimplement  x'y'am^i  ,en  failânt  ammi)  expri- 
me en  général  la  nature  des  Hyperboles  de  tous  les  d»i 
grés  â  f  infini* 

CoROLL  A  iM^    II; 

2-3  €)•  Si  l'on  mené  par  l'origine  fixe  A  de.  la  li^ 
A  C  une  ligne  droite  indéfinie  AD  parallèle;^  PJWj  &  qu'- 
ayant tiré  M  K  parallèle  à  .^^C,  qui  rencontre  AD  aa 
pfoiot  Kf  on  nomme  le$  indéterminées  AK,x }  KM  yjf-, 
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Db  la   comparaison  des  SeCTIOMS   CoNf<^  itj 

il«ft  clair  que  rindctertninée  x  qui  exprimoit  aupara. 
Tant  la  ligne  ^P  ou  mk,  devient  à  prefent^  }  &  qu'au 
contraire/  qui  exprimoit  PMo\x\AK,  devient  â  prefenc 
X.   D'où  il  luic-  '^ 

I».  Que  fi  la  courbe  ^^  B  eft  une  Parabole  ordinai.  Fio.  ut 
rci  elle  aura  pour  équation /^'«rfjtf  ou  xx^^ay ,  /èlon 
qu^n  rapportera  fes  points  à  ceux  de  la  ligne  ^C  ou 
v/2)i&  de  rtiême  que  la  Parabole  cubiqae  qui  a  pour 
équation  y^^axx  lorfqu'on  rapporte  ks  points  i  ceùy 
de  la  ligne  A  c,  aura  pouréquation  x't^aay  lorfqu'on 
\t%  rapporte  à  ceux  de  là  ligne  ^D  j  &  en  gênerai  que 
il  la  ligne  courbe  ^M  B  z  pour  équation/» «jt-^»^» 
étant  rapportée  à  la  ligne  droite  ^  c,  cette  même  cour- 
be^  aura  pour  équation  x»=./-^— (l'on  fuppofe  que 
»  iùrpaflè  m  )  étant  rapportée  à  la  ligne  ^D. 

!«.  Que  l'Hyperbole  ordinaire  a  toûjpuri  la  même  Fi«  u« 
équation  xy^aa ,  foit  qu'on  la  rapporte  à  la  liene  AC  ' 


gênerai  que  l'Hyperbole  qui  a  pour  équation 
x»/-»,^-^-  lorfqu'bn  rapporte  fes  points  à  ceux  de  la 
ligne  ^  c ,  aura  pour  équation  j*?'/*-*^""^"  lorfqu'on  les- 
rapporte  à  ceux  de  la  ligne  -4  D. 

Corollaire    tll. 
151.  jDe-la  il  eft  évident  qu'il  y  a  deux  Paraboles 
cubiques  dootl^bneapouréquation/aa^^xou  x'^aay 
&  l'autre y«rfxx  ou  x'^ayy  .^  au  lieu   qu'il  n'y  a 
qu'une  feule  Hyperbole  cubique  xxy^a'  ou  xyyj»a\' 
Car  les  indéterminées  jf  &  y  ne  peuvent  être  combinées 
que  de»  quatre  premières  pianieres  pour  exprimer- les 
Paraboles  cubiques  ou  du  troifiéme  degré  $  &  des  deux 
fécondes    pour    exprimer    les    H yperi)oIes-   cubiques. i 
Or  comme    les   quatre   premières    égalités  appartien- 
nent à  deux  différentes   courbes  ,   &  les  deux    fecon-.- 
ilçsi.la  {nême  -,  i\  s'enfuit ,  Çcc.   Oa  peut  trou  ver. -par  j.- 

V  » 
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la  même  voie  le  nombre  des  Paraboles  ou  des  Hyperbo- 
les du  quatrième, cinquième  degré, &c. 

Corollaire    IV. 

Fi c  i  '  *5^*  N  G  N-s  E  u  L  E  M  E  N T  l'Hyperbole  ordinaire* 
pour  afymptotes  les  lignes  droites  indeHnies  ^C^^  D^ 
mais  encore  celle  de  tous  les  degrés  d  l'infini.  Car  foie  l'é- 
quation générale  x"/—*""^*  ou /«—l'  (  APc^x, 

P  M=say)  qui   exprime  la  nature  de  telle   Hyperbo- 
le qu'on  voudra ,  lorfqu'on  rapporte  ks  points  à  ceux 
d? la  ligne  ^  c  ii\  cù.  manifefte  que  plus  ^P  (x)  aug- 
mente ,  plus  au  contraire/",  &  par  conféquent  PM  {jr} 
diminue)  de  forte  que  x  étant  infiniment  grande,  PM 
{y  )  devient  nulle  ou  zéro  :  c'eft  â  dire  que  l'Hyperbole 
j5  JVf  &  la  ligne  ^  c ,  étant  prolongées  l'une  &  l'autre  i 
l'infini ,  s'approchent  toiijours  de  plus  en  plus  jufqu'â  ce 
qu'enfin  elfes  /è  joignent  dans  l'infini  même  j  ce  qui  conf- 
titnë  l'eilence  d'une  afymptote.  Maintenant  fi  l'on  rap. 
porte  les  points  de  la  même  Hyperbole  à  ceux  de  ix 


ligne  ^D,  on  aura  xy^a"-*-"  ouj'*— —-_-  (^JC 

zmXy  KM^y)  i  d'où  il  fuit  que  plus  AK{x)  devient 
grande ,  plus  au  contraire  KM  {y)  devient  petite,  &  ccU 
à  l'infini  i  &  qu'ainfi  la  ligne  v^  D  eft  encore  une  afymp- 
tote de  la  même  Hyperbole. 

PROPOSITION    XL 

Problème. 

Fie.  uj.  255.  Soit  fropofè  de  mener  dun point  dormi  MfitrU 
féconde  Parabole  cubique  A  M  B ,  dont  la  nature  efi  exfrintét 
far  ï! équation  f  ,iB^Tix  ^  la  tangente  M  T. 

Ayant  fuppolé  l'arc  MN  infiniment  petit ,  &  mené  NQ^ 
parallèle  iPM^èc  MR  parallèle  à  ^C:  le  petit  trian- 
gle ^iliV.fcra  femblable'au  grand  TP  M  ^puifque  hi 
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petit  arc  -MJVpeuc  être  regardé  »  comme  la  prolon.  *^rt  1S9 
gation  de  la  tangente  TM.  Celapofc,on  nommera  la 
loûtangente  cherchée  TP^  /  5  &  la  petite  droite  P^ou 
MRy  e  jce  qui  donnera  RNz=:''J-^  à  caufe  des  trianr 
gles  femblables  T^  M  ^MRN.  Or  fi  l'on  met  le  cube 
de  .^JV  [y-^~)  à  la  place  de/  dans  l'équation/ 

^=.axx  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  ^Mb» 
&  à  la  place  de  xat,  le  quarrc  de  ^'Q^(x ^e)  :  il  eft  é* 
vident  qu'on  formera  unç  équation  y' -f-Llil-i-Llil! 

'r^^-jP'^'itxX'^xeaxJp-eea  qui  exprimera  le  rap- 
port de  ^Q^i  QN.  Et  fi  l'on  retranche  par  ordre  des 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  ceux  de  la 

première,  &  qu'on  divife  enfuite  par  ^ ,  ofl  trouvera !£^ 

4- ~ — h '~T-=^ ax-Jr-f^i «lans laquelle  efl&çant  tous 
\ts  teïmes  où  e  fe  rencontre  >  parce  que  P  ^l  e  )  étant 
infiniment  petite  ou  nulle  »  ces  termes  font  nuls  par  rap- 
port aux  autres  j  il  vient  enfin  lil—i^x  >  &  partant 

jPT  U)  ^Hls^.i*  en  roettanc  pour/  fn  valeur  axx^ 
Ce  qu'il  fallait  ttoKver.  - 

IL  E  M  A  K  QJU  1. 

2î4'  S I  l'on  fàrê  attention  fur  le  calcul  précédenr,  on 
▼erra  »vçc  évidence  qu'en  fubftituant  â  la  place  de  la  puiil 
iânce  dej',  une  pareille  puiflance  de^-f-i^,  on  n'a  befoio 

que  des  deux,  prenniers  termes  de  cette  puiflance.    Car 
tous  les  autres^  étant  niultipliés  par  les  puiflances  de  e 
ils  renferment  chacun  «»  ou  de*  puifl^ances  de  e ^  dans- 
la  dernière  équation  que  l'oii  trouve  à  la  fin  de^l'obera- 
obo  }  &  doivent  par  conféquent  ôtre  effacés.   Il  en  eâ^  de .     .       v 
même  lorfqu'on  lubftituë  à  la  place  de  la  pufâànte  de  x 
uoepat  eille  puiflance  de  x-^.  Mais  fi  l'on  fprme  de  fuite  - 

Vij 
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toutes  les  puidànces  du  binôme  x-^^^  oo  aura  pour 
les  deux  premiers  termes  de  la  féconde  puiflance 
x^-^iex  5  de  la^troificme  x'-4-3rxx  jdc  la  quacriéaie 
x*-î-4^x'  j  de  la  cinquième  jt'-^j^x*  j  &ainfi  de  fui- 
te à  Tinfini.  De  forte  que  les  deux'  premiers  termes  d'une 
puiflfance  quelconque  m  de  x  -+-  e ,  feront  x^'-^-  m  ^  x"  ~  ?^ 
On  trouvera  de  même  que  les  deux  premiers  termes 

d'une  puiflaqce  quelconque  n  du  binôme j^-f-li!»  feront 

C  OHO  LL  A  ITLE. 

^3J»  13  E-LA  on  voit  que  pourtrouver  une  exprdd 
fîon  générale  de  la  fputangente  PT  (s)  des  Paraboles 
de  tous  les  degrés  A  Tinfini  ^  il  n*y  -aura  qu'à  fe  fêrvir  de 
réquation  générale  j^^tsiA:*^"— •,  ou  (prenant/^  .pour 
runité)^"=:x*  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces  Pa- 
uboles.    Voici  comment. 

On  mettra  dans  Téquation  générale^*  2=  x*  â  ht  pla- 
ce de  j^*,  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  n  de 

>^-^-12,  c'eft  à  dire,>--+-î^  i  &  de  même  à  la  place 

de  x**,  les  deux  premiers  termes  de  la  puifTance  m  de 
x-f-^,  c'cft  à  dire  ,  x*-f-7«tfx*^' :  ce  qui  donnera 

y  ^ llïL  r=r  X* -i-  w  ^  X*--' .  Et  retranchant  par  ordie 
Jes  membres  de  la  première  équation  de  ceux  de  celle- 
ci,  &  divifant  enfuite  par^^Ton  aurai2l=:r;»fx*— Vj& 

partant  s^J!2L^  =— x  en  mettant  pour  y*  fa  valeur 

PJIOPOSITION    XI L 

Problême. 

fie.  U4.       .^^lî*  M.  EN  BU  les  tangents  des  Hyperhcles  de  tnu  les 
degrés  i  l^ infini. 
Xa  même  pxéparacion  étant  faite  que  dans  Ja  projpa.; 
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*  fidon  précédente  ,  on  mettra  dam  Téquation  générale 
x'^ y ssia"^^"  qui  exprime  le  rapport  de  ^  J^  {x)  à 
PM  (y)^àh  place  de  x*  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiffance  mà^  j4QJ^  -^-H^)  c*eft  â  dire ,  a?*-|-  ^w^x**— «5 
&  de  même  â  la  place  de  y""  les  deux  premiers  termes  de 

la  puiffance  n  de  QjT{y^'j^)  c'eftà  dire>--.2ir.:ce 

'qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 

X,  J  ^ni ey"" X*—  '  —  — ii li—  ^ — .— :L .  =r  ^»**»  qoi 

exprimera  le  rapport  de  ^^à  St2^.  Et  retranchant 
par  ordre  des  deux  membres  de  cettç  dernière  équa- 
tion ,  ceux  de  la  première  5  &  divifant  enfuite  par  ^>"j 

il  vient  mx— '->-^^"^^'^"^'=;:c^  }  dans  laquelle 

équation  efFaçant  le  terme— ^!Hiî!lIIl  qui  eft  nulparrap- 

aux  deux  autres ,  parce  qu'il  renferme  dans  Ton  expreA 
iîon  la  ligne  infiniment  petite  ou  nulle  P^(^),  on 

trouve  en  tranfpofânt  â  Tordinaire  1?  T  U)=^  J^— - 


"C  O  R  O  L  L  A  I  K  £• 


iSy»  Il  cft  donc  évident  que  pour  ttienet  la Tangen-  p i^^  ,^« 
te  M'i'  d*un  point  donné  2lf  fur  une  Parabole  ouuneHy-  &  114» 
perbole  de  tel  degré  qu'on  voudra  3  dont  Téquation  eft 
pour  la  Parabole  yi=sx*^»"^»,  &  pour  THyperbole 
^•yi-^^»-!-»  .  j]  Q^  f^m  qyç  prendre  la  foûtangente 

jPT:=i^  ^P  du  même  côté  du  point  A  par  rapport  au 

Î^oint  P  ,  lorfquc  c*efl:  une  Parabole  }  &  du  côté  oppoféii 
prfque  c*cft  4Uie  Hyperbole. 


^fô^ 


Vïj 


Digitized  by 


Google 


ijS  LivM    Ci  NQjj  ii*Mli 

PROPOSITION    XIIL 

Théorème. 

FiG.  125.  2^0.  3  o  I  T  comme  dans  la  dtfinitian  quatrième  , 

Parabole  A  M  B  de  tel  degré  quon  voudra^  dont  la  natw^t  efi 
exprimée  par  l'équation  y^sax"*  a"^°*  \  fait  menée  d^un  de  fes 
points  quelconques  B  la  droite  B  C  qui  fajfe  avec  A  C 1^ angle 
donné  A  C  B ,  d^  frit  achevé  le  paralleleyramnu  A  C  B  D.  J/ 
dis  que  le  parallélogramme  circonfrrit  A  C  B  D  ejlk  tenace 
parabolique  A  C  B  M  A  compris  par  les  droites  AC ,  C  B ,  d* 
par  la  portion  de  Parabole  A  M  B  j  comme  m  -+-  nefi  àxx^ 
Il  faut  prouver  ^)^r  A  CB  D.  A  C  B  M  A  :  :  m  4-n.  o. 
Ayant  fuppofc  fur  la  portion  de  Parabole  ^MB  Tare 
ikf 7^ infiniment  petit,  où  Ç\  Ton  aime  mieux ,  indéfini- 
ment petit  3  c'efl  a  dire  ,  moindre  qu'aucune  portion 
donnée  de  la  Parabole ,  (î  petite  qu'elle  puifTe  être  5  & 
mené  \t%  droites  MP^NQ^  parallèles  à  5  c  j  &  MK , 
2J L ,  parallèles  iAC\  lefquelles  forment  par  leurs  ree* 
contres  le  petit  parallélogramme  MRNS:  on  tirera  la 
tangente  MT  qui  rencontre  le  diamètre  ^  c  au  point 
2",  par  où  Ton  mènera  une  parallèle  à  CiJ,  qui  rencoo. 
tre  les  lignes  M  K ^  N L  ,  aux  points  F^  G.    Cela  fait, 

*%#iit.  189^  on  regardera  *  le  petit  arc  MN  comme  l'un  des  pe- 
tits côté$  du  Polygone  qui  compoiè  la  portion  de  Para. 
bole  AMB^  &  la  tangente  MT  comme  le  prolonge- 
ment de  ce  petit  côté  j  de  forte  qge  Toa  a.  deux  trian- 
gles rediligneç  NRM^  -WP^^^qui  font  femblables  : 
c*eft  pourquoi  NR  ou  M  S.  RM  :;  M  P.  PT  o\x  M  F. 
Et  partant  le  parallélogramme  PMRQ^  eft  égal, 
au  parallélogramme  F  M  SG  $  puifque  les  angles 
P  M  R  y  F  M  S  ^  font  égaux  ,  &  que  les  côtés  au- 
tour  de  ces  angles  font  réciproquement  proportionnels., 

f'Art.  137.  Or  *  MF  ou  PTs^^^APo^Z^M  K.    Donc  auffi  le 

m  m 

parallélogramme  F  MSG   ou   fon  égal   P M R  ^mM. 
^^KMSZ.  Et  comme  cela,  arrive  toujours  en  qucl^, 
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que  endroit  de  la  portion  de  Parabole  A  MB  qua«torti- 
be  le  petit  arc  M  N  -yW  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous 
les  petits  parallélogrammes  P  MRQj^  c'cft  à  dire ,  *  le  »  Art.iZ^ 

Triligne  parabolique  ^CBMji^^ADB MA  fonu 
me  de  tous  les  petits  parallélogrammes  ^  K  M  S  V.    On 

aura  donc  A  DB  MA.  A  CB  M  A  \\  m.  n.  Et  par  con. 
fcquenc  ADBMA^ACBMA  ou  ACBD.  ACSMA  :: 
m-^n.  n.    Ce  quUlfaUeit  deînontrer. 

COROLLAIRI. 

^39-  D  E-L  A  il  eft  évident  que  le  Triligne  paraboli* 
que  A P  M  e(ka\â  parallélogramme circonfcrit  AP  M  K^ 
comme  n  t^im^n  :  ic  qu*ain(i  le  Trapefe  paraboli* 

que  MP  CBar,^-!!^ABCD^.JL.APMK  j  puifque 
ACBMA^^ — ^CBD,6CAPM=:a-J!-APMK:, 

PROPOSITION    XIV. 
Theorcmc. 

240.  j)  o  I T  comme  fm  a  expliqué  dans  la  définition  F  i  g.  iié3 
tinquiéme^  une  Hyperbole  BMO  de  tel  degré  qu*on  voudra^  - 

dont  la  nature  eft  exprimée  far  l'équation  x^'^^isr^  9!^^^ i 
foit  menée  dun  de  ^e s  points  quelconques  B  la  ligne  B  C  paraU 
lele  k  l^une  des  ajymptotes  A  D ,  ^  terminée  par  t autre  enC-y 
r^  /oit  achevé  le  parallélogramme  ACBD.  Je  dis  que  ce 
faraUelogramme  infcrit  ACBD  ^  ^  Nfpace  hyperbolique 
<Ë  C  B  M  O  renfermé  par  la  droite  déterminée  B  C ,  par  la  li^ 
gne  CE  prolongée  k  } infini  du  chté  de  Y.^  (^  par  la  portion 
£  Hyperbole  B  M  O ,  prolongée  aujfi  k  l^ infini  du  chté  de  O^ 
€omme  TtimmmTi  eft  kn. 

Il  faut  prouver  que  ACBD.  ECB  M  O  ?:  m  — n.  n. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo. 
iition  précédente  ,  on  prouvera  de  la  même  manière 

que  le  jpetit  parallélogramme  P mrq=:!LkmS L. 
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Or  cfciwe  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  U 
portion  d'Hyperbole  £M0  que  tombe  le  petit  arc  MIsTi 
il  s'enfuit  que  la  fomme  de  cous  les  pçtits  parallelogram-- 
*^/t.iS4.  mes  PMR^  c'eft  à  dire,  *  l'efpace  ECB  M  0=,.. 
.l£,/rf2)-SJVfO  fomme  de  tous  les  petits  parallelogram- 

m 

ttiÇsZ  KM  SZ.  On  aura  donc  EuiDBAiO.  ECJBMO  ;:. 

m.nliii^^xi9LïitE^D3M0^ECBMO  ,o\x^CBD.^ 
ECB  MO  :  ;  w— ».  n.    Ce  qu'il  faUoit  démantrtr. 

COROLLAmjB      L 

141.  D  p.L  A  il  eft  évident  que  le  Trapçfe  hyperbo^ 
lique  CPMB^^-^^^CBB^^^^PMKy  puif-- 

que  ECBMOas  — ÎL,^  CBDySc  que  par  la  même  râi"; 

fan  Tefpace  E^MO^ -i- ^pmk.  . 

*  HP— » 

Oo  ROLL  AI  RE.     I  L" 

*42'-  De-la  il  fuit: 

1^.  Que  lorfque  m  furpaflè.»  j  le  rapport  du  paralWo^. 
gramme  infcrit  ^  CB  D  â.Tefpace  ECB  MO  indéfinie 
ment  éteodu  du  côté  de  £^  fera  toujours  exprimé  par  des, 
nombres  poiiti^  ;  6c  qu'ainfî  on  aura.toûjours  dans  ce  cas. 
la  quadrature  abfoluë  de  cet  efpace.  ^ 

i^.  Que  lorfque  ;9fsak;i,  ce  qui  arrive  dans  l'Hyperbole 
ordinaire  5  on  trouve  que  le  parallélogramme  ^CBB 
eft  â  l'efpace  hyperbolique  ECB  MO ,  comme  zéro  eft  i 
l'unité  :  c'eft  à  dire  que.  cet  efpace  eft  infini  par  rapport  aa 
paijaUelogramme.  infcrit.  ^  BCD.,^ 

3®.  Que  lorfque  m  eft  moindre  que  »^}  le^arallelo-. 
gramme  infcrit  .^Ç-BD  fera  à  Teipace  hyperbolique 
ECB  MO  comme  un  nombre  négatif  à  un  nombre  po- 
ficif  :  ce  qui  fait  voir  alors  que  la  raifoQ  de  cet  efpacd 
au  parallélogramme  /<^ Ci?  JD,  eft  pour  ainfi  dire  pluj 
qu'infinie...  Mais  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas, 
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que  refpace  hyperbolique  renfermé  par  la  droite  D  B^ 
par  rafymptote  ^  D  prolongé  à  Uinnni  du  côté  de  D, 
&par  THy-perbole  O^M  B  auffi  prolongée  i  Tinfini  du 
côté  de  £  ^  fera  au,  parallélogramme  infcrit  ^  CM  D, 
comme  m  eft  à  n^^m^  c'eft  à  dire^  que  cet  efpace  (çra 
quarrable  5  car  prenant  les  indéterminée»  {x)  fur  TaM^ 
fymptote  ^  D^  au  lieu  qu'oncles  avoit  prifès  fur  Tafymp- 
tote  Ac  ,  réquation  à  rHyperbole.  deviendra  *  x"^*  ^'-rfrM^o; 


BROPOSITION    XV:. 

Theorcxnc..  v 

i 

243^  b  O  I  T  dans  t  angle  droit  CAD  une  ligne  courbe  Fie.  1177. 
quelconque  A  M  R^  dont  l'on  fcathe  mener  Un  tangente  M  T  j 
^  foit  dans  l* angle  D  A  H  qui  efl  a  cbtè  de  celui-oi  ^  une.au- 
tre  ligne  courbe  H^F  E ,  teffe  qu^ ayant  mené  d^un  dé  [es  points, 
fuelconques.  F  la  ligne  F  M  parallèle  ^  A  C ,  qui  rencontre  en 
K  la  ligne.  AD,  &.  en  M  la  première  courbe  A  MB  ^  &  ' 

ayant  tire  la .  tangente  M  T ,  qui  rencontre  A  C  au  point  X  :  ^?» 
ait  toujours  comme  K¥^  efi  àîAT,  ainfl  une  ligne  contante  a 
^ui  demeure  toujours  la  même  en  quelque  tndhit  que  tombe  le 
;ùoint  V^efi  àlSi  F.  Je  dis  que  f  par  un  point  quelconque  V^  de 
la  ligne  AD  l'on  mené  une  ligne  droite  E B  parallèle  i  A.C 
f^  terminée  par  lef  deux  courbes  j  t  efpace  À  D  E  F  H  fera  * 
igal  au  reElanglè  de  la  courbe  A  M  B'/^^r  la  confiante  a^ 

Il  faut  prouve^  que  kHEVW^AUHH^. 

Ayant  fupQofé  par  tout  où  Ton  voudra^  fur  là  courbe  * 
\A MB  V^rc  M  N  infiniment  petit ,  &  mené  lès  droites  - 
MF ,  NG  ^  parallèles  à  -^  c  j  &  qui  rencontre  là  droi*  ^      ^ 

fc  ^D  aux^  points  iC,  L  ^tlMi  courbe  HFE  aux  points  -  ' 
JF,  G  ,  on  tirera  le«  droites  FS\  MR\  parallèles  i  j4  D\ 
&.on  prolongera  RM  jufqo'à  ce  qu'elle  rencontre  ^C  ' 
«Q  P.    Cela  pofé  ,  les  deux  triangles  rcdangles  femblà-i 
bleS'iW Pr,  Jl/^JST,  donnent  il^iî.^  Af  ;sr  :  :  Af  P  ou  • 
^JC^MItii^.  KF.  Et  partant -Kf  H  ;m^  ,  c^efbà  dire;  , 
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le  petit  rectangle  F  K ZSmt^M  Nhm.  Or  comme  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  Courbe  A  lA  3 
qu'on  prenne  le  petit  arc  M  N  ^  il  s'enfoit  que  la  (bm* 
"^  Art.  \%^  me  de  tous  les  petits  redangles  K  LSF ^  ^  c  eft  à  dîre^ 
Vefpace  ^DEF H  fera  cgal  à  la  fomme  de  tous  les  pe- 
tits redangles  MNxa^ c'eft  à  dire ,  au  redangle  de  la 
courbe  ^  MB  par  la  confiante  a.  Ce  qu*ilfaâoit  dèmtntrtf. 

C  o  »ro  I.  L  A  I  n  £    L 

^44*  JD  B-i  A  il  eft  évident  que  k  redangle  de  la 
portion  ^  M  par  la  'conftante  a  ,  eft  égal  à  Tefpace 
A  KFH  yicdo  même  que  le  reâangle  de  la  portion  M^B 
par  la  même  ligne  a ,  eft  égal  à  l'eTpace  KBEF. 

COROLXAIJLS      IL 

^45»  S  1  l*cm  fuppofe  que  la  Courbe  A  MB  (bit  fat 
féconde    Parabole    cubique  ,  qui   ait    pour   équation 

'^An.  xjv/— ^^-^  {AP^x  ,  P M^y)  ^  on  aura  ♦  />r««^;rj 

&  à  caufe  du  triangle  redangle  MVT %  Thypothenufe 

M  Tas:  ^yy  -+-  4 -v  X.    Mais  par  la  propriété  de  la  Coar* 

be  HPÈ,  il  faut  quc^/>  (y).  JlfT  {^yy'\-\xx\ 

:z  a.  KF.  Ce  qui  donne  *:/=»  i  ^  ^-j- tllîlf  «  ^  ^-f-  ^  ^^^ 

tti  mettant  pour  axx  fa  valeury.  D'où  l'on  voit  que 
la  Courbe  H  FE  cQc  dans  ce  cas  une  Parabole  ,  qui  a 
pour  axe  la  ligne  AD^  dont  Torigine  eft  au  point  O^ 
pris  de  Tautre  côté  du  point  D  par  rapport  au  point ^j 
«n  forte  que  A  o^^^a^^  dont  le  paramètre  =^^: 
f  Art.  if.  car  par  la  propriété  de  cette  Parabole  *  Je  quarrc  de 
l'ordonnée  KF  fera  égal  au  redangle  dç  K  o  par  le 

paramètre  j^,  cVft  â  dire  en  termes  analytiques^  K  F 
mssMa-^^ay.      Or  comme  les  Trapefes  paraboliques 
•  An.  249.  ADEH ^AKF H, font  »  quarrabl« , il  s'enfcùt  qu/oa 
a  la  redificatioo  unt  de  Ja  Courbe  A MJB  ^ ^iie  d'une 
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De  tA  cowpAiiArsaw  des  Secti»ks  Coniq^  1^5 

lie  Tes  portions  quetconqucfs  ^M. 

Si  Too  veut  exprimer  au  JQfte  la  valeur  de  la  portion 

A  M  ^ovi  remarcpiera  aue  AH  eftac»^  i  puifque  A  H 
maAO  n^^a  ss^  a.  Ainh  ayant  nomme  là  tangente  MT^  t  r 

la  ligne  AKou  MPy^y  j  on  aura  K /•=— ^  &  leTrape-' 
fci^^nboluMt^FAKH  cm*^FK^KO^t  HA^AO  '•'Art.  x^^ 
^^at^li^^^aa^AM^a.,  Ceft  à  dire  en  dû 
vifanr  par  i^^^que  la  portion  cherchée  >^JMcBaî^4r-L!i 


.K  ^ 


«—  -^^.    €e  qui  donne  cette  con(lru<9don. 

Ayant  mené  du  point  donné  M  fur  la  féconde  Pa«. 
rabole  cubique  AMB  ^\x  tangente  M^T  qui  rencon* 
tre  en  ^la  ligne  A  K  menée  par  Torigine  A  de  Taxe 
•/^  C  perpendiculairement  â  cet  axe  ,^  on  prendra  (\if  cet» 

•e  ligne  la  partie  Af^^^'^a  }  &  ayant  tiré  J^C  parai-- 

lele  à  -WT  qui   rencontre  Taxe  en.C,  on  décrira  da  . 
centre  /^&  du  rayon  T^A  un  arc  de  cercle  qui  coupe  t^C 
en  a:'.  Je  dis  que  Ja  portion  A  M  dçh  (efonde  ParabpJ 
le  cubique  A  M  B  (era^^égale  à  la^k^mme  d9^  diçux  droip^ ,. 
tes  MQ^,  CAT. 
Car  à  caufe  des  triangles  fcmblables  TP  M^TA^. 

il  eft  clair  que  MQ^^  MT{t  U  puifque  AP^^P  Ty 
U  à  caufe  des  triangles^  femblables  MPT^VAC yA 
Tknt  MR  (y).  MT  (ty::Ajr(Jia).  VCémllI,  tA 

partant  CJTsm  ^'— —  ^.   Donc  &c. 

PHOPpSlTIQNî    XVX     •     - 
^^  Tlacorcnjc-  .. 

14^.  Soir  une  Hyferbole  equiUtere  E  A  F^^4wf  aitipâur  F 1  c.  ii£. 
tf»ttr^  le  ^oim  C,  d^  f  ^w  U^  masUi  de  Jon^remf^er  axe  U 
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t^4  "   :LTV^R:i    C'f'NQ^UîrM-1. 

droite  C  A  j  ^f^r  ««^  Parabole   fS  C  S  f»/  ^//  /Wfr  axe  &r 
irg«^  A  C  prolongée  eu  cbte  de  C  qui  en  fera  Conyru ,  ^p^mr 
paramètre  jde  L'axe  une  li^ne  double  4e  (Z  A.    Si  i^'^n  mené  par 
un  point  quelconque  t^  Je  la  J^aruhole  -N  C  S ,  une  faraUele 
N  E  i,  C  A ,  qui  rencontre  l* Hyperbole  Ef^^  au  point  E  ^  ^ 
fon  ft'conà  dxe  X2L  au  point  L  ^  je  dis  que  Vejpace  hyperbê^ 
lique  C  L  E  A  renfermé  entre  les  dettes  AC,  -CL,Lt^  ^ 
la  portion  Ek  de  l' Hyperbole  ^  efi  é^ala%  reciangie  de  lapor^ 
tion  CN  de  la  Parabole  par  la  droite  AC 

Ayant  mené  par  un  poinc  quelconque  M  Aéhi  poF* 
tion  CiSr.de  la  Parabole  ,  une  perpendiculaire  yW  G  i  la 
tangente  MT  qui  pafle  par  et?  point  ,  terminées  l'une 
&  l'autre  par  Taxe  aux  points  G  ,  T»  &  une  parallèle 
MB  i  C^,qui  j-encontre  l'Hyperbole  en  B^ia  Ion  le- 
cpnd  axe  CZ.en  H  :  lès  lignes  MG ^  H B ^  feront  cga. 
les  enrr'elles.  Car  menant  Tordonnée  MP  à  Paxe  oa 
^Art.Xi^.  aura  *  P  G ^=slC ^  >  &  à   çaufe  du   triangle   redangle 

MPG,\t  quatre  MG^ ^p m"^ Tg^^cJT 4- C ^/ 

^  ^r/,  U7-  c=*  /f  y ,  à  caufe  de  l'Hyperbole  cquilatcre  £  ^  F  5  & 

partant  MG^^tH B.   Or  les  triangles redangles fembla- 

Mes  TPM  ,  MPG,  donnent  MP  ou  CH.  MTz:  PG 

^Art.  I4J.  ou  cA.MGomHS.   Donc  *  ttc. 

C-o  R  o  L  X  A  I  a  E     I. 

M?*  JDe-la  il  eft  évident  que  le  Trapefc  typer* 
bolique  HLEB  eft  égal  au  redangle  de  la  portion 
^  Parabole  MN  pat  ia  moitié  C^r^  du  paramètre  de 
fon  a-xe.  ♦  s 

C  O  R  O  L  X  A  1  II  ^      11/ 

^48*  Sx  l'oû  iticne  dans  l'Hyperboïe  équilatérc 
£^F  deux  parallèles  quçiconqucs  B  D^EFySc  qu'on 
tire  par  leurs  extremitcs^  dés  lignes  droites  BM  ^  EN^ 
DR  ,  PS,  parallèles  i  AC,,  lefquelles  rencontrent  le 
fécond  axe  de  THyperf^ole  aux  points  H,L^K^Oi 
IsL  différence  des  œdan^Ics  ^CnUK^ACnK^^  ica 
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1>E  LA  COMPARAISON   DIS   SECTIONS  CONIQ^  lif  j[ 

légale  ( ea cirant  les  droites  B£^D  F^)  àh  diâèrence  de& 

'Trapefes  redili^nes  HZEB^KOF D.  ^ 

Car  le  recSafagle  j4CmMN  eft  égal  *  au  Trapefe  hy^  ^Art.x^j. 
perbolique  H  LE  B  \  ia  par  confcquent  le  redangle 
^Cm  M  N  plus  le  fègment  hyperbolique  ^£  fera  cga4 
au  Trapefe  rediligne  H LEB  :  de  même  le  redangle 
^CnRS  phis  le  iegment  hyperbolique  D  F  fera  égal  au 
Trapefe  rediligne  KO  F  D.  Donc  puifque  les  deux  feg. 
mens  hyperboliques  EB/DFy  font  *  égaux  entr'eux ,  la  *-^r/.  «04» 
différence  des  reftangles  uiCMMNyAC^RS^  fera  éga- 
le  à  la  différence  des  Trapefes  redilignes  HLEB ,  KOFIX 

<:e  ^u'il  fallait  démontrer. 

1C0R01L  AI  RE  riL 

2'49*  Lr  E  s  mêmes  cb<>fes  étant  pofées  que  dan's  le 
Corollaire  précédent  j  fi  Von  fait  x  A  C  L  H  \^ 
BH-\^LE.m  \\  eft  claw-  que  le  reéèangle  AC^mz=^\LH 

xBH^LE  ^  c'eft  d  dire ,  égal  au  Trapefe  rediligne 
HLEB.  De  même  fi  Ton  fait  xAC  KO  :  :  KB-^FO.  n. 
il  eft  clair  que  ACxn  eft  égal  au  Trapefe  rediligne 
KO  F  ta.  Par  conféquent  *  la  difïèrehce  des  redangles  "^Art.xâ^l. 
ylC^  MN ,  UC^kRS  ^  fera  égale  à  la  différence  des  . 
xeAangles  A  c  nm^  AC^n  \  c'cft  à  dire  ^  en  divifant 
par  AC ^  que  la  différence  des  arcs  paraboliques  M^ ^ 
R$  ^  fera  égale  àja  différence  des  droites  m  y  n.  D'où 
Ton  voit  qu  on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  â  la 
diiference  d'une  iùfinité  id'arcs  Paraboliques  tds  que 
MN.RS.  -. 
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L  I  V  R  È     S<  1  X  I  E'  M  E 
Des  Se  (Scions  Coniques  conpàerées  dans  U  SaUJë^ 
GHAElTiLE    PREMIER. 
Des  trois  Serions  Coniques  en  générale 

De'einitions, 

u 
Pie.  uj.  ^I  par  uft  point  fixe  S  élevé  au  defltis  du  plan  <i'aa> 
^  cercle  VXY ,  on  fait  mouvoir  une  ligne  droite  S  Z: 
indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'autre  du  point  «S, 
autour  de  la  circonference  du  cercle  »  en  forte  qu'elle 
foffe  un  tour  entier  j  les  deux  furface*  convexes  produi- 
tes par  la  ligne  droite  indéfinie  Sz  dans  ce  roouveœeor^ 
font  appellées  chacune  feparémcnt  Surface  Conique  ,  & 
toutes  deux  enfemble  Surfauy  Commues  êffofees, 

1. 
Le  point  fixe  5  qui  eft  commun  à  l'une  &.  â.  l'autre; 
Surface  Conique  ,  eft  nommé  Sommet. 

Le  Cercle  VXY^  Bafe, 

4- 
Le  Solide  compris  par  la  bafe  VXIT»  &  par  la  poit 
eion  de  la  Surface  Conique  que  cette  bafe  coupe  depuis 
le  Sommet  5 ,  eft  appelle  Cone,  .. 

î- 
La  ligne  J amenée  du  Sommet ^â  un  poinr quelcon» 

que  X  de  fa  bafe ,  en  eft  un  des  Cbtèi. 

6. 

La  ligne  SO  menée  du  SorpmetX  du  Cône  par  le  ce»^ 

tre  o  de  la  baie ,  en  eft  ^Axe. 

7- 
On  dit  qu'un  Cône  eft  droite  iorfqae  fbn  axe  eft  pets- 
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Des  1'Rx>îs  SfcTîôSfs  Coniq^  im  generau  tSj 

}>èn<)iculaire  fur  le  plan  de  iâ  ba/ë  $  &  au  contraire  qu'il 
^ft  fcalene  ^  loriquc  fon  axe  eft  oblique  fur  ce  plan, 

«. 
Si  Ton  coope  une  Surface  Conique  par  un  plaù  F^G  piC  ijci. 
t]ui  ne  paiTe  point  par  le  Sommet  5,  8c  qui  ne  foir  point  151.  i)u 
parallèle  au  plan  de  la  bafe  VJCT  j  la  ligne    courbe 
FAG  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Surfa- 
ce Conique ,  eft  appcUce  SeEiion  Conique. 

9- 

Si  l*on  mené  par  lej  Sommet  S  d^un  Cône ,  un  plan 
SD  E  parallèle  au  plan  d'une  Seâion  Conique  5  la  droite 
indéfinie  D  E  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec 
<elui  de  la  bafe  du  Cone^  s'appellera  Direffrice^ 

10. 

Upe  Sedion  Conique  FAG  eft  appellce  Paraiole ,  lor^ 
*que  la  Dire<îlrice  2)  £  touche  le  cercle  qui  eft  la  bafe  du 
Cône  :  Eiliffe  y  loriqueMe  tombe  toute  entière  au  debors: 
H  Hypethole^  loffqu'elJe  If  traverfe. 

Mais  dans  ce  dernier  cas  ^  iî  Ton  prolonge  le  plan  de  Fig.  15^. 
la  Sedioo  ,  il  eft  vifible  qu'il  rencontrera  la  Surface  Co- 
lique oppofëe  I  la  ligne  courbe  KM  H  formée  par  cct^ 
te  rencontre  ^  fera  nommée  Hyperbole  opfopt  à  la  pre» 
<mére  FA  (?  j  &  les  deux  ^nfemble  ,  Hyfirboles  ou  Sec^ 
4ims  oppofees. 

\u 

Si  dans  le  plan  d*une  SeAion  Conique  il  y  a  une  ligne  F  i  «.  ijo. 
-droite  qui  ne  la  iJeocontre  qu^en  utir  fcul  point  ,  &  qui  »$»•  *J** 
^^tit  prolongée  i^^finiment  de  part  &  d*autre  n*entrc 
point  dedans,  mais  tombe  toute  entière  au  dehors  -,  cette 
Jigne  fera  nommée  Tangente ,  &  le  point  àk  elle  rencon- 
tre la  Sedion  ,  point  à* Attouchement. 

COROLLAI&JE      ï. 

^50.  Dans  la  Parabole  tous  le$<îotés.du  Cône  Fic.ijo» 
«tant  prolongés  indéfiniment  rcncontreronc,  néceflaire. 
«^acM^  pian ^  excepta  lefeulccté^Dtircdu  Sommet  X 
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1^8-  htrKT    SlXlB'MR 

p^rle  pointDoù  UDireûricc  D£  touche  la  bafcîjniif^ - 
-qu'il  n*y  a  que  ce  côte  qui  foit  dans  le  plan  S D  JE  paral- 
lèle à  celui  de  la  Sedibn ,  &  que  tous  les  autres  le  coupenc: 
dans  le  point  5»    D*où  il  eft  clair  que  la/ Parabole  s'étend, 
à  riafini.,  &  ne  rentre  point  en  elle  même. 

Co  fil.O  L  L  AM  IL  E      It 

Bio.  iji.         151,  Da>^s  l'E'lipfe  tous  les  côtés  du  Conectanc: 
prolonges ,  s^'U  eft  néceUaire  y  rencontrent  Ton  plan  y  pui(l  ' 
que  le  plan  S.DB  qqi  lui  eft,parallele  ,  eft  rencontre  par 
tous  dans  le  point.  S,    D'où  l'on,  voit  qu'elle: renferme  on: 
efpace  en.  rentrant  en  elle  nvême. 

CoiLOLLAiR.E    riK.  , 

BicG.  izj..       Z51.  Jl)  A  N  s  les  Hyperboles  oppofces  tous  lès  côtés* 
du  Cône  excepté  les  deux  S Df  SE^tirc$  du  Sommet <S. 
aux  points  DyEy  où  la  Directrice  coupe  la  bafe, étant 
prolongés  indéfiniment  de  part&  d'autre  du  Sommet  5,. 
repconcrent  néceiTairement  leur  plan  >  puifqu*!!  n'y  a: 
que  ces  deux  cotés  qui  tombent  dans  le  plan  S  DE  pa« 
rallele  au  plan  de.  ces  4çu^  Hyperboles  ^  fie  qpc  tous  Icsv 
autres  le  coupent  dans  le  point  5.    Les  côtés  de  la  potr 
tion  S  DTE  forment  les  points  de  l'Hyperbole  Fu4G,, 
&  ceax.de  la  portion  SDYE  étant  prolongés  de  rauire: 
côté  du  Sommet  *£,  forment  les  points  de  Jbn^pofée. 
KM  H..  D'où  Ton  voit  que  les  Hyperboles  oppofécs> 
s'étendent  cbacuni  l'infini  ^  &  i>e  rentrent  point  en  dless 
inêmes,  non  plus  que  la  Parabole.. 

E'R  OP  OSITI  OR    L 

Theorcme. 

*FxiC.  iji,         iS?'  On  ton^&ufedeuxfurfac€$  ComqwSrofppfies^fiÊm-. 
plan  S  a  m  qui  payant  .far  kw  Somimt  S  ^  entn  aq  ^dtdam  j 
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Des  TROIS  Sections  Contc^j^in  général.  léj 

jf  dis  quUl  fo%jnera  par  fa  rencontre  avec  ces  deux  Surfaces  ^ 
deux  lignes  droites  Sa,  S  m  ,  indéfinimem  prolongées  de  part 
(^  d autre  du  point  S.  . 

Car  foie  am  la  commune  Sedion  do  plan  coupant,  & 
du  plan  de  la  bafe  ;  il  eft  clair  qu*elle  rencontrera  cette 
baie  en  deux  points  a^  m-^  puifque  par  la  fuppofition  le 
plan  Sam  emre  au  dedans  de  la  furface  Conique.  Or  (î 
Ton  mené  les  côtés  Sa^Sm^  indéfiniment  prolongés  de 
p^rt  &  d'autre  du  iommet  «S  ^  il  eil  év^ident  par  la  gêné* 
ration  A^  Surfaces  Coniques  oppofées  que  ces  côtes  fe^ 
ront  les  deux  communes  Sedions  de  ces  deux  Surfaces  ; 
avec  le  p|anc  coupant  Sam.    Cefi  ce^u-ilfalloit  démontren 

Corollaire    I. 

2'54*  C>OMME  la  partie  de  la  ligne  ^«i  qui  joint^ 
lés  deux  points  a ,  m^  de  \z  circonférence  ^  toml^  au 
dedans  de  la  bafe  ,  6c  que  tout  le  refte  de  cette  ligne 
tombe  au  dehors  3  il  s'enfuit  que  fi  l'on  conçoit  que  le 
plan  Sam  foit  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Som^ 
met  «S,  la  partie   de  ce  plan  qui  fera  renfermé  dans^ 
l'angle  aSm ,  &c  dans  fon  oppofé  au  Sommet ,  tombera 
au  dedans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofées  ,  6c  que  - 
tout  le  refte  de  ce  plan  tombera  entre  ou  (ce  qui  eft  la  ^ 
même  chofe)  au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 


CO&O  LL  AIRE     II.' 


Mî-  D^ 


'E-L  A  il  fuit  que  fi  Pon  joint  deux  points  F  i  «.  ij'o;^ 
quelconques  ^4  ^  My  d'une  Seâion  Conique  par  une 
ligne  droite ,  elle  fera  renfermée  au  dedans  de  la  Sec- 
tion }  &  qu'étant  prolongée  indéfiniment  de  part  de 
d'autre  ,  elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  Car  me- 
nant du  Sommet  S  par  les  points  > ./4  ^  M ^  les  côtés: 5^, 
Sm^  &  faifànt  pafTer  un  plan  par  ces  côtés  5.  il  eft  clair 
que  la  ligne  ^  AÏ  tombe  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 
«ft^. renfermée  dans  Tangie  aSm^  &  que  tout  le  reft^- 
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de  cette  ligne  (e  trouve  dans  la  partie  de  ce  plan  qui  Toor- 
be  dans  les  angles  i  côté. 

C  O  KO  LL Al  RE      II L 

15^-  S  I  Ton  mené  par  le  Sommet  5  du  cône  une  ligne 
parallelle  à  une  ligne  A  M  terminée  par  une  Seâioa 
Conique  ^  il  eft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  S  H ,  tombera  dans  l'un  des  angles  à  coté 
de  Pangle  aSm^  c'eft  à  dire  au  dehors  de  laTiirfàce  Co- 
nique i  6c  qu'ainfî  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  la  baûr 
en  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle  ^  oit 
.bien  qu'elle  lui  fera  parallèle. 

COILOLL  A  I  RE      IV. 

Fi G.  iji-  ^57*  1  L  fnrt  encore  du  Corollaire  premier  que  fi 
Ton  joint  deux  points  quelconques  ^^M^  de  deux  Hy- 
perboles oppofées  par  une  ligne  droite,  elle  ièra  renier, 
mée  entre  ces  Hyperboles  i  &  qu'étant  indéfiniment  pro- 
jongée  de  part  &  d'autre  ,  elle  entrera  au  dedans.  Car 
menant  par  le  Sommet  S  les  côtés  Sa^  S  m^  qui  pai&nt 
.par  les  points  ^  ^  M  ^8c  faifant  pafTer  par  ces  côtés  qb 
plan  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  point  J  ^  il  eft 
clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  eft  renfermée  dans  Panu 
^\c  u4 SJif  où  tombe  la  ligne  ^ M^  eiï  comprifè  entre 
ces  deux  Surfaces,  &  que  la  partie  du  même  plan  qui  eft 
r^enfermée  entre  les  deux  a9gles  â  côté  où  fe  trouvent 
les  prolongemens  de  la  ligne  ^M^  tombent  au  dedans 
.de  ces  deux  Surfaces,  Or  comme  la  ligne  AMc^lt 
commune  Seâion  du  plan  Sam  avec  celui  des  deux  Hy- 
perboles oppofces  ,  il  s'enfuit  &c. 

Corollaire.     V- 

^58*  Il  fuit  aufG  des  Corollaires  deuxième  &  qiuu 
^riéme  ^  qu'une  ligne  droite   ne  peut  rencontrer  Jttne 
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Seûion  Conique,  ou  les  deux  Hyperboles  oppofées  y  au 
plus  qu'en  deux  poims»  • 

PROP  O  SITIO-N     IL 

^heorcnic* 

M9v^  S I  ^^»  coupe^une  oufauUre  des  deux  Surfaces  Co.  F 1  c,  \x^ 
niques  oppofées  ^^ far  un  plan  ovx^  parallèle  à   la  hafe 
O  VXY  y  je  dis  que  la  SeHion  qu*  il  forme  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique  ^^fi  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  ^ 
Oyoàee  plan  rencontre  l'axe  S  O ,  prolongé  de  l^ autre  cbté  du 
Sommet  S,  lorfquUl  efi  neceffaire. , 

Car  fi  Ton  mené  par  un  point  quelconque  JT  de  U 
bafe  au  eentre  o  le  rayon  ^O ,  &  au  Somnaec  S  lecôté^ 
^5  qui  rencontre  le  plan  ^vx^  au  point  x:\t&  lignes 
OX^ox ^{çxovit  parallèles  entr^el les  j  puifqu'elles  font 
les  communes  Seâions  de  deux  plans  parallèles  OVXYy  ^ 
ovxy  y  par  le  mêmie  plaa  5  O  JT  prolongé  ,  s'il  eft  ne-, 
ceilàire  de  l'autre  côtcxlu  Sommet  5.  Les  triangles  OSAT,^ 
oSx^  feront  donc  fèmblabiesiSc  par  conféquent  on  au- 
ra, toujours  5  O.  O.AT  ::  So.  ox^  Or  les  premiers  ternies  • 
de  cette  proportion  étant  par  tout  les  njêmesv  le  qua«^ 
triéme  ^a;  ne  changera  point  de  grandeur  en  quelque 
endroit  que  tombe  le  point  x.    D'où  l'on  voit  que  la  ligne 
courbe  v  xy  eft  la  circonférençe^d'ua  cercle  qui  a  pour 
centre  le  point  0... 

COROLXAI  R  t. 

2^0*  1  L  fuit  deJà  qu'on  peut  placer  la  bafe  d'un  cotre  - 
en  tel  endroit  qu'on  veut ,  félon  qu'il  eft  plus  commode. 
G'eft  pourquoi  lorfque  la  Sedion  eft  une  Parabole  ou 
tine  Hyperbole,  oa  la  place  ordinairement  en  fortequ'el- 
le  co^pe  la  Seâion  ^  mais  lorfque  c'eft  une  Eliipfe  on  la 
^ace  tantôt  de  manière  qu'elle  la  coupe ,  &  tantôt  de-^^ 
manière  qu'elle. tombe ^udeflbus. 
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PROPOSITION     I  IL 
Théorème. 

Fi  p.  ^}#.  2.6l»  ^  I  ^^^7/  le  plan  d^nne  Parabole  F  A  G ,  /^^«  tire  par 
un  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cône ,  une 
,  ligne  droite  indéfinie  A  B  paralleUe  au  cbtè  S  D  qui  pajje  par 
'  le  point  oà  la  DireEirice  DE  touche  la  bafe  h  je  dis  que  cette 
ligne  A  B  tombe  toute  entière  au  dedans  de  la  Seîhon ,  ^  qt^^ 
elle  ne  la  rencontrera  jamais  quoique  prolongée  à  f  infini  du  co^ 
fédeB. 

Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du  cône,  &  par  Iz 
ligne  ^  B  un  phn  SyfM/i\  formera  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique  deux  côtés ,  dont  l'un  fera  tovL- 
jours  la  ligne  S Dy  puifque  ^ £  lui  eft  parallèle  5  &  l'au- 
tre la  ligne  Sa  qui  paile  par  le  point  ^.  Oc  le  plan 
DSa  renfermé  entre  les  côtes  5 Z) ,  5 ^ ,  prolongés  à' 

-*-rfr/.  Z54.  l*infini  du  côté  de  2>  &  ^,  tombe  *  au  dedans  de  la  Sur- 
face Conique.  Par  conféquent  la  ligne  j4£  qui  eft  toâ.' 
jours  dans  ce  plan  ,  étant  parallèle* au  côté  S  D ,  tombera 
toute  entière  au  dedans  de  la  Parabole ,  &  ne  la  rencotu 
trera  jamais  quoique  prolongée  à  Tinfini  vers  B. 

PROPOSITION    I  y. 

Theorêmç. 

;F I c.  130.1  Z62.  S  I  dans  ie  plan  d^une  Parabole  V  AG y  ^on  tire 
par  un  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cene^ 
une  ligne  droite  A  M  qtU  ne  foit  point  parallèle  au  cbtè  S  D^ 
^  qui  pajfe  par  le  point  ti  oà  la  THreîlrice  D  E  touche  la  bafe: 
je  dis  que  cette  ligne  étant  prolongée  autant  qu* il  fera  necejfaire^ 
rencontrera  la  Parabole  en  quelque  autre  point  M. 

Car  (î  Ton  fait  pafler  par  le  Sommet  S  du  cône  &  par 
cette  ligne  un  plan  5^^^^  il  eft  clair  qu'il  entre  au  de* 
4^ns  de  la  Surfifice  Conique  >  &  ^u'il  ne  pafTe  poinc  psj: 
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te  côté  SDid^ii  il  fuir  que  ce  plan  forme  fur  la  Sur«. 

face  Conique  *  deux  côtes  Sa^^m  j  donc  Tun  Sa  paflè  ^  Atu  15^. 

par  le  poinc  ^  }  &  Taucre  S  m  n'eft  point  parallèle  au 

plan  de  la  Sedion,  puifou^il  n'y  a  (hyp:)  que  le  feul  côté  « 

^Z)  qui  lui  foie  parallèle.    Par  confëquenc  le  côté  Sm 

étant  prolongé  (  s'il  eft  neceflaire  )  rencono-era  le  plan  de 

la  Parabole  en  un  point  M  ^  par  où  pafTe  la  ligne  ^  M 

qui  eft  formée  par  la  rencontre  du  phnaSm  avec  celui 

de  la  Parabole,    Or  il  eft  vifîble  que  ce  poinc  Jl/eft  un 

des  points  de  la  Parabole  Fu4G  ^  puifqu*il  fe  trouve  en 

même  temps  dans  le  plan  de  la  Seâion  ^  &  fur  la  Siur- 

iace  Conique.    Donc  Uc. 

PROPOSITION     V. 

Problême 

2^3*  ]\4e NBR  €tun  point  donné  A  fiir  une  SeBion  Co^  F i«.  r^^' 

^nique  ^  une  Tangente  A  F,  134.  ijj. 

Ayant  mené  par  le  point  ^  &  par  le  Sommet  S  du 

^one  >  une  ligne  droite  S  A  qui  rencontre  le  plan  de  la 
bafe  au  point  ^  ^  on  tirera  à  cette  bafè  par  le  poinc  ^  ^  la 
Tangente  Eaf-^  &  la  ligne  AF  formée  par  la  rencontre 
du  plan  if£/r/(  prolongé,  s'il  eft  néceUaire^  au  delà  du 
Sommet  5)  avec  le  plan  de  la  Sedion^  fera  la  Tangente 
qu'on  cherche. 

Car  puifque  la  Tangente  £^/ tombe  toute  entière  au 
dehors  de  la  bafe  excepté  le  feul  point  a^  il  s'enfuit  que 
le  plan  if  £^/ prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre 
du  Sommet  S  ne  rencontre  les  Surfaces   Coniques  op- 

pofées  que  dans  la  ligne  Sa  auffi  prolongée  indéfini, 
ment  de  part  &  d'autre  du  Sommet  S ,  &  que  tout  le 
refte  de  ce  plan  tombe  au  dehors  de  ces  Surfaces.  Par 
conféquent  la  ligne  A  F  formée  par  la  rencontre  de  ce 

-  plan  avec  celui  de  la  Seâion  ,  ne  peut  avoir  de  conw 
roun  avec  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  furfaces  que  le 
:!feul  point  ^  où  la  ligne  Sa  rencontre  le  plan  de  la 

Y  jy 
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SedioD  ,  &  tombe  couce  entière  au  dehors  excepté  ce: 
point.    Donc  &c 

C  o  R  o  L  L  A  I  Ki     h 

^6 A-   C  QM  ME  Ton  ne  peut  faire  pa&r  par  le  |>oiiW; 
a  de  la  baie  du  cône  ^  qu'une  feule  Tangente  B  af^l  s'en- 
Sait  aufll  que  d*uu  point  donné  A  fur  une  Seâion  Coni« 
que ,  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente,  ui  F. 

COROLLAIILJL     IL 

^^5'  -LIe-l  a  on  tire  la  manière  de  mener  une  Tan-- 
gente  yi  f  parallèle  à  une  ligne  droite  M 2/  donnée  de. 
pofirion  fur  le  plan  d'une  Seâion  Conique  ou  de  deux 
Serions  oppofces.    Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du 
cône ,  une  parallèle  S£  à  M  Nj  elle  rencontrera  la  Du 
redrice  D  £  en  un  point  E ,  ou  bien  elle  lui  fera,  parallè- 
le 5puifque  cette  lig^e  S  E  fera  parallèle  au  plan  delà  Sec 
tion,  &  tombera  par  confequenc  dans  le  plan  SDB.   Sî 
elle  la  rencontre  en  un  point  E  qui  tombe  au  dehors  du 
cercle  qui  eft  la  bafe  du  Cpne  :  ayant  mené  du  point  £  à 
.€e  cercle  ^  la  Tangente  Eaf^  il  eft  clair  que  lé  pkm  S£af 
formera  par  fa  rencontre  avec  le  plan  de  la  Sedion,  une. 
Tangente  ^  F  qui  fera  parallèle  à  la  ligne  M  N\  puit 
que  les  deux  Sedions  ^F^SE^  des  plans  *  parallèles 
M  N^ S ED  ,  coupes  par  le  plan  touchant  SEaf^  font: 
^Hjfpé       parallèles  entr'elles  auffi  bien  que  *  5£^  M  2f^ 

C  G  &  O  L  L  A  1  K£       III. 

266.  L  ES  mêmes  chofês  étant  pofée^  que  dans  le 
Corollaire  précédent. 
fie.  1J5.  1**.^  Dans  la  Parabole  le  Problème  eft  impoffîble, 
lorfque  la  ligne  MN  donnée  de  pofition,  devient  pa- 
rallèle au  côté  4SD  oui  paflè  par  le  point  D  où  la  Di* 
reârice  Z>£  touche  la  bafe  ^  car  alors  le  point  E  loa^ 
bant  en  D  ,  on  ne.  pourra  mener  par  ce  point  d'auc&e: 
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'Tangente  que  la  Diredrice  DEiU  comme  le  plan  qui 
pafle  par  le  Sommet  &  par  la  Dircârice  D  £  eft  *  parai-  ♦  J></  f. 
Ulç  au  plan  de  la  Parabole ,  il  ne  pourra  former  par  fa 
rencontre  avec  ce  plan  aucune  Tangente.  Mais  lorfque 
la  ligne  donnée  de  poHtion  ,  n*eft  point  parallèle  au 
côte  5Z),  on  pourra  toujours  mener  une  Tangente  ^f* 

f)arallele  à  cette  Hgne,&  jamais  davantage  -y  car  alors 
e  point  E  tombant  au  dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe 
du  cône  ,  on  en  pourra  toujours  mener  Eaf^  ED L  i 
cette  baie  ^  dont  l'une  EDL  k  confondant  avec  la  Di^ 
redrice  ,  ne  peut  fervir  à  trouver  aucune  Tangente  dans 
le  plan  de  la  Seâion  ^  &  l'autre  £^/ étant  différente  de 
la  Diredrice  ^  -fervira  toujours  â  trouver  par  la  rencon- 
itre  du  plan  SEafzvcc  le  plan  de  la  Parabole  ,  une 
Tangente  ^F  qui  fatisfera.  Il  en  eft  de  même  lorfque 
la  ligne  5  £  eft  parallèle  à  la  Diredrice  ;  car  la  Tangen- 
te  £  ^/deviendra  alors  parallèle  à  la  Diredrice  ^  &  corn- 
me  on  n'en  peut  mener  qu'une  feule  qui  lui  foit  parallèle, 
puifque  la  Diredrice  touche  elle-même  la  bafe  en  un 
j)oint  D ,  il  s'enfuit  &c. 

2®.  Dans  rElIipfe  on  pourra  toujours  mener  deux  Fio,  ij^. 
Tangentes  AF  ^  B  G ,  parallèles  à  la  Kgne  M  N  don- 
née  de  poGtion  ;  &  par  conféquenc  entr'elles.  Car  tous 
les  points  de  la  Diredrice  D  E  tombant  au  dehors  de 
la  bafe  y  on  pourra  toujours  mener  du  point  £  deux  Tan- 
gentes Eafy  Et  g  y  à.  cette  bafe  qui  ne  fe  confondront 
f)oint  ajrec  la  Diredrice^  &  qui  ferviront  à  former  par 
a  rencontre  des  plans  SEafy  SE  kg  y  avec  le  plan  de 
la  Sedion,  deux  Tangentes  A  F  y  JB  G  ^qui  (ktisferont, 
11  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  f  £  eft  parallèle  â  la 
Diredrice  -y  car  au  lieu  des  Tangentes  E  a/y  £  ^g ,  qi» 
partent  d'un  point  £  de  cette  Diredrice ,  il  n'y  auroit 
qu'i  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles  ^  ce  qui  eft  tou- 
jours poffible. 

5°.  Dans  les  Hyperboles  oppofces  le  Problème  .eft  Fie.  ijj^ 
impoflible ,  lorfque  le  point  £  tombe  au  dedans  du  cer- 
cle qui  eft  la  i>a(è  du  cône  j  puifqu'on  nt  peut  mener 
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alors  aucune  Tangente  de  ce  point  à  la  bafe.    Mais  lorf-- 
qu'il  tombe  au  dehors,  on  pourra  toujours  trouver  deux. 
Tangentes  ylF^BG  ,  parallèles  à  la  ligne  MN  donnée 
de  poficion  ^  car  la  Diredrice  D  £  traverfant  la  bafe  ,  on 
pourra  toujours  mener  du  point  B  deux  Tangentes  E^af,. 
Ëbg,  à  cette  bafe,  lesquelles  tombent  de  part  &  d'autre- 
d€  la  Diredrice ,  &  qui  ferviront  â  former  par  la  j-encon- 
tre  des.  plans  S  Baf^S  Ebg^^ytc  le  plan  de  la  Scdion 
deux  Tangentes  ^F^  BG  y(\ui  fatisferont.    Il  en  eft  de 
même  lorlque  la  ligne  5  B  eft  parallèle  à  la.  Diredrice' 
D  £  j  car  au  lieu  des  deux  Tangentes  Baf^Bhg^  il  n'y 
aura  qu'à  mener  deux  Tangentes  parallèles  à  la  Direc- 
trice i  ce  qui  eft  toujours  poffible. 

Il  eft  â  remarquer  dans  ce  dernier  cas ,  que  les  Tan- 
gentes parallèles  ^F^JB  G  ^  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofces  ^  &  jamais  â  la  même  j  ce  qui  eft 
évident,  puifque  les  deux  Tangentes  Baf,  Bbg^  dek 
bafe  ,  tombent  •  ncceflairement  de  part  &  d'autre  de  la* 
Diredrice  D  £. 

C  O  R  O  L  L  A  I  R  £     I  V.' 

267.  X  L  fuit  du  Corollaire  précédent  : 
1^.  Que  dans  une  Parabole  ou  Hyperbole ,  il  ne  peut: 
y  avoir  deux  Tangentes  qui  foient  parallèles  entr'ellesj 
&  qu'au  contraire  dans  TEUipfe  &  dans  les  Hyperboles  ^ 
oppofces,  une  Tangente  ^Fy  étant  donnée  de  poCtion, 
ou  en  peut  toujours  mener  une  autre  BG  qui  lui  foitpa^ 
rallele. 

1°.  Que  fi  la  ligne  M  K  donnée  de  pofition,  eft  ter- 
minée par  une  Sedion  Conique ,  on  pourra  toujours  me- 
ner dans  la  Parabole ,  une  Tangente  -/^  /  qui  lui  fait  pa- 
rallele ,  &  dans  l'Ellip^  ou  les  Hyperboles  opposes  deux 
Tangentes  u4  JF ,  B  G  •  puifque  la  ligne  4S  B  menée  par  le 
^ùirt.  %$6.  Sommet  S  parallèlement  i  MN  rencontrera*  le  plan  de 
la  bafe  en  un  point  B.  hors  la  circonférence  y  ou  bien  loi 
fexa  parallèle- . 
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D  e'f  1  N  l  T  I  O  N  S, 

Dans  une  Parabole ,  fi  l'on  mené  par  un  de  (es  points  Fi  o,  ijj. 
quelconques  ^  vers  te  dedans  une  ligne  ^  B  parallèle 
au  côté  S  i>Nqui  pafle  par  le  point  D  où  la  Direé^rice  T>E 
touche  la  bafe  :  cette  lignç  AB  fera,  nommée  Diamètre^ 
8c  le  point  A  en  fera  Nriyne^ 

Dans  rEllipfe  ou  les  Hyperboles  oppofées ,  toute  ligne  F  i  g.  154.^ 
droite  AB^  qui  joint  les  points  d'attouchement  de  deux  U5* 
tangentes  parallèles  ^if,  J?G,  efl  appellée  Diamètre ^ic 
les  points ^A^B^  en  font  les  extrcmitéfi. 

Si  par  un  point  quelconque  P  de  tel  Diamètre  «^  5  Fie  ijj. 
qu;*on  voudra  d'une  Sedion  Conique,  Ton  tire  une  ligne  '3+ï3^^ 
droite  M  N  qui. rencontre  la  Sedion  aux  points  M\  N, 
&  qui  foit  parallèle  à  la  tangente  A  F  qjui  paflè  par  Po. 
rigine  A  de  ce  Diametre.dans  la  Parabole ,  &  par  l'une 
ou  l'autre  de  Tes  extrémités  dans  les  autres  Sedions  :  on 
dira  que  cette  ligné  MN  eft  Ordonnée  de  part  &  d'autre 
au  Diamètre  A  B  ^U  que  chacune  de  {es  parties  /^jM  ,  ou 
PN  3  efl  Ordonnée  i  ce  Diamètre.  . 

15. 

Lorfqu'un  Diamètre  fait  avec  fes  Ordonnées.  <les  an-  - 
gles  droits,  on  l'appelle -^x^.  , 

COK-O  L  LAI  HE. 

z68«  1  L  fuit-de  la  Définition  douzième  ^ 
1®,  Que  tous  les  Diamètres  d'une  Parabole  font  pa- 
rallèles entr'eux ,  puifqu'ils  font  tous  parallèles  au  même 
coté  du  cône  SD  qui  pafTe  par  le  point  Doii  la  Direâri- 
ce  D£  tou<^be.la  bafe^ 

x^.  Que  par  un  point  donné  fur  le  plan  d'une  Parabo- 
le., on  ne  peut  mener  qu'un  fèul  Diamètre ,  puifqu'on  ne 
peut  mener  par  ce  point  qu'une  feule  parallèle  au  côté  :: 
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Problcmc. 

TiG.  n6.        l^?-*  vJn  diamètre  AB  J^une  SeBien  Kleni^ue  hétm 

xyj.  i}8*      4mnè ,  ^t/r^  une  de  fe$  erdotmées  P  M  j  décrire  U  Sefli^m. 

Ayant  fait  pafler  par  rordonnce  P  M  \in  plan  quel- 
vconque  autre  que  le  plan  •xîT/'Af ,  on  nvenera  dans  ce  pJaa 
par  le  point  P  une  perpendiculaire  indéfinie  Pa  i  P  Mi 
&  on  décrira  d'un  point  quelconque  C  de  cecce  ligne  y& 
du  rayon  CM  un  cercle.    Cela  fait, 

F I  G.  jjtf.  i^.  Lorfque  la  Seâio»  doit  ^tre  une  Parai>ote.  Oa 
mènera  de  Tun  des  points  ^  >  JD ,  où  le  cercle  coupe  la 
perpendiculaire  P^  (P^r  exemple. du  point  a)  par  To- 
rigine  A  du  diamètre  ^  ^  ^  la  ligne  a  A  qui  rencootfe 
«n  <S,  une  ligne  2)5  tirée  de  Tautre  point  B  parallèle» 
jnent  i  A  B.  On  décrira  enfuite  une  Tur^ce  Conique 
qui  ait  pour  fommec  le  point  S  ^  &  pour  bafe  le  cercle 
D  Ma  N^  Je  dis  qu'elle  formera  par  fa  rencontre  avec 
le  plan  A  PM  ^  la  Parabole  cherchée  M  A H.  Cât 
ayant  mené  par  les  extrémités  du  diameti-e  O^t  les  pa- 
rallèles BE^af^  à  P  uW  j  il  eft  clair  qu'elles  feront  tao* 

^  ^yh  gentes  ,  puifque*/^-M  eft  perpendiculaire  (ur  Da.  Or 
tt  plan  SD  E  qui  pafle  par  le  fommet  S  du  cooe  &  par 

*  Njp.  la  tangente  Z)  -E,  eft  parallde  au  plan  A  P  M^  puiique*^ 
*D€f.io.&  SB  W,  parallèle  à  APy&iBE  k  PM^  d'oii  il  fuit* 
II»  que  la  Seâion  M  AK  faite  par  le  plan  A PMdans  la 

furface  Conique,  fera  une  Parabole  qui  aura  pour  dia. 
mètre  la  ligne  AB.  De  pkis  le  plan  touchant  Sa/  for. 
*Art.x6}.  me  dans  le  plan  APM^un^  tangente  -^1^  ^  qui  fera  pa- 
ralle  i  PM  -^  puifqu'elle  eft  la  commune  Sedion  des 
deux  plans  Sa/^  AP  M  ^  qui  paient  par  les  parallelcf 

*  Def.  14.    aff  P  My&c  par  conféquent  *  la  ligne  P  M  fera  ordofr 

née  au  diamètre  A  £. 
F I Q.  137.       ^**  Lorfque  !a  Sc^flion  Conique  doit  être  une  Elf ipfê 
jtjg.  ou  une  Hyperbole.    On  mènera  des  points  ^,  ^,  où  la 

perpendiculaire  indéfinie  Pa  foupe  le  cercle  »  par  léser 
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tremicës  ^ , -S ,  du  diamètre  A B ,  les  droites  a^ ^b B  ^. 
qui  fe  rencontrent  au  point  Si     On  décrira  eniuite  un* 
cône  qui«  ait  pour  fommet  le  point  S  ^  &  pour  bafe  i&> 
cercle  aMbN.   Jeudis  que  le  plan  AP  M  forniera  dans 
la  furfacc  de  ce  cône  la  Sedion  M  AN  qu'on  deman- 
de-   €ar  menant  5  2>  parallèle  au  diamètre  -^^  de  la 
Sedion ,  &  qui^encontre  en  Z)  le  diamètre  ab  dch  bafe , 
par  où  &  par  les  extrémités  a ,  b^  foient  tirées  les  parai- 
UksyDBjaf^bg^à.PMs  il  eft  clair  que  le  plan  S  D  E 
fera  parallèle  au  plan  APMy&c  qu'ainfi  De  *  fera  W* Def.  y.. 
Diredrice.     Or  dans  PEUipfe  le  point  D  tombe  fur  le 
diamètre  ab  prolonge  hor5  k  cercle  5  puifque  le  dia* 
jnetre  ^^de  la  Sedion ,  tombe  dans  Tangle  aSb  fait 
par  les  côtés  du  cône  9u  ^  Sb  :  U  au  contraire  dans 
t^Hyperbole  le  point  D  tombe  au  dedans  du  cercle  i^ 
puiiqu'alors  le  diamètre  A  B  tombe  dans  Tangje  aSB 
qui  eft^  côté  de  Tangle  aSb.   D'où  il  fuit  félon  la  Dé^ 
finition  jou  que  la  Scdion  MANcA  une  Bllipfe  dans 
le  premier  cas,  &yne  Hyperbole  dans  le  fécond.   De 
plus  la  tttngeiite  A  F  qui  padè  par  l'extrémité  A  du  dia^ 
œetre  A  B ,  étant  la  conunune  Sedion  du  pUn  touchanr 
^<f/&  du  plan  coQpztktAP  M^  qui  paâSsnt  par  les  pa^ 
falleles  afyP  M,  fera  parallèle  i  P M  :  &  de  niérae  la* 
tangente  BG  étant  la  commuoe  Sedion  du  plan  tou* 
chant  SbgScdn  plant  coupant  APM^  iefquels  paient 
par  Les  deux  parallèles  bg^^P M^krz  auffi  parallèle  i 
£M.  D*i>h  Ton  voit  que  la.  ligne  AMçtk  *un  diamètre  ♦D^^ij^ 
^ui  a  pour  ordonnée  T'Jl/.  H* 

Il  peut  arriver  dans  TElIipfe  que  les  Ix^tu^A^ ^  ^K 
Ibient  parallèles  entr'elles  ^  mais  alors  iTn'y  aura  qu'i 
prendre  pour  le  centre  C  du  cercle  a  MbNyjcl  autre- 
point  qu'on,  voudra  delà  ligne  Ab. 

tD  E?P  I  n  I  I  f  o  N. 

16. 
Si  par  les  deux  points  ^,  £  ^  où  la  Diredrice  coupe  F 2^  ^^ 
ta  bale.>.lorfque.la  Sedion  eft  une  Hyperbole^  on  tire 
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deux  Tangentes  DK  ,>£  /^  j  &  que  par  le  Sommet  S  & 
ces  Tangentes ,  on  fafle  pafler  deux  plans  SDH  ^Se  Kt 
les  deux  lignes  droites  indéfinies  C/f  ,C/C,  qucces  deux, 
-plans  forment  par  ieurs  rericontres  avec  le  plan  des  Hy- 
perboles ,  font  appellces  Jifymptntes. 

C  o  R  o  L  L  A  I  n  E. 

270.  S I  par  un  point  d*attoucbement  D,  Ton  mcae 
le  côté  DS  prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre 
du  Sommet  S  :  il  e(l  vjfible  que  le  plan  SDH  ne  peut 
avoir  de  commun  avec  les  deux  furfaces  Coniques  op- 
pofces  que  ce  côté  5  puifque  tous  les  points  de  la  Tan- 
gente DM  tombent  hors  la  circonférence  de  la  bafe^ 
excepté  le  feu!  point  D.  Or  le  plan  SD  E  qui  paffe  par 
-?D^  9.  le  Sommet  S  &  par  la  Direârice  D  Ey  étant  *  parallèle 
^u  plan  des  Hyperboles  oppofces  ,  les  communes  Sec- 
tions 5D  ,  C/f ,  de  ces  deux  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr'elles  f  c*eft  pourquoi  TA- 
fymptote  CH  tombera  toute  entière  au  dehors  ISc  entre 
les  deux  furfaces  Coniques  oppofées^  &  laiiTera  par  coo- 
féquent  les  Hyperboles  oppolées  toutes  entières  de  part& 
d'autre  fans  les  rencontrer.  On  prouvera  la  même  chofe 
'  de  l'autre  Afymptote  CK.  Or  comme  les  deux  Afympto- 

tesC/f ,  CKy  font  formées  par  les  plans  SD  H ^S  EK^ 
qui  tombent  de  part  &  d'autre  de.  la  même  furface  Coni- 
que  &  de  fon  oppofce  j  il  s'enfuit  que  tous  les  points  de 
l'Hyperbole  FyiG  font  compris  dans  l'angle  HCKy^ 
-que  tous  les  points  de  fon  oppofée  tombent  dans  l'angle 
^ui  lui  eft  oppofé  au  Sommet. 

P  ROPO  SITION    VIL 

Tkcoïcme. 

F-ic.  tjj.         2.7I*  b  I  par  un  point  quelconque  B  d^une  ^jymptate  CTC^ 
fon  mené  une  parallèle  B  A  i  l!  autre  Afymptote  C  Hjy^  Jb$ 
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*^^elle  rencontrera  tune  des  Hyperboles  oppofées  en  unjeul 
point  A ,  &  qu^ étant  prolongée  indéfiniment ,  elle  tombera  toM- 

^e  entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes  S  ^  ^SD  y  font  parallèles  i  la 

môme  ligne  CM^  elles  le  (èroot  entr'elles  j  &  ainfî  elles 
fe  trouveront  dans  un  même  plan  ,  lequel  entrera  au  de- 
dans des  deux  furfaces  Coniques  oppofées ,  puifqu'il  paiTe 
par  Tun  de  leurs  côtés  SD ,  &  qu'il  fait  un  angle  avec  le 
plan  <S  Z)  /f  qui  la  touche  dans  ce  côté.  Le  plan  à^s  pa- 
rallèles B  A  ^  SB^  formera  donc  dans  les  deux  furfaces 
Coniques,  deux  côtés ,  dont  Tun  eft  le  coté  5D^&  Tautre 
le  côté  5^,  qui  coupera  néceflàirement  la  ligne  B  ^  ftn 
quelque  point  ^,  puifqu'il  eft  fitué  dans  le  plan  qui  padè 
par  les  parallèles  5D,  A By  U  qu'il  coupe  SD  en  5. 
Donc  puifque  le  point  A  fe  trouve  en  même  tertips  dans 
Vune  àts  furfaces  Coniques  &  dans  le  plan  des  Hyperbo. 
les,  il  appartiendra  â  Tune  de  ces  Hyperboles,  De  plus 
puifque  la  ligne  B  A  étant  prolongée  indcfînirhent  du  cô». 
té  du  point  -/^,  tombe  toute  entière  dans  le  plan  BSa 
renfermé  entre  les  côrfit  DS^  Sa ^  lorfque  le  point  A 
appartient  â  PHyperbole  FAG ^  &  dans  fon  oppofé  au, 
Sommet  ^S^lorfqu'il  appartient  à  THyperbole  oppo. 
fée  \  il  efl  vifible  qu'elle  tombera  toute  entière  au  dedani 
de  Tune  des  deux  furfaces  Coniques  ,  &  par  conféquent 
auffi  au  dedans  de  VHyperboIe  qui  en  efl  la  Sedion.    Ce 

j^uÙl  falloit  démontrer. 

CoKOLLAim. 

2^71*  D  E-L  A  on  voit  qu'entre  uneHyperbole  FA  G 
ÎBc  fon  Afy mptote  C/f,  on  ne  f^auroit  faire  pàflçr  au- 
cune  ligne  parallèle  â  cette  Afymptote.  Or  comme  1^ 
ligne  B  A  lepare  l'Hyperbole  qu'elle  rencontre  en  deu* 
.portions  indéfinies  ,  dont  l'uhe  tombe  nécefTairemèrit 
toute  entière  dans  l'éfpace  compris  entre  h%  parallèles 
B  A  y  C  H  'yï\  s'enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite-, 
plus  le  point  A  avancera  dans  cette  portion  ,  &  cela 
toujours  de  plus  ep  .plus  jufqu'i  >cç  quç  C  B  devienne 

Z  i^ 
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plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée.    Ceft  i.  dire^, 
qu'une  Hyperbole  &  fon  Afyttîptote  étant  Tune  &  Taiu 
tre  continuée  indéfiniment  ^  elles  s'approcheront  toui- 
joûrs  de  plus^en  plus ,  en. for  te  que  leur  diftancedeviendi^ 
enfin  moindre  qu'aucune  donnée. ^  iâns  pouvoir  ocaiw 
"^Aff.i-jQ..  moins  ♦jamais  fc  renconcœr. 

PROPOSITION    VI  IL 

ProblcmeL 

Fie.  140^  ^73*  Lbs  ^(ympmes  CH,  CK,  Jtune  HyperkoU- 
F  A  G  étant  données  auec  un  de.fcs  points  quelconques  ¥  ^dé- 
crire 1^  Hyperbole. 

Ayant  mené  par  le  pornt  donné  F^  une  ligne  droite 

quelconque  HK  terminée  par  les  afymptotes^  on  fera. 

«      padèr  par  cette  ligne  un  plan  quelconque  autre  que  le 

{>lan  HCK^  dans  lequel  on  tirera^  par  le  point^  de  roi. 
ieu  P  de  H  K  une  perpendiculaire  indéfinie  M  2/  â. 
cette  ligne  }  &  on  décrira  d'un  de  fes  points  quelconques^ 
O^  comme  centre ,  6l  du  rayon  o  /,  un  cercle  F  M  Ni 
On  mènera  des  points- i^^,/c^  deux  Tangentes  HD^. 
JC£,â  ce  cercle^ &  par  les  points  d'attouchemens  D^ 
By  deux  parallèles  DS\,E  5,  aux-AfymptotesCjh/,  CK^, 
'  lesquelles  fe  rencontreront  en  un  point  S  -y  duquel  com- 
me Somn>et  ^  on  décrira   une  furface  Comque  qui  ait 
pour  bafe  le  cercle  F  M'N.   Je  dis  que  cette  lurface  Co- 
nique formera  par  fa  rencontre  arec  fe  plan  HC  X,  THy. 
perbole  requife  FA  G. 

Il  eft  clair  par  la  propriété  du  cercle  jFJlf-ATj  1?.  Que 
la  corde  /  G  eft  divifée  par  le  milieu  au  point  P»  par  le 
^Hyf..  diamètre  MN  qui  lui  eft  *  perpendiculaire  -,  &  partant^ 
puifque  par  la.  conftrudion  F  H^cstF  K  ,  il  s'enfuit  que 
FHtxmG  K\GH^F  /C  i  &  par  conféquent  GH^HF 
vmFK^KG.  %^.  Que  G  H  nHFmmH  2)\  &  FK  n^KG 
^ITe  y  &  qu'ainfi  HD^KE.  30.  Qpe  fi  l'on  proIoi>*' 
ge  les  Tangentes  KD^/Ç£,  juf<juU  ce  qu'elles iè. !«>• 
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"Contrent  en  an  point  j^^,  les  parties  DQ^  ECLy  iêrooc 

égales  entr*eUes.    Ce  qui  donne  D(l.E  Jl^xD  H.  B  K. 

•D'où  l*on  voie  que  la  ligne  DE  qui  joint  les  points  d'ar* 

touchemens  des  deux  Tangentes  HD^KEy  ktz  paraU 

leJe  à  la  ligne  ff  iC,&  le  plan  SDEzm  plan  CH'J^ 

c*eft  pourquoi  la  ligne  DE  fera "^  la  Direârice  5  ic  com^  « z>^  ^^ 

me  elle  coupe  la  hkk  en  deux  points  ^  la  Sedion  Coni* 

^ue  F^Q'^&t^  une  Hyperbole.    De  plus  il  eft  évident  *Dr/îi0. 

<]ue  cette  Hyperbole  paflèra  par  le  point  donné  F^  puii^ 

que  ce  point  eft  commun  tant  i  la  furface  Conique  » 

^u'au  plan  H<:  K  qui  eft  celui  de  l'Hyperbole  $  &  qu'elle 

^ura  pour  afymptotes  les  lignes  C H ^  CK^ puiiqu'elles 

ibnt  "»  les  communes  Seâions  des  pla«s  roucbans  S  D  H^  "^  ^^  <;• 

4S  £  K ,  &  du  plan  de  THyperbole. 

S'il  arrivoit  que  les  Tang^nt«  DH^  EK  ^  fuflènt  pa^ 
valides  enrr'elles ,  on  verroit  alors  tout  d'un  coup  que  les 
lignes  DE^  HKy  feroient  parallèles  entr'elles,  puifqac 
-ces  Tangentes  font  égales  ^  èc  le  tefte  Cq  démootreroit  de 
^la  même  manière  que  ci-deiTus, 

PROPOSITION    IX- 

TKcorcnac. 

^74*  S'^^y^  ^^^  ^ms  droites  MN,  AB  ytetmi^  Pic.  141; 
mées  par  une  SeHion  Cxfnique  m  f^r  ks  SeBions  opfofèes ,  lef,  i4*» 
>quelle$  fe  rencontrent  en  an  point  P  j  ^  quifoient  parallèles  i 
deux  antres  lignes  ,  S  E ,  S  D  ^  données  de  pofition  :  je  dis  ijue 
le  retiangle  M  P  *<  P  N  eft  au  réiangle  A  P  «c  P  B ,  ^»  raifon 
Mnnee  y  ceft  à  dire  ^  la  rai  fin  de  ces  deux  refiangùs  detneure    . 
touymrs  la  mèwse  «  en  ({uelque  endroit  que  puifient  M»ier  les  deu* 
Mgpes  MN yA'à. 

Ayant  meoi  par  les  parallèles  5B,  MJ/^  &  SD ,  wrf  Jî^ 
<leux  plans ,  ils  iormeroiit  dans  le  plan  de  U  ba(e  ^  deux 
lignes  droites  £1;;»^  Dha.^iç  dans  la  (ûrface  Conique 
4es  côtés  S  Mm  ^  S  Nn  y^^  a  ^  S  S  b  iZcXtxxt^omxtïxxnt 
interieâioa  iera  la  l^ne  5  i'/^  qui  rencontre  Je  plan  de 
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labafe  au  foinc/,  où  les  dçux  droites  Em^  Da,  s'tti-». 
wecoupenc  j  par  lequel  je  mené  dans  le  plan  SMN  1»: 
droite  HK  parallèle  à'MN^  &  dans  leplan  S^B  la. 
droitç /"<?  parallèle  à  ^  £.  Cela  pofc, 
^  •Les  triangles  ferablabks-  5  /»  M  .Sf^Hy  SP  N,Sp  K} . 
Si'^.SpF'ySPB  ySpG,  donnent-MP*J*.N:Hp*pK. 

:  :  Tp\yp'' '.  JiP^  PB.Tf^pG.   Et  partant  on  aura . 
MP*PN.^P*P  B:'.Hp*pK.tp  *p  g'.    Or  la  rai-  '. 
fon  de Hp *pK  i  Fp^pG^tfy  conapofée  des  deux  rai- 
fons  de  Hp^pK  à  mp*pn  »'&  de  mp>*pn  ou  par  la 
propriété  du  cercle  ap*pb  à  Fp^pG.  Mais icaufc des 
triangles  femblables  Hpm,  SE  m,  U.Kpn.SE  « ,  il 
vient  Hp.mp  ît  S  B.mB.    Et  pK.pn::  SE.  En.    Et  eu, 
-  multipliant  les  Antecedcns  &  les  Confcquens  de  ces  deux . 
raifons,  Hp «/> ^.  mp*pn  ::SE  .mE^  En.  on  prouvera 
de  même  à  caufe  des  triangles  femblables  Fpa,  SDa, . 
&;  Gv/»^,5Z)^^.quç>/«^^.  Pp*pGi:aDxDi.SD' 
Il  eft  donc  évident  que  la  raifon  de  MP  «  PiVà  ^P  n  PB, 
eft  compofée  des  deux  raifons  de  5£  à  »»£'«£»,&  de  . 
aB^Bhi  5^5*^5  lefquelles  par  la'  propriété  du  cercle  qui  ^ 
eft  la  bafe  du  cône  ,  demeurent  toujours  les  mêmes  en .; 
quelque  endroit-que  tonibentlcs  droites  AfiV,^^,  par- 
ce que  Içs  points  £  ,  D  ,  ne  changent  point.    Donc  le  : 
reiftangle  M  P^'P  ^  eft  au'  reûanglc  ^  P^^B  en  rai.  - 
fon  donnée.    Ce  qu'il  faSoit  démontrer; 

Go  RO  l  L  A  Htl.'„ 

Fie.  I4J.       î^yS*  D 1  t  A  on  voit  que  fî  dans  une  Scâion  Conû 
ï-M-  que  ;  où  entre  les^  Scckions  oppofces ,  il  y  a  deux  lignes  =. 

droites  M  N,0  R,  parallèles  entr'elles  &  qui  rencooi. 

trent  -aux  pointis  P ,  Q^^  une  troifiéme  ligne  droite  ^  B 

auffi  termiriée  par   la   Sedion  5  on  aura  MPxPN.. 

o.^  QR'.'.AP^PB.^^  SJ. 

PKOP, 
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Theorcme. 

Vj6.  ^  I  far  un  f oint  quelconque  A  (tune  'Parabole  «»  '«^  H^ 
iune  Hyperbole  M  A  N  ^îon  tire  une  ligne  droite  ABparaU 
lele  au  cbté  du  cône  SD ,  mené  dans  la  Parabole  parle  point 
D  où  la  DireEirice  touche  la  bafe ,  (j;^4ans  P Hyperbole  par 
tun  des  deux  points  ou,  elle  la  rencontre  î  ^  que  par  un  point 
quelconque  P  de  cette  ligne  ^  ton  tire  une  ligne  M  N  parais 
lelè  à  une  ligne  SE  donnée  de  pofition  ^  ^  temsinée  far  M 
Sefiion  ou  par  les  Serons  oppofées  ,  avec  une  autre  ligne  F  G^ 
parallèle  k  la  ligne  D  a  commune  SeBion  du  plan  S  A  &  avte 
celui  de  la  bafe ,  ^  terminée  par  les  cotés  S  a ,  SD  :  je  dis 
que  la  raifon  du  reciangje  M  P  H  E  N  au^reïiangle  F  P  K  P  G 
éfi  donnée  ,  c^eft  k  dire  qu^eJle  demeure  toujours  latnfMe^.en^ 
quelque  endroit  de  U  ligne  A  B  que  tombe  Je  point  P. 

Ayanc  mené  p,ar  les  parallèles ,  SE  ^  MN ^  un  plant 
il  formera  dans  celui  de  la  bafe  une  ligne  droiie^f;!^  y 
dans  la,  fui^face. Conique  les  côtés  S Mm^  ^  Ntk  j  &  dao$ 
le  plan  SDa  W  ligne.  S  P  p  (\m  rencgncrek  bde  aà 

J)oint  ^,  où  , les, lignes  £m  ^  i>^y.  s'encrecoupei^c,^  par 
équel  je  mené  dans  le  plan  S  MN  la  ligne  HK  parai* 
lele  i  MN'."  Celi.pord,  les  triangles  (emblables  SJ^M^ 
SipH'^SPI^,  SpKiSP  K,  Spa^s  S^G^Sp.DAonr 
béront  M  P  nP  N.  Hp  ^f  K  :  :  SP^.Sjp\  :  :  -F  i^^>P  &. 
apnpD  ^o\x  par  la  propriété  du  cercle  mp  ^p  ».  Et  par- 
tant  on  aura  MVnPN.  tP^%^PG\\  Hp^pK.mp^pn. 
KSais  la  raifon  de  Hp^pK  à  w/>ît/>%,  eft  compofée  de 
deux  raifon5,de.iaf^îL^^^&  de//c-à'/w^  c*eft  àdire, . 
àcaufe  des  triangles  femblables  Hj^m^SEm^  6c  Kpn, 
S  En  y  des  deux  raifon®  de  r5'£:  h  B  ?à^-èc  deSE  à  En-^  & 
par   conféquent   Hp^ p  K:  mp  ^pn  ^  om  MP  n ^p iST. 

OP^'JtiPïF  ?:  Ji  .  mE  n^E  n.   I^ôncpuifqueiiêlpoint  £  np  *   '^  '  '  ' 
change  point  en  quelque  endi*oit  que  l'on  pçenne  le 
jpoilw.p>&  que  tous  les  reélàngles  Emn^EhCont  égaux.. 

Aa. 
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t8^  Livre   Sixie'mi. 

>ar  la  propriété  du  cercle  j  il  s'enfuie  que  M  P  ^  P  2/ eO^ 
FF  nPG  en  raifon  donnée.    Ce  quUl  fallait  démontrer. 

COJLOLLAIHE. 

Fie.  1^6.  277.  \j  E*L  A  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  qucl- 
"  conque  A  d'une  Parabole  ou  d'une  Hyperbole  M  ANy 
i'on  mené  dans  la  Parabole  un  diamètre  AB  ^  ha  dans 
THyperbole  une  parallèle  ABi  Tune  de  fcs  Afympto. 
tes  5  &  que  par  deux  points  quelconques  P ,  ^  de  iâ  li- 
gne AB  ^  Ton  tire  deux  parallèles  .MNy  O  K^  termi; 
nées  par  la  Seâion  ou  par  les  Seâions  oppofées ,  on  aura 
MP^P2^'0^,^::^P.  A,^ 

Car  menant  le  plan  S  AB  qui  forme  par  ia  f encon- 
tre avec  la  furface  Conique  les  côtés  SD  ^  Sa  ^  entre 
lefquels  le  côté  5D  paffera  par  le  point  où  la  Direâri- 
ce  touche  la  ba(e  lorfque  la  Seâion  eft  une  Parabole  ^  & 

fiar  Tun  des  deux  points  où  la  Direârtce  la  rencontre 
orfque  c^eft  une  Hyperbole  ^  &  tirant  dans  le  plan 
SDa  par  les  points  P  ,  i^^,  les  droites  FG  yT  f^^  pa- 
rallèles i  Da  :  il*  eft  clair  par  la  Propofition  précéden- 
te  que  MPmPT^.  yPnPG  ::0^^.  TdnQy/ 
Et  qu'ainfî  MF  m  PN.  O  d^  qRii  F  P  n  p  G.  TQ^QT. 
Or  les  parties  P  G ,  QJ^y  des  lignes  F  G ,  TV^  font  éga- 
les entr'elles  }  puifque  les  lignes  A B^  SDy  font  paraU 
leles.  Et  partant  M  P^  PI/.  0 j^h  QRi.F P.  T Qj^ 
A  P.  A  J^i  caufe  des  triangles  femWables  APF^ 
AQT.   Donc  &c. 

'  C  HA  PI  T  R  E    I  I. 

D^  Œllipfi  en  paruatlÙK 

m 

D  e'f  lîii  I  t  I  o  k  s. 
17,  •   ^ 
f  i€«  147.       Si  une  ligne  droite  indtdnk  &z  qui'dl  hors  la  fivk 
d*un  cercle  f^ATY^  iè  meut  par  un  de  fc»  points  AT  ao^* 
jtoor  de  la  circonférence  de  ce  cercle  toujours  pacalip- 
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lement  à  ellemême  ^  jufqu'â  ce  qu'elle  foie  revenue  au 
même  point  d'où  elle  ctoic  partie  :  la  furface  convexe 
décrite  par  cette  ligne  S  z  dans  ce  mouvement  ^  eft  ap- 
pellée  SMfface  cylindrique. 

i8. 
Cette  ligne  5  z  en  chaque  dififerente  pofitioo  ^  en  ed 
toujours  appellée  le  chté. 

Le  cercle  VJTr^  la  Safe. 

10. 
La  droite  indéfinie  co  menée  du  centre  c  de  la  bafe 
parallèlement  aux  côtés ,  en  eft  V^xe. 

II. 
Le  folide  indéfini  compris  par  la  bafè  ^JTl^  &  par  U* 
Surface  cylindrique ,  eft  appelle  Cylimke. 

21. 

Si  l'on  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  foit  poinr 
parallèle  â  fes  côtés  ^  ni  au  plan  de  ùl  bafe  ^  la  ligne 
courbe  AMBN  formée  par  la  reqcqntre  de  ce  plaa^ 
avec  la  Surfisice  cylindrique  ^  eft  appelle  ScRion  cylitu 

PROPOSITION    XL 
'^i  Problème; 

/  '        2!yo.  s  I  fim  CMfe  un  cylindre  far  un  flan  u  x  y  faraBele  Fi  q.  147; 
4m  flan  de  la  ta fe  VXY  i  la  Sefiion  vxy /eramn  cercle  qui 
amra  féur  centre  le  foint  ceà  ce  flan  rencenere  raxe ,  (^feur 
90y0n  une  ligne  cx^  égale  au  rayon  CX^de  la  bafe. 
''        Car  menant  pa^  un  point  quelconque  x  de  la  Seo 
i    OOQ  vxy  un  côté  x  JTae  la  Surface  cylindrique ,  il  fera 

Sarallele  ^â  Taxe  Ce  :  c*eft  pourquoi  on  pourra  faire  paf-  ^^Vrf.  io». 
:r  un  plan  par  ces  deux  lignes ,  qui  formera  paria  ren^ 
contre  avec  les  deux  plan»  parallèles  Cf^JTr^cvxy,. 
deux  droites  CJT^  ex  ^  parallèles  entr'elles  5  &  qui  ie- 
sont  de  plus  égale$ ,  piiifqu'elles  font  renfermées  entrer: 

A41  i>. 
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les  parallèles  CCy  JTx.  Or  comme  cela arrîve^toiijoiirs 
en  quelque  endroit  de  la  Sedion  vxy  qu'on  prenne  le 
point  X,  il  s'enfuit  que  toutes  les  lignes  ex  menées  du 
point  r,aux  points  x  de  la  Sedion  vxy^  font  cgalesauic 
rayons  C^  de  la  bafe  :  c'eft  à  dire  que  la  Sedion  vxy 
fera  là  circonférence  d*un  cercle ,  qui  aura  pour  centre 
le  point  r ,  où  le  plan  vxy  rencontre  Taxe  du  cylindre^ 
^  pour  rayon  une  ligne  ex  égalé  au  rayon  C-$^de  la  ba- 
fe.   Ce  quUl  fallait  dismontrer. 

PROPOSITION    XII. 

Theorcme. 

:f.ij&t  1+8-      17  9"  Toute  EUiffefeut  être  regardée  comme  une 
SeFiion  cylindrique. 

Ayant  nlené  dans  la  bafê  du  cône  où  eft  produite 
une  Éllipfe  quelconque  ,  le  diamètre  ab  <\xx\  rencontre^ 
angles  droits.au  point  Dja  Diredrice  D  £  ,  foient  tirés 
fur  la  Surface  Conique  les  côtés  Sa^  Sh^  qui  rencon- 
trent  le  plan  de  TËlliple  aux  points  A  y  B  •^  U  dans  les 
plans  parallèles  AMB  ^SDE  ^  les  droites  AB  ^  SB. 
Ayant  pris  DiF  moyenne  proportionnelle  entre  aD^Dh^ 
&  mené  i  SFhs  parallèles  ^G ^BH ^  foit  décrit  fur 
lé  plan  de  la  ba(ê  du  cône ,  un  cercle  qui  ait  pour  diamè- 
tre la  ligne  G  H ,  &  une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
^bafc  ce  cercle  ,  &  pour  côtés  les  droites  AXJ  ^  S  H. 
Cela  pofé. 

Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  P  de  la  ligne 
A  B  ,  Ton  tire  â  la  Diredrice  D  E  ^  une  parallèle  qui 
rencontre  la  furface  Conique  en  ilf  ^  &  la  Cylindrique 
en  o  -^  les  points  M  y  O,  fe  confondront  l'un  avec  Tau* 
tre  &  n*en  feront  qu'un  feuL 

.  <:^ar  ayant  fait  palTer  par  cette  parallèle  un  plan  pa« 

rallele  au  plan  des  deux  bafes  tant  du  cône  que  du  cy. 

*^rr*x|9.  lindre/il  fermera  fur  la  furface  Conique  ♦  un  cercle 

^M L  dont  le  centre  fera  la  commune  Sedion  de  ce 
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plan  avec  Taxe  du  cône,  &  fur  la  furface  Cylindrique*  *jirt.  178, 
un  autre  cercle  QJ^  R  dont  le  centre  fera  la  commune 
Seâion  de  ce  même  plan  avec  Taxe  du  cylindre.    Or  le 
plan  Sab  pafle'^par  Taxe  du  conc,&le  ^\znAGHB  "^Def.  9. 
(•qui  ne  fait  qu'un  fëul  plan  avec  celui  du  triangle  Sab) 
par  Taxe  *  du  cylindre  5  &  par  confcquent  les  lignes  *  Def.xQ. 
KL  ,  Q^R,  communes  Sedions  d^  ces  deux  plans,  avec  le 
plan  parallèle  (  à  la  bafe  )  qui  padè  par  la  ligne  POM ,  fe* 
ront  les  diamètres  de  ces -deux  cercles  }  &  cette  ligne 
POM  fera  perpendiculaire  à  ces  diamètres,  puifqu*clleeft*  *^/^. 
parallèle  à  D  £  qui  cft  *  perpendiculaire  iabbii  G  H  qui  *  Hyp. 
ne  font  *  qu'une  même  ligne ,  â  laquelle  les  diamètres  KL  ♦  Hyf. 
&  Q^  qui  ne  font  auffi  qu'une  même  ligne ,  font  parak 
leles.    De  plus  les  lignes  AB  ^  SD  ^  étant  formées  par 
\ts  rencontres  du  même  plan  Sba  avec  deux  plans  pa- 
rallèles entr'^ux  5  fçavoir,  le  plan  SDEU  celui  de  TEl- 
lipfe ,  feront  auffi  parallèles  eMr'elles.     Ceci  bien  en- 
tendu. 

l^  Dans  le  cohe ,  à  caufe  du  cercle  K ML^  on  aura    • 

PM  =  ATP  H  FL  }  &  à  caufe  des  triangles  femblables 
^PK ,  SDa,6c  P^BL^  SDb^\\  vient  AP.  KPi: 
SD.  aD.    Et  PB.  PL  :;  SD.  D b.     D'où  il  fuit  que 

A  P>^  PB.  KPXPL  ou  TJT  iiSlo.  aD^Db. 
1^.  Dans  le  cylindre  >  à  caufe  du  cercle  QO  Ry  on  aura 

po  =j2^P  hP R  i  6l  i  caufe  des  triangles  fen>blables 
AP  j^  5 D  F , &  P£Ry  SDF^  on  formera  ces  deux 
proportions  A  P.  Q^P  .•:  SD.  DF.    Et  P  S.  P  R  ::SD. 

D  F.   D*où  il  fuit  que  AP  ^PB.  Q^P  h  P  R  ou  PO    :  : 

Sd\  dT  ou  aD^Db.  Donc  P  M^  =:  Fo* ,  & 
p  5w=:P  O.  Donc  les  points  ili  , .0,  fe  confondent  l'un 
avec  l'autre ,  &  n'en  fobt  qu'un  (èuK  Donc^  puifque  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  ligne  A  B  que 
l'on  prenne  te  point  P ,  il  s'enfuit  que  le  plan  de  l^EUipfe 
rencontre  les  furfaces  Coniques  &  Cylindriques  dans 
les  mêmes  points ,  &  qu'ainG  toute  Ellipfe  peut  toûjoum 
vêtre  regardée  comme  uAe  Seâion  cylindrique. 

Aa  ijj 
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Comme  un  Cylindre  eft  moins  compofô  qu*un  cône,, 
en  ce  que  cous  fes  côtés  font  parallèles  encr'eux  y  au  lieu . 
que  dans  le  cône  ils  aboutiflenc  cous  au  même  point  qui 
en  eft  le  fommet  ^  on  a  pris  le  parti  de  regarder  dans  ce 
Chapitre ,  rEUipfe  comme  la  Seâion  d'un  cylindre.  Cc: 
qui  fait  qu  on  peut  démontrer  tout  à  la  foi^  les  proprié- 
tés de  tous  ks  diamètres  ^  &  que  ie  fervant  enfuite  dans^ 
le  cône  (  comme  Ton  verra  dans  le  Chapitre  fuivant  y 
de  plans  EUipciques  au  lieu  de  circulaires ,  on  prouvera, 
les  mêmes  chofe  dans  k  Parabole  &  Hyperbole  avec 
une  excrême  facilicc. 

PROPOSITION  X  I LL 

Thcorcmc^ 

Fxo,  149.       z8o.  Tous  /if/  diamètres  dune  Ettipfe paffint par  nm 
feul  ^  unique  point  ^  qui  e^  celui  oè  le  plan  de  fEUipfe  ren^ 
contre  l'axe  du  cylindre  i  éf  y  font  coupés  en  deux  parties 
èytles. 

f  Et  réciproquement  toutes  les  lignes  qui  pajfent  par  ce  point  ^ 
^  qui  font  terminées  de  part  ^  it autre  par  CEÎlipfe  h  y  font 
coupées  en  deux  également ,  ^  en  font  des  diamètres. 
On  nomme  ce  point  le  Centre  de  rEllipfe. 
1®.  Soie  ^JB  un  diamètre  quelconque ,  &  c  le  poinr 
où  le  plan  de  rElltpfe  rencontre  Tasie  du  cylindre.   Si 
I*on  mené  les  lignes  Aa ^B  b^  parallèles  à  Taxe  Ce ^  il 
f  Z>#f.  10.  eft  clair  ♦  qu'elles  feront  des  côtés  de  la  furÊice  cylindri- 
que ,  &  que  les  deux  plans  ïAa  y  GBtyj^ui  paflènr 
par  ces  deux  lignes,  &  parles  deux  tangentes  AF^  BG^ 
qui  félon  la  déHnicion  des  diamètres  ,  doivent  être  na. 
ralieles  entr'elles ,  feront  parallèles  entr'eux^  &  touche^ 
ront  la  furface*  cylindrique  dans  \ts  côtés  Aa^  Sby 
d'où  il  fuit  que  ces  deux  plans  formeront  dans  le  planv 
de  la  bafe  deux  lignes  a./^  6  g  ^  parallèles  entr'elles  ^  &. 
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«qui  toucheront  la  bafè  aux  points  ^^  ^,  où  les  côtes  ^a^ 
£by  la  rencontrent.  Or  il  eft  démontré  dans  les  Ele- 
mens  de  Géométrie ,  que  la  ligne  a  b  qui  joint  les  points 
d'attouchement  de  deux  tangentes  parallèles  af^bg^ 
d'un  cercle  ,  pafle  par  fon  centre  c.  partant  le  plan 
^abB  paflera par  Taxe  c^  du  cylindre 5  &  la  ligne  ^ B^ 
•qui  eft  la  rencontre  de  ce  plaù  av^ celui  de  rËllipfe, 

{laflera  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le  plan  de 
'Ellipfe.  De  plus  â  caufe  des  parallèles  ^a^  Bb ^  Crj 
il  eft  évident  que  le  diamètre  ^  S  àt  rEllipfe ,  eft  divi- 
fé  en  deux  également  au  point  C  5  puifque  le  diamètre 
^^  du  cercle  Teft  au  points  qui  en  eft  le  centre,  ce  quUl 
fallait  démontrer  en  frermer  lieu. 

1^.  Si  Ton  mené  par  les  extrémités  ^  yB  ^  d'une  ligne 
quelconque  ^  B  ^  qui  pafTe  par  le  point  C  où  le  plan  de 
l'Ellipre  rencontre  Taxe  Ce  du  cylindre ,  les  lignes  Jla^ 
Bb  ^  parallèles  â  cet  axe  ^  il  eft  clair  félon  la  dénnition  ij. 
de  la  furface  cylindrique,  qu'elles  en  feront  des  côtés,  fie 
<]ue  le  plan  AabB  paftera  par  l'axe  Cr  du  cylindre» 
D'où  l'on  voit  que  la  ligne  ab  commune  Seâion  de  ce 
plan  &  de  celui  de  la  hzlk  ^  pafle  par  le  centre  c  de  la 
oafe  \  &  qu^ainfî ,  puifqu'elle  y  eft  coupée  en  deux  éga« 
lement^  la  ligne  ABU  fera  aufli  au  point  c.  De  plus 
ies  tangentes  afy  bg ,  qui  pafTent  par  les  extrémités  du 
diamètre  ^^  étant  parallèles  entr'elles  5  les  plans  touchans 
faAygbS^  feront  parallèles  entr'eux ,  &  formeront  dans, 
le  plan  de  TEllipfe  deux  lignes  parallèles  AF^  BG^  qui 
la  toucheront  aux  extrenntés  ^,  i?,  de  la  ligne  AS^ 
^qi  eo  fera  par  confécuent  un  diamètre.  CV  ^^  f^'^^ 
faUoit  démontrer  ^n  fécond  lieu. 

Cou  G  Li.  A  me 

^Zi»  X)  jB-i,  A  il  eft  évtdeiic  que  par  un  point  donné 
far  le  plan  d'une  Ellipfè  autre  que  le  centre  «  on  ne  peut 
£ûre  pailer  qû'ua  iêul  diamètre. 
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PROPOSITION     XIV.. 

Théorème. 

Fi  ^  149,  zSi.  Toute  ordonnée  M  P  N  de  fart  &  idut^e  i. 
un  diamètre  A  B ,  efi%ufèe  endeux.  également  far  ce  diamètre- 
en  un  point  P. 

Et  réciproquement  fi  une  Ityfte  quelconque  MVN  terminée 
par  une  EUipfe  ^  qui  ne  paffe  point  par  le  centre  C ,  efi  coupée 
en  deux  égaîenunt  en  P  ,  par  un  diamètre  Xl^^  elle  fera  erdon-^ 
née,  de  part  ^  d\autre  à  ce  diamètre, 

Ayant  mené  par  les  points  -^ ,  5  ^  JV^ ,  ^^  les  côtéss 
^a^BhyMm^Kn^  parallèles  à  Taxe  Ce  àw  cylindre,. 
&  qui  rencontrent  le  plan  delà  hafeaux  points  ^^^^  m,»;, 
la  ligne  P^  commune  Sedion  des  deux  plans  ^abB^ 
MmnN y  fera  parallèle  aux  côtés  du  cyJindre  ^  puifque^ 
tous  Tes  côtés  (ont  parallèles^  entr'eux.  De  plus  le  plaiv 
^abB  paflera  par  l'axe  Crdu  cylindre,  puifquc  le  dia- 
mètre AB  paife  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  rEllipfe  $  &  il  iqrnciera  par  conféquen^  dans  le 
plan  de.  la  bafe  une  ligne  ^^.qui  parfera  par  le  centre  r, 
c'cft  à  dire  ^  un  diamètre.    Cela^  pofé. 

Puifque  par  la  fuppofition  la  ligne  M  F  N  e(k  ordon- 
née de  part  &  d'jautre  au  diamètre  AB ,  elle  fera  paral- 
lèle aux  tangentes  -^  F^B  G  ^  qui  paflcnt  par  le?  extré- 
mités de  ce  diamètre  V  &  par  conféquenc  lès  plans  rou* 
chans  FAa^  GBb^  feront  parallèles  au  plan  AdmnN. 
Les  lignes  que  ces  trois  plans  forment  dans  le  plante 
la  bafe  j  fçavoir  les  deux  tangentes  af^  ^-g,  &  la  ligne. 
mnj  feront  donc  parallèles  entr'elles  5  &  ainfî  la  ligne 
mn  fera  perpendicul^re  au  diamètre  sb^  qui  la  divife- 
ra  par  conféquent  en  deux  parties  égales  $uv  point  p. 
D^ù  il  fuit  à  cattfe  des  parallèles ^na^^/yiSTii,  que 
la.  ligne  iWriV  fera  aufli  divi&e  en  deux  ^parties  égates^ 
au  point  P. 

Maîi^tenant  pour  prouver  la  cpnverfe  ,  on  mènera.^ 

dasis^ 
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Dès  TIlOIJ'StGTIQNS  CoNXQj^EN  ginbrai.    i^ 

4ans  le  plan  de  rEUipfe  deux  tangentes  AF ,BG,  ¥pa^  ^j4rf.  167. 

xalleles  i  MH-y&L  ayant  tire  par  leurs  points  d'attou- 

chemens  le  diamètre  A  8^  il  eft  clair  félon  les  définitions 

13.  &  14.  que  cette  ligne  M 2^  fera  ordonnée  de  part 

&  d'autre  à. ce; diamètre.,  &*par  confëquenc  (  fclon  cd 

*qu*on  vient  de  démontrer)  coupée  en  deux  également 

en  P  par  ce  mccne  diamètre-  Ot  comme  Ton  ne  peut 

mener  parle  point  P  »  qu'un  féul  diamètre ,  il  s'enfuit  "^  Art.xtw 

que  fi^me  ligne  MN  terminée  par  une  ElUpfe,  ôc^qui 

ne  pafle  point  par  le  centre  c ,  eft  coupée  en  deux  cga-* 

lement  en  P  par  undiametre  AB^  elle  lui  fera  orxlonnée 

de.  part  &  d'autre.: 

PROPOSITION  xv; 

Théorème. 

i8  J'  S  'il^y  a  dans  une  EOipfe  deux  diamètres  A  B  ,  D  E|  F  i  o.  I4J# 
dent  tun  £euK  D  EJ^/  parallèle  aux  Tangentes  AT ,  B  G  ^ 
qui  paffent  far  les  extrémités  de  Vautre  A  B  :  je  dis  réecipro:^ 
quement  que  le  diamètre  A  B  fêra^paralltle  ^ux  Tangentes  qui  :\  -* 

paffent  par  les  extrémités  'du  diametu  DE. 
'    Les  deux  diamètres  AB^  DJE  ,  font  appçllcs  Çonj»^ 
yiés  Tun  d  l'autre.  : 

Ayant  mené  par  ^  les  points-  A  yB  ,D  ^  J£  ,  les  côtés 
4.a^Bhy  DdtEe^diÀ  cylindre,  lesquels  rencontrent  le  plart 
de  la  bafe  aux.  points  a/b^  d^e  ^  les  plans  Aàb  B  ;^  . 
Hde  £y  paflèront  par  l'axe  r^4Ju  cylindre  ,.puifque  les 
lignes  AB^DEy  font  des  diamètres  de  rElKpfc-5  & 
formeront  par  conféquent  dàn»le  plan  de  la  bafe^  deux  ^ 
diamètres  al^  de.    Or  le  plan  touchant  If ^ a  étant  pa- 
rallele  au  plan  Dde  Ey  formera  dans  le  plan  de  la  bafe 
une  Tangente  ^/parallèle  au  diamètre  de  ,  Jequel  dia-. 
mètre  fera  >.  par  cohfcqu<ect  perpendiculaire  fur  ie 'dia- 
mètre ah.    Si^donc  l'on  mené  par  l'une  des  extrémités  d 
du  diamètre  i/r  une  Tangente  dh  au  cercle  ,  elle  fera 
parallèle  au  diamètre  ab^  &  le  plan  hdiy  parallèle  â\i  : 

Bb 
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,iy^  L I T  R 1    s  f  X  I  e'm  B. 

plan  AahB  :  c'cft  pourquoi  les  communes  Seâions  de 
ces  deux  plans  avec  le  plan  \le  l'Ellipfe^  fçavoir  la  Tan- 
gente  BK  &  le  diamecre^y^i?.,  font  parallèles  entr'eU 
les.  On  prouvera  la  même  chofe  â  Tégard  de  la  Tangeo* 
te  qui  paiTe  par  l'autre  extrémité  £  du  diamètre  D  Ek 
Donc  ôcc. 

Corollaire    J. 

^84.  De-la  il  eft  cviéient  que  s*il  y  a  éemm  dia- 
mètres conjugues  ^ B ^  DEy  dans  une  Ellipfe  j  les  deu« 
plans  qui  paflent  par  ces  diamètres  &  par  l'axe  Crdu  cy« 
lindre ,  formeront  dans  le  pian  de  la  bafe  deux  diamef> 
.très  ab^de\  qui  feront  perpendiculaires  entr'eux t  ce  qw 
eft  réciproque. 

C  .0  R  o  L  L  A  I  A  E     I  î. 

iSy*  1  i  fuit  encore  de  cette  Propofition  xjue  fi  par 
un  point  quelconque  P  d'un  diamètre  ^^,on  mené 
aine  ordonnée  MP  Nàt  part  &  d'autre ^ elle  fera  parai- 
lele  au  diamètre  D  £  qui  lui  eft  conjugué  i  &  qu'ainfi 

^Art.  xyu  ^^  ^"'^  *  MP^PN  ou  P^\  DC^CE  ou  DC^  :t 
^P^P£.  ^C^CB  ou  AC.  Ce  qui  donne  P  JW\ 
^  P^PB  ::  Fc*.  37c*::  42)C*  ou  5>T*.  J37c*  on 

!/tf  Jî  .  Ceft  â  dire  que  le  quarré  d'ime  ordonnée  quel- 
conque jM  P  à  un  diamètre  A  B  ^  eft  au  reâangtt 
^P  ^PB  fait  des  parties  de  ce  diamètre ,  comme  le  quar^ 
j'é  du  diamètre  I>E  qui  lui  eft  conjugué ,  eft  au  quarré  dm 
^ïxmstteAB. 

PROPOSITION    XVL 

Thcorênia 

^n  c.  MO.  ^^^*  S  I  parmnfmnt  qtêtlconqMe  M  (tune  Eïïiffè  A  M  B^ 
ton  mené  une  Tangente  ^F  M  G  qt^i  renconire  aux  points  F,<î^ 
deux  autres  Tangentes  A  F  ^  B  G  ^  parallèles  entr^eJks  :  je  Ait 
^^f  M.MG;.:  Af.BG. 
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Ayant  meoé  par  les  points  d'attoudieraens  -^  ,  S ,  M, 
Its  cotés  AdyBb^  Mm ,  du  cylindre,  &  fait  paffer  par  ces 
çôtcs  &.par  les  Tangentes  ^  /,  5G ,  FG<»  \çs  trois  plans 
i?^rf ,  G  Brb^  RAim^oa  G  Mm  j  il  eft^lair  que  les  çom- 
munes  Sedions  J"/,  Gg»  des  deiuc>  premier»  plans  avec 
le  troifîéme.,  feront  parallèles  tant  eotr'elks^-,  qulvec  les  ■ 
côtés  du cyJiodre } car  les  deux»  plans  J?iVf»,i^^rf,paf. 
fant  par>les  côtés  Mm^A^a ,  qui  font  parallèles  entr'cur, . 
leur  commune  Seâion  F  f  fêta  paralkle  â  c«$  côtés  }  & 
par  la  .même  talion  G^  commune  Seâion  des  deux  plans 
G  B.h  ^G  Mm ,  fera  parallèle,  aux  côtés  Bh ,  Mm.    De  - 
plus  les  lignes  af^  Ifv^  que  forment  les  plans  touchans  pa. 
ràlleles  FAa^  GBf,  dans  le  plan  de  la  bafe^  en  feront: 
des  Tangentes  parallèles  j  les  parties  /»,^^,  de  la  boi- 
fiéme  Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  baie  par  le  trot, 
fiéme  plan  touchant  FMm,oa  GMm^  feront  égaies  (  pap: 
la  propriété  du  cercle)  aux  Tangentes  ^/,ig  j  fçayoit» 
fmifa^iLMtgigh^    Gela  pofe. 

A  catife  dès-lignes  Aa^  Ff,  Mm\  G^,£i  ^  &  ^.i?, , 
MG  y  6c  A/y  ^g,  qui  font  parallèles  eetr'cllies ,  on  aura^ 
FM.  M  G  il /mon  fa.  jn^ovt^gé  ::  F-^^  G By  C* qt^U 
fitâoit  démontrer.  ...      ,  . 

G  O  B.  O  L  L  A  l  K  E      I.' . 

2.S7.  ^-1  l'on  mené  par  les  points  d'àrtouchèmenc  r 
/^  *  ^  des  deux  Tan^tes  paralieles  cnir'clles  ^y^  ir,  jr  g»  . 
un  diamètre  AB  qm  rencontre  en  T  la  Taagçnt^  FMG^. 
&  qu'on  tise  l'ordonnée  M.P  à  ce  diamètre  :  il  e(t  évi- 
dent que  -rfP^  PB  ::  FM.  MG  ::  ^ F.  BG  :;  ATi 
JiT.  £t  qu'ainfi  P.B^^P,  PR  n  BT^^T  oitJ 
^B.BT, 

Go  no  L  L  A  I  RE'     II. 

2.88.  1J|£.LA  on  tire  la  manière  iùivante  clemeafit' 
d'un  point  donné  M ïvir  une  Ellipfe  la  Tangente  MT^ 
iin<  dumecre  .AB  étant  .donské  avec  la  polîtion  de  iês  > 
ojulonnées. . 

Bboj 
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De  runc  des  extrémités  B  du  diamètre  AB ,  foit  tiréiC 
au  point  donné] A£  la  droite  B  M.  P\iis  ayant  mené  1*of- 
donnée  MP  zu  diamètre  AB^&c  pris  for  ce  diamètre  da 
côté  de  B  la  partie  PH  égale  à  P^,  foit  tirée  M^ 
parallèle  i  P  M  ^  rencontrant  la  ligne  B  ^  en  iC,  par  où 
&  par  f  autre  extrémité  ^  foit  menée  ^  K.  Soit  enfin 
tirée  MT  parallèle  4  ^.liC ,  dle^era  la  Tangente  qu'on 
cherche. 

Car  à  caufe  des  parallèles  MP y  HK,  Sc^  K^MT^ 
i'on  aura  B^.FH.ou  ^  A:xtM.  MK  vx  BT.  TA. 

Cor  O  L'L  Ail  ILE     I  M. 

2^9*  S  *i  L  y  A  dans  uneEHipfe  deux  Tangentes  Jl^^T*, 
^7*,  qui  fe  rencontrent  en  un  point  7*5  je  dis  que  le 
diamètre  AB  qui  pafle  par  le  point  ^P  milieu  de  la  ligne 
iV/^  qui  joint  \t%  deux  points  d'attouchement,  panera 
auffi  par  le  point  T.  Car  PiV  eft  ordonnée  au  diamètre 
^jlrt.jLSy.  AS  de  nrêmc  que  P  Af  î  &  par  conféquent^  lesTangen- 
tes  MTi  NT ^  iront  chacune  rencontrer  ce  diamètre 
en  un  point  T',  tel  que  PB — Af.  PB  ::  AB.  BTi  c'eft 
i  dire  dans  le  n^ême  point. 

Co n b  L  L  A  I  R  E     IT. 

,  .  i^^»  S  i  l'on  joint  dans  une  ElKpfe  les  points  d*at- 

touchemens  M^  -W,  de  deux  Tatigentes  MF^  NZ^ 
paruiie  Ugnfe  droite  MN>  fie  qu^l  y  aitune  troifîéme 
Tangente  i^^X  parallèle  â  MN  :  je  dis  queues  parties 
FA ,  jiL-dé  cette  dernier  Tangente  ,  prifes  entre  fon 
point  d'attouchement  A  &  les  deux  premières,  forent 
égales  entr'elies.  Car. ayant  mené  par  le  point  d'attooi. 
chement  A  le  diamètre  ^5,  il  elt  clair  que  la  ligne 
MK  eft  ordonnée  depi^rt  &  d*autré  i  ce  diamètre^ 
puifqu'eile  eft  parallèle  à  la  Tangente  FL  qui  pafle  par 
ion  extrémité  A  -y  fie  qu'ainfî  il  la  coupe  par  le  milieu  en 

^AmxB^^  P^  ôc  paflè  *  j^ar  conféquent  par  le  point  de  fcncontie 
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'7"<îes  deux  Tangentes  M  F^  NL  5  ou  bien  il  leur  fera 
parallèle ,  fi  la  ligne  MN  ^\xn  diamètre.   Or  il  cft  yu  "^Atu  ijj; 
fible  en  Tun  &  l'autre  cas  ^  eue  F  Lktz  divifé  enjeux  par- 
des  égales  au  point  ^  par  le  dianietre  Ai  j  puifque  M  if 
L'eft  en  J'^ar  ce  même  diamètre. 

CHAPITRE   ^11. 

l^e  la  Parabole  ^  de  l' Hyperbole  tnfarticulier. 

PROPOSITION    XVIJ. 

Theorcme. 

291.  Dans  une  PauiboU  toute  oràfnnèe  MPN  de  Fi«.  \^. 
fart  é*  J^  autre  à  un  diamètre  kh^efi  coupée  en  deux  également 
far  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  ^jui  ejl  réciproque. 

Ayant  fait  paiTer  par  la  ligne  Jl<f  Kuti  plan  £lliptiquey 
îl  formera  dans  le  plan  touchant  5D£  parallèle  au  plan 
Parabolique ,  une  Tangente  DE  parallèle  i  M  N.  De 
jilus  le  plan  S.AJF  meafé  par  le  Sommet  S  du  cone^  U 
par  la  Tangente  A  F  qui  pafle  par  l'origine  A  du  dia^ 
mètre  AB^  formera  dans  le  plan  Elliptique  une  Tangen- 
te  af'^  &.la  ligne  Da  qui  joint  les  points  d'attouchemeM 
des  deux  Tangentes  D  E ,  af^  paflera  par  le  point  P  j  puit 
que  le  diamètre  Aê  tk  parallèle  au  côté  touchant  SD. 
Cela  pofë. 

^>ui(que  par  la.foppo{ition  ♦  les  deux  Kgnes  A  F^  M2^\  **-D^  14* 
font  parallèles  entr'elles  i  il  s'enfuit  que  la  Tangente  </^,  qui 
eft  la  commune  Seâion  de  deux  plans  qui  pailent  par  ces 
deux  lignes,  fera  parallèle  â  ;AîfiVj  &  par  confëquent  à 
JE)  E.  D'où  Ton  voit  *  que  la  ligne  D  a^  qui  joint  les  points  >  j)tf.  15. 
^'attouchement  des  deux  Tangentes  parallèles  B  E ,  af^ 
cft  uo  diamètre  de  l'Ellipfe  j-êc  qu'ainfi  la  ligne  MN  qui 
eft  parallèle  à  ces  Tangentes  &termincc  par  rEJlipfe ,  fe- 
d:a  *  divifée  en  deux  également  au  point  P.  if  Art.\%%l^ 

Jdaintenant  pour  prouver  la  conveile  ,  en  mènera 

hh  iij 
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^Art.  167.  dans  le  plan 'de  la  Parabok  *  une  Taugcate  ^^  parallèles 
d  la  ligne  MN ^&i  ayant  tire  par  le  point  d'attouche^ 
ment  A  un  diamcrrc  .^vtf  ,  il  aura  pour  ordonnée  de  parc. 

>  Dêf.  14.  U  d'aucre  *  la.  ligne.  M 27^  qu'il  di vifera  par  conféquent 
en  deux  parties  égales  au  point  P  félon  4:e  qu'on  vient  de 

♦-^r/.x68^, démontrer.  Or  comme  il  n'y  a  qu'un  feul  diamètre  *  qui* 
puifle  pafler  par  Je  point  de. milieu  t  deJaJigne  MJ/,^ 
il  s'enluic  &c^ 

Go  no  L  LA,I  Mi^^é 

29**  XJ^-i-  A  il  cft  évident  que  û  Ton  mené  par  deux.: 
points  quelconques  P  y  Q^  d'un  diamètre  >^  5  deux  or. 
données  de  part  &  dautre  MPK ^  0>SJi^  on  aura. 
*vi«/.  177.  toujours  *  MPm  PN  on  P  M  ]  OQj<  QJi  ou  ^0^  •.:. 
A  P.  ^  S^  Ceft  i  dire  que  les  quarrés  dt^  deux  ordon- 
nées quelconque^  P  M  ,  ^O ,  à  un  diamètre.  A  B  ^  fe- 
ront toujours  entr'eux  ^  comme  les  parties  A  P^  ^ ^% 
de  ce  diamètre  prifes  depuis  fon  origine  -rf,  jufqu'à  ces. 
iDjêmes  ordonnées. 

PROPOSITION    XVI  IL 
Thcorcmer, 

mené  une  ordonnée  M?  i  ul  defes  diamètres  A  Bjqn^on  vou^ 
dr4 ,  &une  Tangente  M  T  qui  rencontre  enT  ce  diamètre  prû^, 
longé  au  delk  de  Jon  oi^gine  hxjedk^tfes  parités  AP^  AT^ . 
font  é^les. . 

La  même  préparation  étant  faise  que  dans  làPropa. 
(kion  précédente  ,  foit  de  plus  mené  par  le. Sommet  S^ 
du  cône  &  par  la  Tangçnte,  iw  r.,  le  plan  touchant 
ST.M  cji^i  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Tangen-. 
te,  M  H ,  laquelle  rencontrera  le  diamètre  Da  dç  VBl^ 
lipfe  en  un  point  H  par  où  paflera  la  ligne  ST\  &  f«e  : 
enfin  tirée  la  droite  TQ  parallèle  i  SA.   Ceci  bien  en-. 
*^/!r.iÎ2.  tendu,  on  wt^*-DH,Ha  :i  D  P.  P  a  ^  ic  {^temando)  , 
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1>H.  DP  :  :  Ha.Pa.  Mais  a  caufe  des  parallèles  ^  B, 
SD,  &c  smt,  TGy  \\  eft  clair  que  D H.  DP  nSH. 
STiiHa.Ga.  Donc  Ha.  Pa  ::  Ha.Ga.  Doncauflî 
PammOa-yôc  pstr  con{éq\xentAPMm^T.  Ce  qu'il /a/iûif 

PROPOSITION    XIX. 
Thcorcmc 

^94*  JD  A  N  s  /r/  HfperbaUs  afpêpes  tùut  diamètre  À  B  F  i  g.  i;u 
faffe  far  le  point  £ inter ÇeÙion  C  des  deux  afympt^tes  ,  ^  y 
efi  coupé  en  deux  également  :  ce  ifui  efl  resipr^qàe. 

On  oommera  ce  point ,  Centre, 

Soit  HSh  une  des  deux  communes  Serions  du  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique,  &  des  deux  furfaces  Co- 
niques oppofces}&  foie  rAfymptôte  F  G  forn>ce  par  la 
rencontre  du  plan  Hyperbodique  avec  celui  qui  tôucne  ces 
deux  furfaces  en  cette  ligne  HSh.  Soient  menées  par  les 
Tangentes  parallèles  Af^BG^  qui  pafient  par  les  cxtre- 
mites  du  diamètre  -^ a,,  &  qui  rencontrent  rAfymptotc 
3FG  aux  points  iî",  G,  deux  plans  Elliptiques  parallèles  >  ils 
formeront  dans  le  plan  touchant  qui  palIe  par  le  côté 
HSh  y  les  Tangentes  parallèles  F  H^  Ghf^U  dans  le 
plan  touchant SAFhs Tangentes  parallèles  A F^af. 

Cela  pôfé  ,  les  lignes  parallèles  F  H  ^  G  h  ^  étant  ren- 
fermées  entre  les  deux  autres  parallèles  FGy  Hh  ^{q^ 
root  égales  eotrVlles  j  &  les  triangles  femblables 
SHFy  Shf^  &  SFA  y  Sfa^  donneront  cette  proporw 
«ion,  Jf  i^.  hfii  S  F.  sf:  :  F  A.  fa.  Et  partant  HFFA.x 
hf.faM^  hG.GB.  Donc  puifque  HFc±mhG  ^i\  s'en*.  ^Art.ii^ 
iuit  que  AF^^BG^Sci  caufe  des  triangles  femblâbles 
ACF ^  BCG  ^  que  ^Ct»CB  :  c^eft  à  dire  que  TA- 
fyroptote  F  G  pafle  par  le  point  de  m^ilieu  c  du  diamètre 
^B.  On  prouvera  de  même  que  l'autre  Afymptote 
palTera  encore  par  le  point  de  mnlieu  C  du  diamètre 
A  £  i  d'où  Too  voit  que  le  diamètre  A  3  paâe  par  le 
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point  d'incerfedion  C  des  deux  Atytnptotcs  ^  tcyc(t  coi»i«. 
pé  en  deux  parties  égales.  9r 

<Sbic  à  preiènt  une  ligne  j4  R  qui  pafTant  par  le  point 
d*interfeiaion  Cdcs<leux.  Afymptotes,  rencontre  les  Hy- 
perboles oppofées  aux  points  A^B.  Si  Ton  mené  par  la 
point  A  la  Tangente  ^iF^SCà  THyperbole  oppofée  une  - 

♦-rfrr.  167.  Tangente  D  G  *  parallèle  à  •^/.j  il  eft  clait  par  ce  qu'on  ^ 
vient  de  prouver  que  la  ligne  ^D  qui  joint  les  points, 
d'attouchemens  de  cesdeuxTïingen tes  étant  un  diamè- 
tre ,  paflera  par  le  point  d'interfeâiôn  C  des  ATymptotes. . 
£ile  le  confondra  donc  avec  laUigne  -^  B  qui  pailè  auf- 

«  Bjfp.        fi  ♦par  les  deux  mêmes  points  A^c  :  c*eft  à  dire  que  le 

Î)oint  D  tombera  fur  4e  point  B.    C'eft  pourquoi  cette 
igné  AB  fera  un  diamètre  y  &  partant  coupée  en  deux  «, 
parties  égales ^U  point.  c«_ 

^95^  D  B-LA  on  voit  que  d'un, point  donné  au  de^ 
dans  d'une  Hyperbole,  on  n^e  peut  mener  qu'un  feul  dia^* 
metrie  ^  puifqii'il  n'y  a  qu'une  feuL  ligne,  qui  puide  palTet . 
par  ce.point ,  &  paç  le  centre. ^ 

PROPOSITION     XX. 
Tlxèorctn& . 

ff  ?•  J5J-  2^9^'  LJAi^s-ks  'Hyperialesûppûpfj  tnte  tiètinit 
M  P  N  ^  fan  ^  tt autre  à  un  diamètre  AB  y  e^  coufèe  en 
deux  également  far.  ce,  diamètre  au  f  oint  P.  :  ce  qui  eft  reci^ 
froque^ 

Ayant  fait  paâer  par^la.  li^e.  MN  un  plan>Ellipdè. 
que  y  il  formeta^dans.  les  deux  .plans  totuchans  Si/i.F  , 
SBGy  deux  Tangentes  af^ b^ 5  &  la  ligne -^^  qui  joint 
les  points  d'attouchemens  de  ces  deux  Tangentes,  étant 
la  commune  Secbion  du  plan  Elliptique  &  du  plan  S^  Bi^ 
pailèirapai:  le  point  P.   Or  puifque^  pat  la  fuppoâtian 
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Des  thois  Sections  Conic^  en  général,  ^oi 

lès  deux  lignes  j4  F^  MN^  font  parallèles,  il  s'enfuit  que 

h.  ligne  af  qui  e(l  la  commune  Seâion  de  deux  plans , 

qui  paffenc  par  ces  deux  lignes  ,  fera  parallèle  i  MK. 

Par  la  mênrre  raifon  la  Tangente  h^  commune  Scdioir 

du  plan  Elliptique  Sc  du  plan  touchant  SBXj  y  lefquels  paf- 

fent  par  les  deux  parallèles  MN^  BG^  fera  parallèle  â 

M  iV.    Les  deux  Tangentes  af^bg  ,  feront  donc  paralle- 

les  entr'elles  :  J'où il  fuit  que  la  ligne  ab* eft  un  diamètre  *  Défi  ij. 

de  TEllipfe  i  &  qu'ainfi  la  ligne  iUf  iV^eft  diviféeen  deux  ^^Art.  ijfz. 

parties  égales  au  point  /*. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe,  on  mènera  dans 
le  plan  des  Hyperboles  *  deux  Tangentes  ^F^  BG^  parai-  *jirt.  xôj* 
leles  â  la  ligne  ^  i\r terminée  par  l*Hyperbole  y  &  ayant  ti- 
ré par  leurs  points  d'attouchemens  le  diamètre^  B\  il  eft 
dair  iêlon  la  Définition  quatorzième ,  que  ce  diamètre  au- 
ra pour  ordonnée  de  part  &  d'autre  la  ligne  iWiVj&qu'aitï. 
£i  il  la  coupera  félon  ce  qu'on  le  vient  de  démontrer  ,  en 
deux  parties  égaler  au  point  Pi  Or  comme  il  tfy  a  qu'un 
fieul  diamètre* qui  puiffe  pafler  par  ce  point,  il  s'enfuit  que  ^jin.  x^y 
£4ine  ligne  MN  termiriée  par  une  Hyperbole  >  eft  cou- 
pée  en  deux  également  en  P  par  un  diametre^^^^elle 
icra  ordonnée  de  pa^rt  &  d  autre  i  ce  diamètre* 

Co  it  o  L  L  A  I  R  I* 

3t97-  Lyî  LA' il  eft  évident  que  fi  Ton  mené  deux 
«données  de  part  &  d'autre  MP  N  ^  o  ^K^  à  un  dia* 
mètre  AB  ^  on  aura    toujours  *  MPhP2T.  ou  P  M*  "^AH.'vril 
o^^ou  ^*  :  :  A  F  H  FB.  \AQ^,  QB.  Ceft  à  dire  itc. 

RROPOSITI  ON    XXL 
Theorcmc. 

^9%v  ^i  far  m  point  quelconque  M  Jtune  Hyperbole  ^on  F  i  g.  "154. 
mené  une  Tangente  MF  G  qui  rencontre  deux  autres  Tan- 
gentes parallèles  A  F  ,  B  G  ,  mx  point  F  ^  G  i  je  die  que 
A4F.  MGtr  AF.BG. 

Ce 
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Ayant  mené  deux  plans  Elliptiques  parallèles  qui  paf- 
fenc  par  les  Tangentes  A  F ,  BG  -,  ils  formeront  dans  le 

f)lan  touchant  SMG  deux  Tangentes  H  F  ^hG  ^  paraU 
eles  entr'elles  >  &  le  plan  Elliptique  qui  pafle  par  B  G^ 
formera  dans  le  plan  touchant  SAF^  une  Tangente  af 
qui  rencontrei*a  la  Tangente  ^G  au  point  /;où  la  ligne 
F  S  rencontre  ce  plan  Elliptique.  Cela  pofë,  lesTangen- 
tes  af^  B  G ,  feront  parallèles  entr*elles  5  puiiqu'elles  le 
^Aru  i68*  font  chacune  à  la  Tangente  AF:&c  partant  *  on  aura 
B  G.  Gh  ::  af,fh  (à  caufe  des  triangles  femblables  Shf^ 
SHF^U  Saf^SAF^)i\  ^F.FH.  Donc  H  G.  A  F:: 
.  Gh.  F  H  (  à  caufe  des  triangles  femblables  M  Gh ,  MF  H,  ) 
:  :  M  G,  M  F.     Ce  qu'il  fallait  dèmomrer. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  tirer  de  cette  Proportion  les  mê- 
mes Corollaires,  que  dans  TEllipfeart.  187. 1S8. 189.  &  i^o. 
^*eft  pourquoi  je  ne  m'amuierai  point  â  les  repeter. 

PROPOSITION     XXII. 

Théorème, 

Fie.  155.  299«  S  1  «^»^  %«^  ^m/^  F  G  terminée  parles  Afymp. 
tûtes  (tune  Hyperbole  ^  la  touche  en  un  point  A  j  je  dis  que  cette 
liyfie  droite  y  fera  coupée  en  deux  parties  égales^ 

Soient  menés  par  le  Sommet  S  du  cône ,  &par  les  deux 
Afymptotes  CF ^  CG^  deux  plans,  lefquels. toucheront 

*Def.i6*  *lâ  furface  Comque  dans  les  cotés  S  M  ,  SN^  ou  le 
plan  MSN  parallèle  au  plan  Hyperbolique  la  rencon- 
tre. Soit  mené  un  plan  Elliptique  qui  pafle  par  la  droite 
F  G  :  il  formera  dans  les  deux  plans  touchaxis  deux  Tan- 
gentes MF^  NG  ^U  dans  le  plan  MSN  une  ligne 
droite  M  N  parallèle  à  FG^  &  qui  joint  les  points  d'ac- 
touchemens  de  ces  deux  Tangentes,    Cela  pofé,  il  eft  vi- 

'^Art.  jLçoé  fible  que  la  ligne  F  G  »  eft  coupée  en  detuc  parties  égales 
au  point  A  ^  puifqu'elle  toucne  dans  ce  point  r£llip£e^ 
Auffi -bien  que  THyperbole, 
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Des  TROIS  Sections  Conique»  général.  ^05 

C  o  R  O  L  L  A  I  B.  fi      I. 

3^0t  C  o  M  M  E  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  ligne 
J  G  qui  pallànt  par  un  point  donné  ^  au  dedans  d'un 
angle  /  C  G ,  &  étant  terminée  par  fes  côtés ,  foitv coupée 
en  deux  également  par  ce  point  A  y\\  s'enfuit  que  £1  une 
ligne  droite  FG  terminéepar  les  Afymptotes  d'une  Hyper^ 
bole ,  la  rencontre  en  un  point  A  qui  divife  cette  droite 
JG  en  deux  parties  égales ,  elle  touchera  THyperbole  en 
ce  point. 

Cor  on  A  IRE    II;  ; 

^01.  xJe.la  on  voit  que  pour  mener  d'un  point  don* 
né  ^  fur  une  Hyperbole  dont  les  Afymptotes  C  F ,  CG^ 
font  données ,  une  Tangente  FA  G  j  il  n'y  a  qu'à  tirer  la 
ligne  AD  parallèle  à  l'une  des  Afymptotes  C(3  ^  &  ter*  :  ^  "" 
minée  par  l'autre,  &  ayant  pris  la  partie  Z>i^  égale  à  CD,, 
tirer  la  ligne  FAG  :  elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car 
à  caufe  des  triangles  ferablable^  FCG ,  FDA^  la  ligne  F  G 
fera  caupée  par  le  milieu  en  A  j  puifque  ♦T  F  l'cft  en  D.    "^^yp* 

Corollaire    III. 

302:  5>  i  Ton  joint  deux  points  quelconques  jl^,  JV^  Fig.  15^^ 
d'une  Hyperbole  MAN  par  une  ligne  droite  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  /f,  iC  ries  deux  parties 
M  H^  N  K  ^àc  cette  droite  renfermées  entre  l'Hyper-' 
bolc  &  les  Afymptotes  ,  feront  égales  entt'cUe».-  C^^ 
ayant  mené  par  le  point  P  milieu  de  M  N^\t  diamètre 
CP  '^Ui parle  point  A  où  ce  diameti»  rencontre  l'Hyper- 
bole ,  la  ligne  F  G  parallèle  à  M  N^  &  terminée  par  les 
Afymptotes,  :  il  eft  clair  *  que  cette  ligne  F  G  fera  Tan-  "^An.  194. 
gjente  en  -^  3  &  par  conféqucnt  *  divilée  en  deux  partieè  *^/t..  19s» 
égales  en  ce  point.    D'où  il  eA  clair^àcaufé  des  triah. 
gles  femblables  CAF,CPH,8cCAG^CPK^  que. 
MHm^PKiiiL  par  conlcqucntJl4'/f«iV^^* 

Gci} 
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204  Lir-JLE    SrxiE'M^. 

COROLLAIJLE     IT. 

F I  o.  157/  5^î^  s  i  <i**in  point  donner  ftir  une  Hyperbole ,  Kott 
tire  deux  droites  •/^i^,,^ G,  terminées  par  (es  Afymp- 
totes^  &  que  d'un  autre  point  quelconque  M  de  la  me* 
me  Hyperbole,  oii  de  Ton  oppofée ,  on  tire  deux  autres 
^  droites  MH^  M  iC,  terminées  auflî  par  les  Afymptotes.^ 
&  parallèles  aux. deux  premières  A  F ,  AG  :  Je  dis  que 

Car  1®.  Lorfque  les  deux  points  A^M^  tombent  furla 
même  Hyperbole  payant  joint  ces  deux  points  4/^,-Af  ,par 
ujie  ligne  droite  qui  rencontre  les  Afymptotes.en  Pin  Q^^ 
les  triangles  femblables  PAJP.,  PMH  ^  U  ^MK^ 
^^  G  y  donneront  ces  deux  proportions  ,  A  F.  M  H  :  : 

*-rfn.  40Z.  A  P.  M  P  *  ::  M^  A  û^  i:  M  K.  A  G.  ce  qui 
donne  ,  en  multipliant  les  extrêmes  &  Jes  moyens^ 
JFA^AGa^HM^MK. 

1®.  Lorfqùe  les  points  ^,Jif,^onibent  iiir  les  deux 
Hyperboles  oppofées  ;  ayant  mené  par  le  point  donné 
À  &  par  le  centre  C ,  le  diamètre  A  £  ^iL  tiré  les  droi- 
tes  £Dy  J?£  ,  .parallèles  àAF  ^  AGy&c  terminées  par 
les  mêmes  Afymptotes  ;  il  eft  clair  que  les  triangles 
CAF  yCBBy  &  CAG  ,  C3E  ^  feront  femblables  & 

'♦^ft.^54*  de  plus  4gaux  eotr'eux  ,  puifque  *  CA^=iCB.  C'eft 
pourquoi  5  D^-rfjF,&  ^£tsa-rfGî&partant  DBu  BE 
^mF A^AG.     Or  félon  le  cas  précédent  KM^MH 

Ay  BKT  I  s  $i.M  £  NT. 

Je  laiâe  Xt$  autres  prc^rieoés  des  Aiymptotes  3  ^  des 
Diamètres  conjugués ,  parce  qu'elles  fc  tirent  de  celles- 
ci  fur  le  plan^  comnoie  Ton  a  fait  dans  le  troifiéme  Li- 
vr^  j  mon  deffein  n'étant  ici  que  ^e  faire  ^oir  de  queU 
le  utilité  peut  être  la  conHderation  du  Solide ,  pour 
.défnoDtrjer  tout  â  la  jEbis  U  fans  .aucun  calcul  ^  lespi^o- 
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prières  de  cous  les  Diamètres,  des  Tangentes  ,  &  des 
Afympcotesi  d'où  dépendent  coûtes  les  autres.  Ceft  ce 
que  je  crois  avoir  exécuté  d'une  manière  fort  aifée ,  & 
entièrement  nouvelle  5  puifque  je  ne  me  fuis  point  fervi 
de  lignes  coupées  harmoniquement,  comme  ont  fait  les 
Géomètres  Modernes  après  M".  Pd/chalic  Defcartes -^cc 
qui  les  a  obligés  d'avoir  recours  à  un  grand  nombre  de 
Lemmes ,  dont  les  démondracions  feules  me  paroifleot' 
auâî  longues  que  celles  de  tout  ce  Livre* 


t:<i% 
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LIVRE     SEPTIEME. 
Des  Lieux  Géométriques. 

De'finition    L 

FtG.  ijS,.c^  Oient  deux,  droites  inconnues  &  indéterminées 
ïjj*  ^ ^  P,  FiW ,  qui  faflent  entr'elles  un  anglç  A  PM  don- 

né ou  pris  à  volonté  3  &  dont  Tune  AP  que  j'appellerai 
Toujours  X  y  ait  un  commencement  fixe  au  point  A ,  Se 
s'étende  indéfiniment  le  long  d'une  ligne  droite  donnée 
de  pofition  j  &  l'autre  PM  que  je  nommerai/,  en  change 
continuellement  ^&  foit  toujours  parallèle  d  elle-même: 
c'eft  à  dire  que  toutes^  les  droites  FM  doivent  être  pa- 
ralleles  entr'elles.  Soit  de  plus  une  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  ces  deux  inconnues  x  icy  mêlées  avec  des  con- 
nues y  éc  qui  exprime  la  relation  de  chaque  indéterminée 
A^^P  (x)  à  fa  correfpondante  FM  Çy),  La  ligne  droite 
ou  courbe  qui  paffe  par  les  extrémités  de  toutes  les  va- 
leurs de/ ,  c'eft  à  dire  y  par  tous  les  points  iWT,  eft  appeU 
lée  en  général  un  Ziim  Gamctrifue  ,.&  en  particulier  le; 
X/Vii^  de  cette  ^uation* 

Bitf.jjS,       SuppoToûS  ,  par  exemple,  que  l'équation/ «ai^ doive 

exprimer  toujours  la  relation  dcAF{x)  L  PM  (/) 
qui  font  entr'elles  un  angle  donné  ou  pris  à  volonté 
j4  P  M.    Ayant  pris  fur  la  ligne  -rf  fr  la  partie  A  B^sxa^ 
bi  àt  B  mené  BB^=^h  parallèle  à  P M  &  du  même 
côté  j  la  droite  indéfinie  ^  B  fera  nommée  en  général 
un  Litu  Géométrique  ,  &  en  particulier  le  Lieu  de  cette, 
équation.     Car  ayant  mené  d'un  de   ks  points  queU-^ 
conques  M  la  droite  -W  JT  parallèle  à  if£  ,  les  trian^ 
gles  femblables    A  Se  ,  AP  M  ,  donneront  toujours- 
cette  proportion  ,  AB  {a).  BE  (6)  ::  AP  {x).  PM 

(/)«  —  .    Et  partant  la  droite  ^£  eft  le  lieu  de  tous^ 

les  points  M^ 
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De  même  Çi  yy^maa^^xx  exprime  la  relation  dePic.  ijj. 
v^F  à  t.M  ,  &  que  Tangle  ^  P  M  foie  droit  j  la  cir- 
conférence d'un  cercle  qui  a  pour  rayoïi  la  droite  A  B 
xma  prife  fur  la  ligne  ^V y  fera  appellëe  en  général  un 
Lieu  Géométrique^  &  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa- 
tion. Car  ayant  mené  d'un  de  it^  points  quelconques 
M ^  la  perpendiculaire  MP  [y] y  on  aura  toujours  par 

Ja  propriété  du  cercle,  P  M  {yy  )^s9D  P^  P  B  (a  a,^xx) 
en  prenant  JB  D  pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D'où  Ton 
voit  que  fa  circonférence  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M. 

R  E  M  A  R  Q^U  E. 

^•^304.   J)  I  après  avoir  fuppofé  que  les  /^^  tendent  Fig.  ij8. 
vers  un  certain  côté  de  la  ligne  ^  B  y  comme  vers  ^,  159, 
on  fuppofe  enfuite  qu'elles  tendent  v^ts  le  côte  oppo. 
fé ,  comme  vers  G  5  il  faut  remarquer  que  leurs  valeur» 
deviennent  négatives  de  pofîtives  qu'elles  étoient  ,  & 
<]u'ain(i  on  a  pour  lors  PyW=s^— y.    De  même  fi  après 
avoir  fuppofé   que  les  points   P  tombent  d*un  certain 
côte  par  rapport  au  point  A  %  comme  du  côté  de  ^,  on 
fuppofe  enfuite  qu'ils  tombent  du  côté  oppofé  ,  comme 
vers   D  5  les   ^P  deviendront  négatives  de  pofîtives 
qu'elles  étoient,  &  on  aura  par  conféquent  ^//^s=a— v. 
Les   pofitives   de   ces   valeurs  s'appellent  auflî  Valeurs 
vraies  5  &  les  négatives ,  Vz\tuTsfauJfes.    Or  un  lieu  Geo* 
métrique  doit  paffer  par  les  extrémités  de  toutes  les  va- 
leurs tant  vraies  que  fauflès  de  Tinconnuë/,  qui  répon- 
<lenc  aux  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'autre  incon- 
fiuë  X.   Si  donc  l'on  mené  la  droite  ^^  G  parallèle  i 
P  iVf  ^  un  lieu  Geonoetrique  pourra  fe  trouver  danc  les 
quatre angletJB^i^,  B:aG^  Gv^D,  D^i^  comme  dans 
le  iècond  exemple  (/g  159)»  ou  feulen>ent  dans  queL 
<)ues-uns  de  ces  angles  comme  dans  Je  premier  (  yfg.  158  ). 
Car   fuppofé  dans  Je  fécond  exemple  ,  qu'on  rafle  d'à- 
|>ord  ^Pamx ^U  P M^ay,  en  prenant  le  point  M  fur 
Is  quart  (IB  de  la  ciccon&reBce  )  fi  enfuite  le  point  M 
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eft  pris  fur  le  quart  G  -5 ,  on  aura  ^Pmax^Sc  PAf  c=a— jf  j^. 
s'ileft  pris  fur  DG^  on  aura  ^JPb=— x,&PJVfc=3--^^. 
&  enfin  s'il  eft  pris  fur  D  Q^  on  aura  ^/^s«— x,  & 
p  M  ss^  i  Se  il  viendra  coû}oars  dans  tous  ces  cas  par  la» 
propriété  du  cercle ,  la  même  équation  ^y*sa^M^—xAr  j  parce 
que  les  quarrés  de^ygcdeH^x  font  les  mêmes  dans  tous 
ces  cas ,  Iça  voir^^  &  xx.    De  même  dans  le  premier  exem* 
pie  y  fi  en  prenant  d*abord  le  point  M  dacôté  de  E  fur  ^£^, 
dansFangle  i^^P,on  fait  ^/>  =•>:,&  P  ^=»^  jCe 
point  M  pris  enfuite  fur  £^  prolongée  dju  côté  de  ^ 
dans  Tangle  G./iD  ,  donnera  ^/^as-*x,&  PJVf=a— .^5 
&  à  caufe  des  triangles  femblaUes  *A  B  E  ^  AP  M  ^on 
formera  cette  proportion  ^B{a).jBE(b)  :^^P(— ^). 

r  M  (— .^)  c=a— .lljfic  partant ^=3—,  qui  eft  la  même. 

équation  que  Ton  trouve  ea  iuppofant  que  le.  point  M^ 
tombe  dans  l'angle  B  ^  Q^ 

Avertisse  me  n  t. 

Lorfqu'il  s'agira  dans  la  fuite  de  conftruire  le  lieu  d'une- 
équation  donnée  3  on  fuppofera  toujours  que  AP  C-^)  Se 
JP M  {y)  foient  pofîtives ,  c*eft  a  dire  que  tous  les  points 
Jli"  tombent  dans  le  même  angle  BA^  Et  on  prendra 
pour  le  lieu  de  Téquatiom  donnée  la.  portion  dalieu  qui 
&ra  renfermée  dans  cet  angle. 

D  e'f  I  N  I  T  I  ON     1  r. 

Les  anciens  Géomètres  ont  appelle  Lieux  plans,  ceux 
qui  font  dès  lignes  droites,  ou  des  cercles  j  Solides ^  ceux 
qui  <bnt  des  Paraboles,  des  Ellipfes,  ou  des  Hyperbo» 
les*>  Mais  les  Modernes  difttibuënt  les  lieux  Geometri-' 
quesen  dificrens  degrés  :  ils  comprennent  ibus  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnues  x  6iy  n'ont  qu'une  cUw 
men(ion,dans  leurs  équations  ^  fous  le  fécond ,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  deux  ^  fous  le  troifiéme  ,  tous  ceux 
eu  elles  n'en  ont  que  trois  y  6c  ainii  de  fuite.    Oi!l  i'oa 
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'  doit  obferver  que  les  inconnues  x  &>'  ne  fexloivent  point 
multiplier  Tune  Tautre  dans  le  premier  degré  ^  qu'elles 
ne  doivent  faire  au  pjus  enfemble  qu'un  produit  de  deux 
dimenfions  xy  dans  le  fecond^'^  un  de  trois  xxy  o\x  xyy 
dans  le  troifîéme  ^  &c. 

D'E^f  1  N'i^r-i  aN    13  \: 

L'es  termes^de  Téquation^  d'un  lieu,  font  regarde^ 
comme  diffërens  entr'eux  forfque  Tune  ou  l'autre  de« 
inconnues  AT  &/>ou  toutes  les  deax  jointes  enfemble 
s^y  trouvent  av^c  diâfèrentes  dimenfîons.    Ainiî  dans  le 

premier  degré  û  Ton  propoic  l'équation j^—  — -|-^=a, 
les  termes^,  — ^— ,  ^j  feront  differens  5  &  de  même 
dîms  le  fécond,  fi  Ton  propafoir^j^-J^iiï^;-^!^^^^!; 
^-gx^-i^x.-^;^ -+^//=#  Jés  termes^^,  iilif,  — .  ir/, 
^11  ,^x^hx^^hh^ll\  feroient chacun  differens.  ^  ^:f'^' 

A  V  E  R  T  I  S  St  MENT.' 

Je  n'expliquerai  ici  en  détail'que  les  lieux  dû  premier 
&  du  fccond  degré  j.ce  que  î'en  dirai  donnera  beaucoup 
d-'ouverture  pour  conftruire^es  lieux  pluscompofés  dans 
les  cas  particuliers  qui  fe  peuvent  rencontrer  :  on  en  trou. 
ycra  même  quelques  exemples  dans  la  fuite.  Mon  deC 
fein  eft  donc  de  donner  dans  ce  Livre  une  méthode  gé> 
raie  pour  conftruire  les  lieux  du  premjer  &:  du  fécond 
degré ,  leurs  équations  étant  données  j  &  de  faire  voir 
que  le  premier  ne  renferme  que  la  ligne  droite  j  &  que  ' 
le  fécond  ne  renferme  de  même  que  la  Parabole,  TEUipfe  - 
«t  le  Cercle,  VHyperhole  &L  les  Hyperboles  oppofées.  ^ 
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D  t  U  AU  DM. 

^-  305.  On  demande  qu'on  puiflc  réduire  fous  une 
fradion  fimplefic  abrégée ,  toute  quantité  littérale  don- 
née ,  fi  compofee  qu'elle  puiffe  être. 

On  demande  par  exemple  ,  i".  Qu'on. puiflè  pren- 
dre une  fradion  fimple-=>'.^-H  — ,  où  les  lettres 
''i  ^  »/»g  »  marquent  des  lignes  données.  z«.  Qjfon  puiflc 
trouver  une  feule  ligne  droite  saa  *^^  '*. ,  où  les  Jigne» 
droites  <« ,  ^ ,  ^ ,  ^ ,  /,  g ,  font  données.  3®.  Qu'on  puiflè 
trouver  un  quarcé  rr— j j«—****7"*> '*  °^  ^*  lignei 
a^h^c  ^e  ^f^h  y  s  ^  font  données  j  dejbrte  qu'on  aitP>« 
«ôié  /=- ^j  j^  cctt^tchh  Qjj  enfcignera au  coname»- 
xrement  du  iwiitiéme  Livre  x;omment  cela  fe  fait. 

PRO  POSITION    I. 

pToblcmc. 

c.  JO^.  \^  oNSTR-uiaE  tout  lieu  du  premier  degré  ^fon 
iquation  étant  donnée. 

Lorfque  les  inconnues  x  Scy  n'ont  qu'une  dimenfioii 
dans  l'équation  propofée  ,  &  que  leur  produit  x^  ne  s'y 
i-encontre  point  j  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours 
une  ligne  droite ,  &  on  la  réduira  à  l'une  des  quatre  for- 
mules fuivantes. 

dans  lefquelles  on  fuppofe  que  ttnconnuë  y  foit  dclivrcc 
dt  fradions ,  &  que  la  fr&âion  qui  multiplie  l'autre  in* 

*^^^/joj.  connue  xîoit  réduire*  fous  cette expreffion^,  &tous  tes 

termes  coûnus  fous  cette  autre  a 

Les  mêmes  chofes  étant  poftes  que  dans  la  défini, 
flan  première  ^  on  condruira  les  lieux  des  trois  dernie- 
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ter  formules  de  la  manière  qui  fuie  ^  <;ar  pour  le  lieu  de  la 
première ,  on  l'a  dcjaxonftruic  dans  cecce  définition. 

Pour  conftruire  lé  lieu  de  la  féconde  formule /«.fie- Ko. 
— -t'^y  on  prendra  fur  la  ligne -rf.P  laparne^:5=:^5, 

&  ayant  mené  les  droites  BE^ ,  ^Ba=»c ,  parallèles  à  FM 
&  du  même  coté ,  on  tirera  la  ligne  ^  £  indéfinie  du  côte- 
de  B^SC  la  droite  indéfinie  D^  parallèle i./rfjE.  Je  disque 
cette  ligjpe  i>^  rcnfi^rmée  dans Tangle  i^-^i^ait  par  la  li- 
gne AP  Se  par  la;.droite  ^jg^mence  parallelemeM i.PM< 
&  du  même  côté ,  fera  la  ligne  de  cette  équation  ou  for- 
'    mule.    Car  ayant  mené^d'un  de  fes  points  quelconques^ 
^li'la  ligne  il^y^  parallèle  à  ^jC^Cc  qui  rencontre -^£  en* 
/j  les  triangles  femblables  •/^^£,.^/>i?,  donneront 
A£  l4).  RE{b):i^p  (x).  p  ^«tf  •   Et  partaw PM 

Lç  lieu  de  la  troifiéme  formule  y««— «^r  fe  conf.  Fic-i^t,. 

a 

çruit  en  cette  forte.  Ayant  pris  A  B  ^=s^ ,  &  mçpé  les  droites- 
^£a«^,-^D=»i:,  parallèles  à  PiW  jfçavoir.^fdu  même 
côte  que  A,Q^i>L  AD  du  côté  oppofé  j  on  tirera  par  Ics^ 
points  /<,£^  la  droite  ^£  indéfinie  du  côté  de  £,  &par  le 
point  D  la  ligne  D iVf  parallèle  à  AB  , &  qui  rencontre- 
^fen  G.  Je  dis  que  la  droite  indéfinie  G  M  renfermée: 
dans  l'angle  /^^^fera  le  lieu  qu'on  cherche.  Car  op  au-    . 

ca  toujours  J?M  (y)^PE(^—)  ^^F M { c )... 

Enfin  pour  avoir  le  lieu   de  la^  quatrième  formule  F  lo;  i<t;. 
yr^C'^^.  Ayant  pris  fur  y*  P  la  partie  .//^  »^,  &  mend 

les  droites  jBE  =»i,  AD  =  c ,  parallèle*  à ^JVfj  fça  voir  ^5'- 
du  cote  opppfë ,  &  AD  du  même  coté  que  A^^  on  tirçr» 
par  les  points  A ,  £ ,  la  ligne  A  E  indéfinie  du  côté  de  5 , . 
&  par  le  point  D  la  ligneDAf. parallèle  iAE^&c  qui' 
rencontre  en  G  ht  ligne  A  P:  Je  dis  que  la  droite  D  G 
rcoferméc  dans  l'angle  PA  Q^  fera  le  lieu  cherché.  Car  ' 
'  aqraot  jneoc.d jun  de.  ies  poijots  .quelconques  m  U  Usnt' 
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MT  parallèle  â  AQ^U  qui  rencontre  -rf £  en  F,  on  auii 

toujours? Ai  (y)'=:.FM{c)^TFltl). 

Si  l'inconnue  x  n'eft  mulciplice^  par  aucune  fradion^ 
!cs  quatre  formules  précédentes  Te  changeront  en-  cel- 
les ci. 

lefquclles  fe  conftruifent  de  ia  même  manière ,  en  obfèr. 
vant  de  prendre  la  droite  £ E  égale  iAS  que  Too  prend 
de  telle  grandeur  qu'on  veuc 

EL  EM  A'A  QJJ  !• 

^3^7*  1 1-  P^"^  arriver  que  l'équation  Toit  im  lieui 
la.  ligne  droite ,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu'une  des  in- 
connues X  ou"^  y  et  qui  donne  encore  ces  deux  nouvelle» 
formules, j/r=:^,  &  xrrr. 
^  Fia.  U)«  Pour  conftruire  la  première  formule/rrr.  hts  mêmes 
choies  .étant  toujours  pofées  que  dans  la  définition  pre- 
mière 5  on  mènera  par  lepoint  fixe  A^  la  droite  A  Z)=r 
parallèle  i.B M  U  du  même  cçté  ,  on  tirera  enfuite  la 
droite  indéfinie  DM  parallèle  kAT:]t  dis  que  cette  ligne 
JDM  fera  le  lieu  de  l'équation  prqpofce.  X^ar  ayant  mené 
d'un  de  fes  points  quelconques  M  la  droite  M  P  parallèle 
iADy\\  eft  clair  qu'on.aurà  toujours  PM  {y)^'=,AD  [c). 
F:i6.U4«  i^our  conftruire  la  féconde  formule  x^^rr.  Ayant  pris 
\AP'^c^  on  tirera  la  droite  indéfinie  PM  qui  fafle 
avec  AP  l'angle  A  PM  domié  ou  pris  i  volonté  :  je 
dis  qu'iCtle  fera  le  lieu  de  tous  les  points  M.  Car  ayanc 
mené  d'un  de  fes  points  quelconques  Jlf,  la  droite  M^ 
parallèle  â  ^  P^&c  qui  rencontre  au  pomt  ^l!indéfinie 
*/^  ^parallèle  à  PM  j  il  eft  clair  qu'on  aura  toujours 
gif^on  AP  {x)z=.c  ^  de  quelque  grandeur  que  Toa 
puiiîè  prendre  PM  {y). 

,Av  E  RTI  s  s  EM  E  NT, 

Je  crois  qu'il  eft  à  propos  pour  éclairer  l'efprit  des 
jLe;deurs^  de  leur  donner  une  idée  de  la  ^néthode  .doat 
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je  vais  me  fërvir  pour  la  conflruâion  des  Keux  du  fè- 
cond  degré*  Elle  confifte  â  cooftruire  d*abord  une  Pa- 
rabole en  forte  que  l'équation  qui  en  exprime  la  nacu* 
re  foie  la  plus  compofée  qu'il  fe  puifle  ,  de  faire  enfuire  -y- 

1a  même  chofe  dans  l'Ellîpfe ,  &  dans  l'Hyperbole  rap. 
portée  à  (es  diamètres  &  confîderée  entre  les  afympto- 
tes  3  ce  qui  fournit  des  équations  ou  formules  générales* 
J'examine  ce  qu'elles  ont  chacune  de  particulier ,  afin 
qu'une  équation  étant  propofée ,  je  puiffe  connoître  â 
laquelle  de  ces  formules  elle  doit  être  rapportée  i  fie 
comparant  enfuite  tous  ks  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule ,  j'en  tire  la  condruc^ion  du  lieu  de  cette  équation  , 
en  obfervant  certaines  remarques  qui  fervent  peut  toutes 
les  formules.  Tout  ceci  s'éciaircira  parfaitement  dans 
l^  Lemmes  6c  Propofirions  qui  fuivent.       . 

LEMME   FONDAMENTAL. 

^ottr  4a  conjirtiâion  des  lieux  à  la  Parabole. 

^•308.  Soient  comme  dans  la  première  définition  Fie.  t6f. 
deux  lignes  drekes  incopnuësfic  indéterminées  A P (x)^  &  !<*• 
P  M  {y)y^  foient  déplus  des  lignes  droites  données 
*r,  m ,  «, /Lj  r ,  s.    Cela  pofé, 

I^  On  prendra  fur  la  ligne  -^li^,  la  partie  AS^sam^  Fie.  i6f^ 
ciyaiic  mené  les  droites  BExxnn,  ^Ds^r,  parallèles  à 
P  M-  6c  à\i  même  c6té ,  on  tirera  par  le  point  A  \z 
droite  A  E  que. j*4ppelle  e ,  fie  par  le  point  D  la  droite  in- 
définie DG  parallèle  à  ^  £  ^  fur  laquelle  DG  ayant  pris  la 
partie  DCxi^s  du  côté  de  PM,,Qn  décrira  *  du,  diame-  *jin.  i6u 
XK  CG  qui  ait  pour  paramètre  CHmMp^^  pour  or^ 
données  des  droites  parallèles  â  PM  5  une  Parabole  CM 
qui  s'çtende.du  n>ême  côté  que  ^  P.  Je  dis  que  fa  j)or. 
tion  renfermée  dans  l'angle  F  A  D ,  fait  par  k  ligne  AP^ 
-ic  par  une  ligne \^D.  menée  par  le  point  fixe  -^  paralle- 
lement  à  P  M  6c  du  même  côté  ^  eft  le  lieu  de  Téqua. 
tion  ou  formule  fui  vante. 

•  Ddïij 
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Car  ayant  mené  d'un  des  points  quclconaues  il^  de- 
cette  portion  de  Parabole ,  la  ligne  MP  qui  faue  avec  ^P 
Tangle  donné  ou  pris  à  volonté  ^Pm,  &  qui  rencontre  les 
naraliele$>^£ ,  DG, aux  points  F,  G  j  ks triangles fcmbla- 
oies  ABE\,  ^P  JF,  donneront  ces  deux  proportions ,  AS 
{ni).A£{e)::^PM.uiFoaDG^tJL,  Ec^B(m\. 
£è{n)'.:  ^P  (x).PF^^.  Et  par  conféquent  G  m 
'pxxPM^P  F^FG^y^l^^r.icCG  ou  D<^^DC 
^-Art.if,  ^^"■^'    ^'  la  Parabole  donne  *  Gm*\^cg  ^CH^. 
laquelle  équation  fe  change  en  la  précédente  en  met- 
tant  pour  èei  lignes  Jéurs  valeurs  analytiques..    Donc 
&c. 

Ri«,  166,       ***•  ^  mènera  par  le  point  fixe^;^:,  une  ligne,  droite 
indéfinie  -^^parallele  à  PiW  &  du  même  côté  5  & 
.    '  ,        ayant  pris  fur  cette  ligne  la  partie  ^S=^^,.  on  tirera. 
•  .B  E^n  parallèle  â  ^.p  &  du  m^me  côté  que  P  iW  ,  &. 

par  \ti  points  détcrminés^/f ,  £,  la iigpe  ^  £  que  j'ap- 
pelle <•  }  &  ayant  pm  fur  ^P  la.:partic  ^.D^r  du  taèt. 
.  nw  côté  que  PM^oa  tirera  la  droite  indéfinie  Z?  G  pa- 

rallèle i^  E,  fur  laquelle  oa  prendra  la  partie.2)Gs=/  auffi  ^ 
*-An,i(u  du  ilaême  côté  de  Pi»«r>  On  décrira  enfuiie  du  diamètre 
OG  qui  ait  peur  paramètre  CH^p,  3c  p6Ur  ordonnées- 
<Us  droites  parallèles  i  U  P ,  une  Parabole  Cilf«ui  s'é- 
.    •         '  tende  du  œètne  rô«é  qoe^  ^  Je  dis  <^  fa  portion  ren. 
fermée  dans  l'aaglejr^y ,  fera  le  lieu  de  cette  fccondc.- 
dquation  ou  formule. 

xx^t^fx^:^yjl^xyx^l^y-+.rr=,^., 

'■  m 

Gar- ayant  mené' d*iïn  de  Ces  points  quelconques  jW^. 
hMgpeM^itzUçkA.AJ? ,  Çc  qui  «incontre  lesparaU 
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lèles  ^E»  DG  ^  aux  points  J,  G  j  les  triangles  fem- 
ifclables  ^ BEy  ^ J^ ■,  donneront  cts  deux  propor- 
tions,v^£(w). -^£  (e)  ',:  A  (lo\x  P  M  {y),  ^  F  o\x  D  G 
^tl,   EtAB{m),BB{n)i'.^QJj).Qj^tZ,   Et 

m  ^ 

parconféquentG;w  ou.^— ^/— i?G«.Ar— 22^r■ 
:&CC?  ou  DG^DC=>t,'^^s.   Et  la  Parabole  donne 

GAI*  s:-  c  G  H  Cff ,  laquelle  -équation  fe  change  en  la 

I)récé(ienre  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  ana4 
ytiques.    Donc&c* 

^  CoaOLLAIKE. 

^  309-  It.  jft  <^lAir  ^°-  Que  dans  la  première  de  ces 
^équationT  ôï'formules  ,  le  quarrc  y  y  fç  .prouve  fans 
flraâion  ,  &  que  dans  là  féconde  c^eft  le  quarré  atat, 
2®.  Que  dans  ces  deux  formules  les  deux  qûarrcs  y  y 
^xx  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes  ^  en  forte  que 

le  quarré  ^  de  la  moitié  d«  la  fradion  i^.qui  multi- 

plie  le  plan  a:^^  multiplie  l'un  des  xjuarrés  xx  o\xyy% 
d'où  il  fuit  que  ïî  It  plan  xy  ne  fe  rencontroit  poinf 
dans  Tune  ou  Taotre  de  , ces  deux  formules,  le  quarré 
iLUT ou ^^-î^ ne  s'y  Tencontreroit  point  non  plus,  puiC 

qu'alors  la  fradion  donnée —iferoit  nullç. 

PROPOSITION    IL 

Problème, 

C.310.  (JoNSTnuiRE  le  iieu  d^mne  êquat^n  àonnie ^ 
dans  laquelle  le  flan  x"^  ne  fe  rencmtMnt  feint  ^  il  if  y  a  quUtt 
des  deux  quartes  xx  S'  yj  ^  ^  ^l^  l^  W^»  x  J'^'y  ^encûB^ 
trafU  ,  les  deux  quartes  X  x  €^  y  y  s^  renconttem  aujji  avêC 
4ts  mêmes  fixées  ^^n/otte  que  le  quarté  Je  la  rtaoUie  de  la 
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fraïiion  qui  nmltiflie  "Siy  \  fiit  ^égal  h  celle  qui  multiplie  le 
quarrè  de  L'une  des  inconnues.  On  Juppofe  toujours  qu* il  y  ait 
un  des  quarrés*%  jl  ou  yy  qui  /oit  ^délivré  de  fra fiions. 

On  comparera  chaque  teriqe  de  Téquation  donnée^ 
avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  première  formule  du 
Lemme  précédent  ,  fi  le  qu^réyy  s'y  rencontre  fani 
fraction  y  ou  avec  celui  qui  Ii^  répond  dan^  lafeicondc 
formule,  lorfque  c'eft  le  quarré  xx.  On  tirera  enfuite 
de  La  comparai^fon  de  ces  termes,  dçs -valducs  des  quan, 
tkés  c^m^n^p  yVy  s^  par  le  moyen  de/quelles  on  décrira 
comme  Ton  a  enfeigné  dans  le  Lemme  (en-tfe  fervanc  des 
deux  Remarques  fuivaQtes  )  une  Parabole  qui  fera  le ^ 
lieu  cherché.; 

.   R  B  M  A-HQJLT^E     I;: 

f'    31I-  1^.  O  N  prendra  ppur  AB.{m)  telle  grandeùi 
pofîtive  que  Ton  voudra,    i*^.  Xes  lignes  ^ B  (m)yBE 
{n)  étant  données  ,  la  ligne  .^ E  (<  )  reft  auffi  puifque 
l'angle  ABE  eft  donnée,   }^  Lorfque  «=^,  la  ligne 
^E  tombe  fur  •/^  5  ,  c'eft  â  dire ,  fur  j4  P  dans  la  conC 
crudion  de  U  première  formule ,  éc  fur  ^  /^dans  celle  dt 
la  féconde  :  alors  on  aura  ^B  [m )  =w/ E  {e)  ^ puifque  les 
points  B ,  E\  fe  confondront  alors  enfemble.  4*.  Lorfque 
k?  valeur  de  r  Tune  des  ouantités  n^r^s^çâr  négative  »  il 
faut  prendre  ou  mener  la  ligne  qu'elle  exprime  du  côté 
oppofé  i  celui  dtf  PM  i^a  lieu  qu'il  la  faut  mener  en 
même  côté,  comme  Ton  a  fait  dans  le  Lemme ,  lorf-i 
qu'elle  eft  pofîtive;: 

R£M^A  KQ^^-E      I  L' 

r.  311,  S'il  arrive  que  la  valeur  -du  paramètre  CH 
/  {p)  foit  négative  ,  il  faudra  que  la  Parabole  s'étende 

du  côté  oppofé  à  celui  du  Lemme  :  c'eft  â  dire  ,  du  cÔK 
oppofé  à  celui  vers  lequel  s'étend  l'indéterminée  .^  F 
dans  la  conftruâioo  de  la  prenaiere .  fornuile  ^  &  Tiiidé* 

terminée 
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terminée  -^^dans  celle  de  la  féconde.  Tout  ceci  s'c. 
dâircira  parfaicemenc  par  Tes  Exemples  qui  (uivent. 

Exemple    L 

3^3*  OOiTfy—zay — ^Ar-Jr-rr=^o  réquationdoni 
née  ,  dont  il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  lequarré  j^  fe  trouve  ici  fansfradion ;  je  choifis 
là  première  formule  ^du  Lemme,  de  laquelle  comparant  *  yirt.  jo*,^ 
chaque  terme  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  propofée^  n.  u 

j*ai  i^.  —  r=:a ,  parce  que  le  plan  xf  ne  fe  rencontrant  point 

dans  la  propofée ,  on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 
multiplie  par  zero^d-oà  je  tiré  »=r^,&  par  conféquent*  ♦^rf.jwi 
m  m  e  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  oui.fe  rencontre,  &  mettant  au  lieu- de  e  h     • 

m 

valeur-  m  y,  je  trouve  j'^— 1  ry^^fx  -^r  r-+-  f  s  x=i^. 
tP.  ta  comparaifon  des  termes  correfpondans  —  1  rj^  & 
^^lay  donne  r  t^a*  }^"  Celle  de— fAr&  —  ^x  fournît 
f^  t=zb.  4^  Celle  àts  termes  où  les  inconnues  x  ic  y  ne 
le  trouvent  point  ,  donne  enfin  rr^ps  ziz.-cc^  d*où  en 

mettant  pourrôc  p  leurs  valeurs  a  &  ^\  je  tire  i  s:  iîI-1^' 

qui'cft  une  valeur  négative  lorfque  a  furpaffe  r, -comme' 

on  le  fuppofe  ici.    Je  n*ai  point  comparé  les  premiers 

termes  j^^*8c//  entr'eux  ^  parce  qu'étant  précîfément 

les  mêmes ,  cela  ne  feroit  rien  aonnoître.    Ot  lé5  valeurs 

de  n^r^py  s  y  étant  ainfi'  déterminées  3  je  conftruits  le 

lieu  en  me  fèrvanr  de  la  condrudion  *  de  la  formule ,  &  *-^'^.  joJi 

obfervant  ce  qu'il  y  a  dans  la  première*  Remarque  en  Z^^^ 

cette  forte. 

Puifque  B E  [n)  r: ^  Jes points  B\^E^k confondent , 
&  la  ligne  A  E  tombe  *  fur  AP  j  c'eft  pourquoi  je  me-  "^  Art.  jm 
ire  d'abbrd  par  le  point  fixe \/^  la  ligne  AD  (r)  ts^  Fie  uV. 
parallèle  à  PM  ^  &  du  même-côré ,  parce  que  fa  valeur 
eft  pofitive.    Je  tire  enfuite  D  G  parallèle  à  A  P  ^  fur  la- 

ijuelle  je  prends  D  C  —HZLîf  :=;  ^j  du  côté  oppofé/i 
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PMi  parce  que  /  :r^^"^^^,  qui  eft  une  valeur  ncgatira 

»-/^r/,  itfï.  Je  décris  enfin*  du  diamètre  CG  (qui  ait  pour  paramè- 
tre la  ligne  cH  {f)M:é^  &  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  i  PM)  une  Parabole  y  &  je  dis  que  fe$  deux 
portions  0 MM,  RMS^  renfermées  dans  l'angle  PAO 
fait  par  AP  ôc  par  la  ligne  AO  menée  parallèlement 
â  P  AT  &  du  même  coté  »  fera  le  lieu  de  réquation  doQ- 
née. 

Car  menant  d*un  de  leurs  points  quelconques  Af  ^  k 
ligne  M P  qui  fafle  avec  AP  Tangle  donné  ou  pris  â 
volonté  ^  P  Af  ,  &  qui  rencontre  Z)G  au  point  G  j  on 
aura  GAf  si^— .^,ouGiW  sr^_^,felQnque  le  pcMnt  3f 
tombera  audeffus  ou  audeflbus  du  diamètre  CG  j  &  CG  ou 

-fArt.  19.  DG^CD  —X  H- tîipi^&  partant*  par  la  propriété 


de  la  Parabole  ,  G  M  {yy^iay-^^^aa)  tnCGuCPf 
{bx^aam^cc)^  c*eft  à  dire/^— 1^/— ^x-J-^^  SS^i 
qui  eft  l'équation  donnée.    Donc  £cc, 

;R  £  M  A  R  Q^u  £. 

3H*  S  I  Ton  prolonge  >^0  de  Tautrc  côté  de  A  vers 
,^, il  faut  remarquer^ 

1^  Que  la  portion  indéfinie  5  it^  de  la  Parabole,  renfeiî- 
mée  dans  l'angle  SAJT^  fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs 
faufles  &  de  Tinconnuë^ ,  qui  répondent  aux  valeurs  vraies 
de  Taucre  inconnue  x  dans  Téquacion  donnée.  £n  efiëc 
fi  Ton  prend  AP  plus  grande  que^5s  &  qu'on  mené 
PAf  parallèle  d  ^  jr-^&  du  même  côté  Jaquelle  rencon- 
^Art.^cj^.  tje  la  portion  SM  tix  M  -y  l'on  aura*  PM  sr— ^,  & 
partant  la  droite  G  M  ou  G  P  -4-  P  M  a::  ^"— /  >  ^  ^* 
retrouvera  par  la  propriété  de  la  Parabole ,  comme  cL. 
defTus,  l'équation  donnée. 

2^.  Que  la  portion  RCO  de  cette  Parabole ,  qui  tombe 
dans  l'angle  TAO  oppofé  au  fommet  à  Tangle  S^J^^ 
.fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  llncoimuë^ 
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dàflî  réquation  donnée  ,  qui  répondent  aux  valeurs  fauf- 

(es  de  l*autre  inconnue  x  ^  car  faifant  '^  AjPtU  —  at,  on*  ji^f.  J04. 

retrouvera  encore  l'équation  donnée. 

3^.  Que  s'il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  l'angle  T^ATofpofézn  fommet  a  l'angle  PuiCX" 
elle  feroit  le  lieu  des  valeurs  fauflès  de  Tinconnuë^^^qui 
répondroient  aux  valeurs  fauiïes  de  l'autre  inconnue  x. 
De  forte  que  cette  Parabole  eft  le  lieu  complet  de  tou- 
tes  les  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  Tinconnuc  jr, 
qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauÛès 
de  l'autre  inconnue  x  dans  l'équation  donnée j^;^  ^ —  xay 
—  b X -+•  ce  "^0. 

D'oà  l'on  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y  a  deux  va- 
leurs vraies  P  M  ,  P  M^  de  l'inconnuëj^  ^  qui  répondent   - 
à  la  même  valeur  vraie  -^  P   de  l'autre  inconnue  x  ^  . 
lorfque  cette  ligne  APt^  moindre  que  AS  j  qu'il  y  a 
une  valeur  vraie  PM  ^  ic  une  fauflè  — P  M  y  lorfque 
AP  furpafle  AS  j  qu'il  n'y  a  qu'une  valeur  vraie  S  f^ 
dey  ;  l'autre  étant  nulle  ou  zéro  ,  lorfque  AP  ::zA  S  y  , 
qu'il  y  a  deux  valeurs  vraies  P  M^  PM^de  l'inconnue  " 
j^  qui  répondent  â  la  même  valeur  fauflè ^  P  de  l'in- 
connue Xy  lorfque  A P  eCt  moindre  que  AT ^  que  cqs  • 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  à  la  Tangen. 
te  TC,  lorfque  A  P  ;=iAT  ^èc  qu'enfin  fi  l'on  prenoit  * 
AP  (-r—x)  plus  grande  que  AT^  comme  l'appliquée  • 
P  Mne  rencontreroit  alors  la  Parabole  en  aucun  point ,  . 
il  :  s'enfuivroic  qu'il  n'y  auroit  aucune  valeur   vraie  ou  5 
fauflè  de  l'inconnue  jf;  qui  pût  répondre  â  cette  valeur  " 
fauflé  —  A  P  àc  l'autre  inconnue  x  :  c'eft  â  dire  que  les  ^ 
valeurs  de  Tinconnuc^  deviendroieot  eace  cas  imagû  * 
©aires. 

Tout  ceci  fe  doit  entendre  de  la  même  manière  dans  « 
tous  lei  autres  exemples  qui  fuivent^  tant  dans  la  Para- 
bole que  dans  les  autres   Se&ioAs  Coniques  :  de  forte  • 
que  la  Seâion  Conique  qu'on  trouvera  ^tera  non- feule- 
ment le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'inconnue  ' 
;^p^r  rapport  aux  valeurs^  vraies.de  l'autre  inconnue  x  ^  , 
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mais  auSî  celui  de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauC 
fcs  de  Tinconnuc  y  par  rapport  aux  valeurs  tant  vraies 
^ue  fauiles  de  Tautre  inconnue  x. 

;     •  Exemple    IL 

3*5*  Soit  Tcquation  donnée  ^j^-i-—x^-l--x  4^ 

-^  icy^^èx-^cc  ;=^,  dont  il  faille. conftruire le  lieu. 
Comme  le  quarre j^;^  eft  ici  fans  fradion,  je  choifîs 

de  même  que  dans  l^Exetnple  précédent  *  la  première 
*-/<r/.  }o8.  formule  *  du  Lemme  j  &  j*ai  par  la  comparaifon  de  fes 
^-  '•  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent  dans  la  propoféc , 

^jlrt.^ii.    i^/if  zîr»_iij  d'où  en  faifant  *  «î=r<^,  jetice  «=:-^/L 
z^  JUrzrii jd'où  il  vient,  comme  ci-dellus,  »=r*^^^ 

mm        Méi 

50.  r3=-^r.  4*^.- !-i-s=:— *  5  &partant/>t=: ^en 

m  9 

mettant  pour  m ^  n  ^  r,  leurs  valeurs  ^  ,  _^  ,  «^r. 
5*î.  rr^fs, :^cc ^  et  qui  donne  i ;;=: ^ ,  en  mettant  pour 
rr  fa  valeur  ce.  Or  ces  valeurs  de_?»,  n^  r,  />,  s,^  ctanr 
ainfi  déterminées ,  je  conftruis  le  lieu  de  jcette  équation 

'^jirt.  }o8.  en  me-ieryant  de  la  conftrudion*  de  lapremijere  formule 

^•^*  en  cette  forte. 

ItiQ.i^t.  Ayant  pris  fur  la  ligne  ^i'  la  partie  ^j?  (m)7=:za^ 
je  mené  les  droites  ,B Es=zb)=i^^ny  .Ak)=:c=z.^r  pa- 
raîleles  à  P  -W  ,  &  du  côté  oppofé  ,  4>arce  que  fjz=:^^6 
&  r=:î-!-r  qui  font  des  valeurs  négatives.  Je  tire  enfuire 
par  les  points  déterminées  ^,  £,  la  li^ne  ^ £  {e)  quieft 
donnée,  &  par  le  point  D  la  li^ne  D  O  parallèle  i  ^E. 
Cela  fait  comme  DC  (s)  eft  nulle  ou  zéro,  le  point  C 

*jirt.i6i.  îombp  fur  D  j  c*eft  pourquoi  je  décris  *  du  diamètre DG 

(quijait  pour  paranoetçe  DH  (p):=^ î—^,&  pour  or- 
données dts  droites  parallèles  i  P  M)  une  Parabole  -,  8c 
.  je  dis  que  fa  portion  O  M  renfermée  dans  l'angle  FAHy 
où  Ton  fuppofe  que  doivent  tomber  tous  les  points  M^  fc. 
/a  le  lieu  de  l'équation  dôMiée. 
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"Car  ayant  mené  d'un  ^e  Ces  points  quelconques  M^ 
la  ligne  MP  qui  ^afle  avec  ^P  Tangle  donné  ou  pris 
i  volonté  AP M^  &  qui  rencontre  \t%  parallèles  AB^ 
V G ,  aux  points  jF,  G  j  les  triangles  femblables  ABE, 
APFy  donneront  cts  deux  proportions,  ji B  [a]. 
AB  (e)  :4  ^P  {x).AF  ou  D  G  =12.   EtA£(a). 

s 

BB  \h)  Il  AP  {x).P F  ::itl.    EiparconfcquentG^l 
oMPM-^PF^FGziijf^t^^c.    Orparlapro. 

prieté*delaParaboie,G^*S  G7)>cD/f,c'efti  dire,  ^ Ar$.  i^ 
en  mettant  les  valeurs  analytiques ,  y  y  -t-  —  x  jf  -+-  -i  x  x 
^icy — ùx^cc  tizo.   Donc  &c, 

R  £  M  A  R  QJ[J  E      L 

3 f^*  S  I  la  ligne -^i^  ne  coupoit  point  la  Parabole,  fio,  t6U 
mais  qu'elle  la  touchât  ou  qu'elle  tombât  toute  entière 
au  dehors  ,  il  s'enfuivroit  qu'aucun  dés  points  cherchés 
'M  ne  pourroir  tomber  dans  l'angle  PAH^  comme  l'oa 
avoit  (uppofé  en  faifant  la  confVrudion  ^  &  qu'ainfi  il  n'y 
auroit  aucune  valeur  vraie  de  l'inconnue^  qui  répondre 
i  une  valeur  vraie  de  Taotre  inconnue  x ,  de  quelque  gran- 
deur qu'elle  pût  être. 

Cette  Remarque  eft  générale  pour  tous  les  Exemples 
pareils  â  celui  ci  ^.non- feulement  dans  la  Parabole ,  mais 
aufS  dans  les  autres  Serions. 

Remarqjje     il 

3^7*  Il  €fft  à  propos  de  remarquer  que  fi  Ton  avok 

Î)ris  pour  AB  {m)  une  autre  grandeur  que  a ,  telle  qu'el- 
e  pût  être ,  les  valeurs  à^  bB  {n)  ^  à^  A  B  {e)  chaa. 

geroietît  à  la  vefité  :  mais  les  rapports  — ,  JL,  demeiï- 

reroient  toujours  \t%  mêmes  ^  parce  que  dans  le  trian- 
jgle  >tf^  £  l'angle  ABJS.  eft  donnée  comme  auffi  la  raifoo 
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du  côté  ^^  au  côté  ££  ^  fçavoir  dans  cet  Exemple 
*  =;  t .   Qt  comme  il  n'y  a  que  ce$  raifons  de  ^  .1.^  qui . 

fe  puiffent  trouver  dânsJes  valeurs  de  /  ,  r,  i  5  il  s'en- 
fuit  que  ces  valeurs  demeurent  toujours  les  mêmes,  telle 
grandeur  pofitivc  que  Ton  puifle  prendre  pour  La  ligne 
u4 B  {m):de  forte  qu'on  n*a  pris m^a  que  pour  rendre 
la  conftruâion  plus  fîmple.  Ce  que  Ton  doit,  toûi^ours , 
obferver  dans  la  fuite. 

Exemple    1 1  I. 
318.  On  demande  le  lieu  de  réquatioQ  doûnée 

Comme  c*eft  ici  le  quarrc  x  x  qui  eft  délivre  de  frac- 
*j^rf.  }o8.  tions  ,  je  choifis  la  féconde  formule  ♦du  Lemme  j  &. 
^i.  j'ai    par   la   comparaifon    dei    termes   correfpondans , . 

1^  ITzs  — "i^ }  d'où  en  faifànt  m  c:^,  je  tire»  ss: — b. . 
1^  —  î=5  ii  j  &  partant  y  puifque  w  s^ ,  on  trouve  corn- 

meci-deflus^  Kr— ^O^.^  =^-4''-2^-î!^^^^==i^^^^ 

qui  donne  /  S- — ^y  en  mettant  à  la  place  de  »t,»,r, 

leurs  valeur?  a, — 6,c.  5^  rr^fs  er^  j  parce  que  dans  » 
Téquation  donnée  il  ne  fe  trouve  point  de  termes,  en- 
tièrement connus  ,  que  l'on  puiile,  comparer  au  ter- 

me  r  r -f-j)  j  de  la  formule  i  ce  qui  donne/  sr — ^s=— / 

en  mettant  pour  r  &c  f  leurs  valeurs  c  &  •» —  ^    Or  ces  . 

valeurs  étant  aind  déterminées ,  je  conftruis  le  liea  re«* 
quis  en  me  fervant  de  la  condruâion  de  la  féconde  for« 

^j^rt. }o^  mule*  du  Lemme, &  obfervantexadement  les articles.511* .. 

^*i.  &  ju,  de  la  manière  qui  fuit. 

V4Ç.169.'     Ayant  mené  par  le  point  fixe  ><  ^  une  ligne  indcfL^ 
nie  ^  ^parallèle  i  P  M  j  je  prens  fur  cette  ligne  la 
partie .4 if  (m)  ^a  i  &du  point  «  je  tire  -B£S.^:=;  - — n 
parallèle  â  ^  P  ^  &  du  côté  oppQfé  à  P  M  ^  parce  que  la . 
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valeur  de  n  eft  négative  -,  &  par  les  poittts  dctermitiës 
J,  £  rla  ligne  ^  e  (e)  qui  eft  donnée.  Ayant  pris  fur 
^  P  k  partie  -/^  D  (  r  )  es  r  du  côté  de  P  .W  ,  je  tire  la 
droite  iadcfiûie  D  G  parallèle  à  •/rf  £  ,  fur  laquelle  je 
prends  la  partie  D  C  (  /  )  ts  ^^  du  côté  de  PM.  Je  dé- 

cris  enfuite *  du  diamètre  Co  (qui  ait  pour  ordonnées ^-^''^  léu 
des  droites  parallèles  à^  P  ^bi  pour  paramètre  la  ligne 

c  Jf  k:  !is3  — f)  une  Parabole  qui  s'ct(^nde*du  côté  *^'^*  î'** 

oppofé  d  celui  où  s'étend  A Q^  parce  que/  as  —  —  qui 

eft  une  valeur  négative,  je  dis  que  la  portion  O  MRàt 
^«te  Parabole,  renfermée  dans  Tangle  P^B^kt^L  le 
lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fcs  points  quelconques  Aâ^\% 
ligne  MQjçMzWtXt  à  ^  P  ,  &  qui  rencontre  les  parallèles 
yi  i?,  DG ,  aux  points  F  y  G  >  les  triangles  ièmblables  ^BE^ 
A Âj y  donneront  ces  deux  proportions ^  A B  [a).  A E 
(e)ii  A  Qjm  P  M  {y).A  F  oxxDGzz^.  EtAB{a}. 

B  E  {i)  ::  A Q^{y).  J^J  t^itJ .  Et  par  conféquent  G ^M 
(QM^F^ — ^^J  t=^H-^ — :^,ou  GM/FG  — 
F^^^^M)  s:  r  —  tl  —  x^  félon  que  le  point  M  tombe 
de  part  ou  d*autre  du  diamètre  CD>àc  la  coupée  CG 
ou  CD  —  D  G  ^^4j  —  '2.    Or ^ par  la  propriété  de  la**^;^.  ^ 

Parabole,  GiW  —  CG^CH  :  c'eft  à  dire,  en  mettant  à 
la  place  de  cqs  lignes  leurs  valeurs  analytiques  Arx-f- 

^y  x-^^yy — icx-^by — t^ y  S3  <?,  qui  eft  Téquatioû 
donnée.  Donc&c. 

^  R  E  M  A  J.  QJ7  B. 

î'I9«  3  'ix  arrivoit  qu'en  comparant  les  termes  de 
réquation  donnée  avec  ceux  de  la  formule  ,  on  trou- 
ifât  que  p^s:o  >  il  eft  vifible  que  la  ciHiftrud'on  de  la 
Parabole  qui  en  devroit  être  le  lieu  ,  feroit  impoflîble. 
Jklais  il  faut  bien^  remarquer  que  Téquation  donnée  âf 
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peut  toujours  alors  abaifler  en  forte  que  fon  lieu  devietîfc 
•  Art.  5o«.  une  ligne  droite  i  ce  qui  fe  voit  par  les  formules  *  du.. 
Lemme.    Car  efiPaçant ,  par  exemple ,  dans  la  première 
les  termes o^P  fc rencontre ,  il  vient  f.y^^-lxy-^-ll.xx- 

M  mm 

. jrt-f-î^x-^rr  ss^,  de  laquelle  extrayant  la  ra- 

cine  quarrc^oD  trouve jfr —  2-1 — r  cr/'jOujr^sr^-i-r^, 

dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  l'on  conftruira-felott^ 
Tarticle  }o6.  l-a  même  chofe  arrivera  de  la  féconde  for» 
mule,  de  l'afticle  308. 

Ex  EM  pirE    rv, 
JLO.  3^0  IT  propofee  l'équation  xx^-^^aj^tiio ^  de^ 
laquelle  il  faut  trouver  le  lieu. 

Comme c'eft  ici  le  quarrc  xx'  qui  fe  trouve  délivré  de* 
^Art.  J08.  fradions ,  je  choifis  la  féconde  formule  *  du  Lemme  j  &• 
n.u  )'ai  par  la  comparaifon  des  termes  qui  fe  répondent) 

I?.  —  =3  0^  parce  que  xy  ne  ie  trouve  point  dans  la 
^Art.tiu  propofee  5  d'où  je  tire  n  sr.^,  &  par  confëquent*>»  trr 
1^;  ^  =3  <? ,  parce  que  le  quarré  y  y  ne  s'y  trouve  pas  non  : 

fnm 

plus  j  d'bù  je  tire  encore  «  Sri'.  5^  r  srt?,  parce  quel'incoû^ 
nu.c  X  ne  fe  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pro* 
pofée  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  Più;  Jîl  êc  r  fe  rencontrent  ^  &  mettant  pour  e  fa 

m 

▼aleur  m  j  il  vient  xx — fj-^ps  sr^,  dont  il  refte  H 
comparer  les  termes  avce  ceux  qui  Feur  répondent 
dans  la  propofee.  4^.  La  comparaifon  des  termes  — py 
&  —  a  y  donnent^  ^a.  5°.  Puifque  dans  la  propofee  il 
ne  fè  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  Ton 
puifle  comparer  au  terme  j^ijil  s'enfuit  que  ps  :=iOyèa 
qu'ainfî  s  ti^o.  Or  ces.  valeurs  dcn^r^,  p^s^  ainfî  déter- 
n>ince5  me  fervent  à  conftruire.le  lieu  qa'on  demande, 
ayant  égard  à  la  conftrudion  de  la  féconde  formule.de 

*j*rf.  jH,    l*article  308.  &  à^  l'article  311.  en  cette  forte. . 

FiG.  170.        Puîfque  B  E  {n)  m?,  la  ligne  ^E  tombe  *  fur.^^^. 
menée  garalIeleraenCi  LPM  &-du  mcmecôtdi  comme 

auiH 
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auÉ  D  G ,  parce  que  y^  D  (  r )  s  ^.    Or  puifauc  CD  (  /  ) 

53  ^»  le  point  C  tombe,  fur  le  point  D  lequel  tombe  eu 

^  comme  l'on  vient  de  voir.   Je  décris  donc  ♦  une  Pa*  *  jirt.  igi. 

rabole  du  diamctre  ^^  qui  ait  pour  paramètre  ^H 

(^)  SS  it^  &  pour  ordonnées  des  droites  Afi^^ parallèles 

à  A  P  :  \c  dis  que  fa  portion  indéfinie  v^ AI  renfermée 

dans  Tangle  P^  H^  eft  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d*un  de  fes  points  quelconques  M 
les  droites  MP ,  M  ^  parallèles  à  ^^gjBcâ^  -P ,  on 
aura  par  la  propriété  *  de  la   Parabole  .gjW    fxxj  *Art.  ij. 
s:  ^ Q^^ H  (ay)^iL1^2imnt  XX — ayzz  ^,quiétoic 
l'équation  propofée.   Ce  qu'il  faUoit  àèmmmr. 


4l 


Dlf'j^ONST  R.ATI  ON    DU     P  Jl  O  B  L  £  M  E. 

311*  S I  l'on  met  dans  la  formule  générale*  à  la  place  ^Art.  joS* 
de  w,  fiy  r,  /,/,  les  valeurs  que  Ton  aura  trouvées  par  la  com- 
paraifon  de  ces  termes  avec  ceux  de  Téquation  propofée , 
telle  qt^'elle  puifle  être  ^  pourvu  Qu'elle  ait  les  cqnditions 
marquées  dans  le  Problème  5  il  eu  clair  que  cette  formule 

Î générale  fe  changera  en  la  propofée  :  &  partant  que  fi 
'on  prend  auflî  ces  valeurs  dans  la  conftruâion^duLemme^  "^An.  }o&; 
le  lieu  de  la  formule  générale  fe  changera  en  celui  de  Té- 
quation  propofée.  Or  c'eft  ce  qu'on  a  enfeigné  dans  le 
Problème  accompagné  de  {ts  deux  Remarques  ,  comme 
lies  £xeniples  précédens  le  font  aâiés  voir.   Donc  &c« 

LEMME    FONDAMENTAL.    ' 

Tour  la  conpa^ion  des  lieux  a  tElliffe  ou 

au  Cercle. 

c.  322.  Soient  encore  comme  dans  la  définition  pre*  F 1  «,  171. 
xniere  deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées 
.A  P  Kx)^  P  M  {y)\iii  foient  de  plus  àt^  lignes  droites 
donoées  m^n^f^r^s  ^t.    Cela  pofc , 

Ff 
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On  prendra  fur  la  ligne  ^Pi  U  partie  ^«  =  «j 
&  avant  mené  les  droites  ^£  s»,  -^DS  r,paralte- 
les  à  P  JVf.  &  du  même  côté ,  on  tirera  par  e  point  ^ 
la  droite  ^  £  q«i  cft  donnée  .  &  que  j'appelle  r  j  &  par 
le  point  D,  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  a  ^^,  fur 
laquelle  on  prendra  la  partie DC  =  /  du  cote ÀtPMi 
&  de  part  &  d'autre  du  point  C,  les  part.es  CK     CL 

*An,.^u  égaJchacuneà/  P^^^f^""  ^°^';:  "^/"'|?It'* 
diamètre  LKi^xt),  qui  ait  pour  ^«^'^'J  l,^CL 
&  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  a  P  JM.  >  dis 
ouc  fe  portion  0  iW  A  renfermée  dans  1  angle  P^  I>  ^aie 
par  la  lUe  ^P  &  par  une  ligne  ^B  mence  par  le  point 
fixe  A  parallèlement  à  P  JW  &  du  même  cote ,  fera  le  heu 
de  l'équation  ou  formule  générale  que  Toici. 

yv-^llxv4--î^  XX  — tr^r-i-'-^'x-i-rr  S*. 


Car  ayant  mené  d'un  des  points  quelconques  M ,  de  cet- 
te  portion  d'Ellipfe ,  la  ligne  MP  qui  faffe  avec  A  P  l'angle 
donné  ou  pris  à  volonté  y^PiW,&  qui  rencontre  les  parai, 
leles  ^EyDG.AMx  points  #»  G  j  les  triangles  Içmblables 
^5£,^P/,donneront^Jou2)Gc-=i^,&P/-Jîiî.  On. 

aura  donc  GM^y^-r,6t  CG^'i"^'  Or  par 
»^^.„.*  la  propriété  de  l'EUipfe'  KZ(  ^0;^  H  (_^  IG  .  G^  ou 
41.  7^',-TG\ttZ,ss^^Jl^^'-^)^GM  (^yy^^^.y 

Donc  &c.  .   r 

S'il  arrivé  que  le  diamètre  KL  (i/)  &  fon  paramètre 

•  kJfïpÛoiçnt  égaux  entr'eux  ,  on  aura  toujours  GM  ^ 
ZG*GK-  d'où  il  eft  évident  félon  les  Elemens  de  Géo- 
métrie, que  fi  l'angle  CGMefi  droit ,  l'Ellipfefe  changera 
alors  en  un  cercle  qui  aura  pour  diamètre  la  ligne  KL, 
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COKOLLAIKE. 

^  3Mf  II  cft  clair  que  les  deux  quarrës  yy  U  xx  k 
tronveoc  toujours  avec  les  mêmes  Agnes  dans  cetce  for- 
mule  j  &  que  lorfque  le  plan  xy  s'y  rencontre,  le  quar- 

té  H  de  la  moitié  de  la  fraâion  ^  qui  multiplie  ce  plan , 
dote  être  moindre  que  la  fraâion  —  -4-  -iîJL  nui  muU 

*  mm   ••    tmmt^- 

pUe  le  quarré  XX. 

PROPOSITION    III. 
Problème. 

S^4-  C^ONSTKUULE  le  lieu  £une  équation  donnée , 
dans  laque Ik  les  deux  quarrés  yj^x%fe  rencontrent  avec 
les  mêmes  fignes  fans  le  plan  ^JyOU  avec  ce  flan  ,  en  forte 
que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  fraBion  qui  le  multiplie  ^ 
joit  moindre  que  la  fraUion  qui  multiplie  te  quarré  x  x.  On 
fuppofe  toujours  ici  que  le  quarré  "^  y  foit  délivré  de  frae^ 
tions. 

Qn  comparera  les  termes  de  Técuation  donnée  ^  avec  . 
ceux  qui  leur  répondent  dans  la  formule  générale  *du  "^Art.  jix^ 
Lemme  précédent  ;  6c  on  tirera  de  la  comparaifon  de  ces 
termes  ;  des  valeurs  des  quantités  m^n^p^r^s  ^t^  par  le 
moyen  defquelles  valeurs  on  décrira  comme  Ton  a  enfei*- 
^né  dans  ce  Lemme  f  en  obfervant  exaâement  Tart.  311.  ) 
«ne  Etlipfe  qui  i«ra  le  lien  cherché. 

£x£m:pl£L 

515*  b  o  I T  proposé  de  trouver  le  lieu  de  cette  équa* 
tionjf;f-4-x;f-f-7Xx  —  lay  ^bx'^cc  S  <?,  dans  la- 
quelle le  quarré  de  7  moitié  de  la  fradion  7  ou  i  qui 
multiplie  xy  ^  eft  moindre  que  la  fraâion  4  qui  multi- 
plie XX. 

La  comparaifon  de  chaque  terme  de  la  formule  générale 

Ffij 
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*Art.  iiu  du  Lemme'*'avec  celui  qui  lui  répond  dans  cette  équatiofi  ; 
donne  i^  il'zi  — i  î  car  n'y  ayant  ici  aucune  fraâioa 

littérale  qui  multiplie  le  plan  xy^on  le  doit  conHderer 
comme  étant  multiplié  par  l'unité  numérique  i  :  &  pajr« 

tant  filon  fait  waa^.  Ton  aura  «CM— 7^.  !<>  — -i-  m 

'  mm    '    ^mm$ 

=  7  i  d'où  Ton  tire  t—ïliîîl^li^o-  —  en  mettant  pour 
m,»,  leurs  valeurs^, —  \a:  &  par  conféquent/  s  —  , 
3^.  r  ES  ^.  4^.  il!—  Mîl  sa  ^  $  d'où  en  mettant  pour  m,  »,  r, 
tjeurs  valeurs^, — f^,^,^,  il  vient  /  srllllîlliif, 

.jo,rr-tîl4-'JLÎ«.ri::&partant//-//-h 

SS  i/  -^4^^ —  tUl/  en  mettant  pour  ^-,  r,  les  valeurs 

—  .^,  qu'on  leur  vient  de  trouver.     Or  les  valeurs  de 

iw,  »,r,/,^,^,  étant  ainfi  déterminées  ^  je  décris  TEHip^ 
fe  cherchée  en  me  fervant  de  la  conftruâion  du  Lenu 

*  Art.  ixx.  me  *  &  de  Tarticle  311.  en  cette  forte. 

F  i  a.  171.  Je  prens  fur  la  ligne  ^  P  la  partie  AB  (m)=sma  5  &  ayant 
mené  parallèlement  â  PM  &  du  même  côté  la  ligne  A  D 
(r)  ss  ^  A  du  côté  oppofc  la  droite  fi£  s  7^  s  — »,parce 
que  n  sr —  4  ^  9^^  ^^  ^^^  valeur  négative^je  tire  par  le  point 
^  la  droite  y^£  (  ^  )  qui  eft  donnée ^  &  par  le  point  D ,  la 
droite  D  G  parallèle  â  ^  £ ,  fur  laquelle  je  prends^  la  par*. 

tic  DC^n  ii::±îiî  s  — /  du  côté  oppofé  à  PM  ^  &  de 

part  &  d'autre  du  point  C, les  parties  C K^  C L^ égales 

»u#r/.  itfi.  chacune  â  /  p:  ^//-+-4^f — îlli!.  Je  décris enfuire ^ 

mm         "* 

une  Ellipfe  du  diamètre  Z  IC ,  qui  ait  pour  ordonnées  des 
droites  parallèles  à  PM^  &  pour  paramètre  la  ligne  iC  H" 
(^  )  —  Hf .  Je  dis  que  fa  portion  O  MK  renfermée  dans 

l'angle  PAD  ^  eft  le  lieu  de  Téquation  donnée. 
Car  ayant  mené  d'un  de  k^  points  quelconques  A£^ 
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la  ligne  MP  qui  fàifeavec  vif /^  l'angle  donné  ou  pris 
à  volonté  jiPMi  &  qui  rencoocre  les  parailele6  ^  E  ^ 
DGf  aux  points  J,  G^  les  triangles  fembiabies  j4£  E^ 
APF  donneront  v*^  (rf).  -/^£(*)  ::  ^Z  (x).  ^  F  ou 
DGcrtl.    Etv/rf5(rf).^jB(74)::^/'(x).  />>  srrîx 

On  aura  donc  GiJi=s^H-TX^— ^j&  CG  ou  DG^DC 

M 1^  —  i  j  puifque  D  C  tr: — /.  Or  par  ia  propriété  *  de  ♦  Aru^^.f^^ 

rEHipfe  KL  (  1/).  ;C  Jf  (~  )  ::  ZiG  n  GK omCis^^^C G* 

—  ax^aa).  D'où  en  mettant  à  la  place  de  tt-^^ss 
&  de/, leurs  valeurs  4r^~llfir&  — illl±i!,multi. 

pliant  enfuite  les  extrêmes  8c  les  moyens  ,  &  divifant  de 
part  &  d'autre  par  xt ,  Ton  retrouve  l'équation  mêfQe 
proporée.    Donc  &c. 

R  E  M  A  K  Q^U  B. 

32.6»  s  *'  l  arrive  que  s$^  ^ee  foit  égale  ou  moin- 
dre que  Itîi!,  il  eft  évident  que  la  valeur  de  /  devien- 
dra nulle  ou  imaginaire  ^  &  qu'ainfî  il  fera  pour  lôrs  im- 
poffible  de  conftruire  rËllipfe  qui  devroit  être  [e  lieu  de 
réquation  donnée,  *Et  comme  cette  équation  renferme* 
roit  néceflairementdes  contradiâions,  il  s'enfuit  qu'il  ne 
pourroit  y  avoir  aucune  ligne  qui  en  pût  être  le  lieu  j  c'eft 
a  dire  que  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue^  qui  devroient 
répondre  â  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauÏÏès  dç 
l'autre  inconnue  x,  feroient  toutes  imaginaires. 

Ceci  fe  voit  clairement  dans  la  formule  générale  ♦dq  «  ^^^ 
Lemme  qui,  en  tranfpofant  quelques  termes,  devient 

ttlll.^  ~^»  dans  laquelle  équation  le  premier  membre 

^  le  quatre  dp/ —  —  x  — ^  r  |^  le  fecopd ,  le  quarré  de  / 

Ffiij 
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moins  le  quarré  de / —  tl ,  muleiplié  par  la  fraéHon  -t .  Or 

il  çfl:  vifible  que  H  la  valeur  du  quarré  tt  efl  oulle  ou 
négative  ^  la  valeur  de  ce  fécond  membre  fera  négative } 
&  qu'ainfi  Ton  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarré  y  Ravoir 
le  premier  membre  ^  égal  i  une  valeur  négative  ^  ce  qui 
eft  une  contradiâion  manifeft«. 

£x£mpleIL 
Ji?'  O  N  demande  le  lieu  de  réquack»  j^^-f  -i  xy 
^xjc  -r\rcy  r+fx^^mag  ts  ^,  dans  laquelle  on  fuppofe  fiiivanc 
Tart.  3^}.  que  -^  eft  moindre  que  la  â'aâion  \  ou  i  qui  mul- 
tiplie le  quarrî^  ;ir  x>  c'eft  â  dire  eue  ^  eft  moindre  que  la. 
lArt.  }ii.  La  comparaifon  des  termes  de  la  formule* générale  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  Téquation  propofëe  ^  donne 

1^1?=;  -— -}  d'où  en  faifanmiBs^,  on  tire «k»-*— 4^ 


i®. i!l  H- -^^=3  I  i  d'où  en  mettant  pour  m^n^  leurs 

mm         xmmt  * 

valeurs  i^,  —  \  b  ^  Ton  tireli«iliîlli£  :  &  partant 

^  xee ^ *  ^  .♦f-^'^é.^ 

5^  t  tn  ^JJ-i'lii!"*'^^^'^  Ce  qui  fournit  cette  conC 

trudion. 
F 1  «.  17J,  Ayant  pris  fur  la  ligne  droite  indéfinie  ^  i'  la  partie 
^ B  {m)  xz^,^  mené  parallèlement  à  PiVf  &ducôté 
oppofé  les  droites  ^  £  CSt^:3  — n^AD  tr^f  =a  — r, 
on  tirera  par  le  point  A  la  droite  4^£  {^)  oui  eft  don- 
née, &  par  le  point  D  la  droite  D  G  parallèle  i  yi  E\ 

fur  laquelle  on  prçudra  la  partie  DC  {s)  g^^^     ''■^^^dtt 

içûté  de  PM^  a  i<  forpafle  x  af^  comme  on  le  foppofe  ici  5  & 
du  côté  oppofé  ,  s'il  eft  moindre  ^  enfuite4>n  prendra  de 
part  &c  d^aucre  du  point  C ,  les  parties  CK  ôc  CL  égales  cha- 

*^r/.  i6u  cuneà/  ;;z^ss^''''"^^^f'/ .  Cela  fait,  on  décrira  •une 

4  4^— p  ^  ' 
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Dis  ztkiÊT  Qtt>iêtTuitx3ti.  *n 
Bllipfc  du  diamètre  LK{xt)  qui  aie  pour  ordonnées  des 
droites  parallèles  d  PM ,  &  pour  paramètre  une*  ligne  KH 

[p  )  fts  y*^ti  .   Je  dis  que  fa  portion  6  H  fera  le  lieu 

de  l'équation  propofée. 

Car  ayant  mené  d'un  de  lès  points  quelconques  ïk^  la 
droite  MP  qui  fâffe  avec  ^P  l'angle  donné  ou  pris  i  vo. 
lonté  ^Pili",  &  qui  rencontre  les  parallèles  ^  e  ^L  K-^ 
aux  points  F,Gton  aura  PB^tl^  in  AF  om  BG^JL^ 

cequidonneraJliGouil<"/'-fP-FH-f(7«^-f  !^  -+t^,& 
CGa.î£—^  ou  / — 1^.  Or  par  la  propirieté  ♦  de  TEUip-  *Ah.^^.^ 
kZK{it). KH  [MJ^:dL*y.:  LG.n  GK (^tf-^ss^tli:  ^^* 

Ce  qui  (en  mettant  pour  tf — s  s  &  pour  s  leurs  valeurs 
''Ht  'If'^  '-y=^>  """^"pliant  enfuite  les  extrêmes 
&  les  moyens,  &  divifant  par  ir)  donne  l'équation  mê- 
me propofée.  .;       -i 

11  eft  à  propos  de  remarquer  que  fi  l'angle  A  E  S- 
éfoit  droit,  l'angle  COM  le  feroic  auflî  j  &  le  diamètre 
ZK.  {^t\  feroit  égal  au  paramètre  K h( ***"-*^* \  ^ 

pttifque  ee  t:iaa — 4*^  â  caufe  du  triangle  rcdangle 
AEB.    D'où  l'on-  voit  que  l'Ellipfe  devieqdroit  alors        ,  ..     i 
^  un  cercle  gui  ajiroit  pour  rayon  la  droite  c  fc  ou  CZ 

(•/)  C=A0  j-+-jf r-f  rfg,  &  que  JDC  (j)  trii=^j  ee 
qui  rend  la  conftruâion  beaucoup  plus  fimple. 

ç  Exemple    III. 

li-o.  C>  O I T  propofé  de  trouver  le  Jieu  de  l'équation 
yf'-irxx — ax-x^zo.  . 

Je  compare  les  termes  dé  la  formule  *  générale ,  avec  »  Art.  *j»ii 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l'équation  donnée  s  &  j'ai 
I".  ^=3  » ,  parce  que  le  terme  xy  manquant ,  on  le  doit 
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15»  LiT-Ki' Siîrri*M:*  '    '^ 

coDÛderer  comme  étant  multiplié  par  zéro  }  d'où  je 

tire  «  t=  0  ;  &  partant  w  s=  ^  z^.JLl  -f  -^^=3  1 1  c'eft 

'  mm        »mmt 

à  dire.*i=3ien  mettant   pour  n  fa  m  leurs  valeurs 

#  &  r  ;  &  partant  pz^tt.  3».  r  ss  »  -,  parce  aoe  l'incoo- 
Duë  7  ne  le  trouvant  point  au  premier  degré  dans  l'éqaa. 
tion  donnée ,  on  la  doit  aulfi  cond  Jerer  comme  étant  mul- 
tipliée par  zéro  :  c'eft  pourquoi  éfiàçant  dans  la  formule 

?Art,  }»i.  générale  ♦  tous  les  termes  où-l  &  r  k  rencontrent ,  & 
mettant  pour  e  &  ^1  leurs  valeurs  m  &i ,  elle  fe  changera 

en  celle-ci  jrjr-+^x — isx  —  tt»+ss  =: ^  »  dont  il  refte 
*  â  comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofëe. 
4^.  1  /  c=  ^ $'& partant  s  t:i\a.  f.s s — tt ^r  o y  puifqu'il 
n*y  a  point  de  termes  entièrement  connus  dans  l'équation 
donnée  :  &  partant//  =//c^^^j&  en  extrayant  de 

f>art  &  d'autre  la  racine  quarrce^  /  \::i\a.    Or  ces  va- 
eurs  étant  ainfî  déterminées ,  je  donftruis  le  lieu  en  cet- 
te forte. 

Fie,  174.  Puifque  B£  (»)  s^,  il  s'enfuit  que  ^ E  tombe  fur 
«^P,  laquelle  tombe  auilî  fur  DG^  puifqu'on  a  encore 
^D  (r)  s<?  j  de  forte  que  le  point  D  tombe  en  j4. 
Ceft  pourquoi  prenant  Car  AP ^  la  partie  ^  C  (s)  c^^ 
du  côté  de  PMitc  départ  &  d'autre  du  point  C,  les 
parties  CK  ^  c L  ^  égales  chacune  it  zz^a  fie  point  Z 

^Ari.  liu  tombe  ici  fur  le  point  A)  i  on  décrira  *  du  diamètre  AK 
qui  ait  pour  ordonnées  del  droites  parallèles  i  P  M  ^tn 
pour  paramètre  la  ligne  KH  (p)  csi/  S=4^  uneEUipfe 
qui  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M  la 
droite  M  P  qui  fade  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris  â 

^Art.fs.&  volonté  À  PM  ,  on  aura*  AK  faj.  KH  fa  J  ::  Al^  PK 

+'•  fax~x x).  PM  fyy).Ce(\\xi  donne yy^  XX — ax'^a.- 

Il  eft  évident  que  fi  Tangle  APM  eft  droit,  l'Ellipfe 
devient  alors  un  cercle  qui  a  pour'  diamètre  la  ligne 
AK^a. 
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R  l.M  A  II  Q^U  1. 

3^9*  1 L  peut  arriver  deux  difièrens  ca^  ^  où  le  lieift 
de  i'équacioD  donnée  ed  un  cercle. 

Premier  cas.  Lorfque  les  quarrés  yyM  ^x  fc  trou- 
Tenc  cous  deux  avec  les  mêmes  Hgnes  &  fans  fraâiob 
dans  une  équation  ,  où  le  pian  xjr  fe  trouve  auili  ^  &  que 
de  plus  l'angle  ^EB  clk  droit  (ce  qui  arrive  lori- 
qu'ayant  mené  j4 F  perpendiculaire  fur  PM  h  raifon 
de  P  /  à  -^  P  ,squi  cft^  ^  même  que  celle  de  ^  £  a  ^  5 
eft  exprimée  piar  la  moitié  de  la  fraâion  qui  multiplie 
k  plan  Ji^/ ) .  le  lieu  de  c^tte  équation  fera  toujours  un 
cercle  comme  Ton  a  déjà  vu  dans  l'article  324.,  &  k 
vaifon  en  eft  évidente  par  la  formule  générale.  Car  Ton 
aura  pour  la  comparaifon  des  termes  correipondans  où 

fe  trouve  le  duarré  xx  ,  cette  égalité-^  ^-ilL—  i  j 

tM  HP  2pM99  fff  t 

d*où  Ton  tire  i.s=2Jli::l2  —  i ,  puifque  à  caufe  du  trian- 

gle  reâangle  AEB\^  quatre  mm^mnn^ee.  Or  Tan- 
gle  ^£  5  étant  droit,  Tangle  CG M  q\^^  fait  le  dia- 
mettre  Z  K  avec  ks  ordonnées  fera  aum  droit  j  &  par 
confêqwnt  puifque  le  diamètre  Z  iC  eft  égal  à  fon  pa- 
rametre  KH  y\\  s!enfoit  que  TEUipfc  devient  alors  un 
c«cle.  ^ 

Second  cas;  Lorfque  les  quarrés/^  hi  xx  k  trouvent 
tous  deux  avec  les  mêmes  fignes  &  fans  fraâion  dans 
une  équation  ^  où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  pas  ,  & 
que  de  plus  Tangle  ji  P  M  eft  droit  :  (on  lieu  fera  toû* 
jours  un  cercle,  comme  Ton  vient  de  voir  dans  rarti-* 
de  318  }  &  cela  fe  prouve  par  le  moyen  de  la.  formule 
générale.     Car  puifque  le  plan  xy-  ne  fe  trouve  point 

dans  l'équation  donnée  %  la  fraâion  1^  de  la  formule 

m 

krz  nulle  ou  zéro  j  &  partant  SE  (n)  sr^,  ^mtze. 
D*où  Ton  voit.  1°.  Que  le  diamètre  X  /c  eft  paral- 
lèle i  la  ligne  ^  P ,  &  qu'ainfî  l'angle  C  G  M  qu'il 
fftir^avec  (ts  t)rdonnées- étant  égal  à  Tangle  APMicv^^^ 
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droit.    1**.  Que  la  igadioo^  ■!  ,/^^  qui  multiplie  le 

^*^  mm    *    immt  *  * 

quatre  X  x  dans  la  formule  devient  -L  ^  de  qu'otafî  on 

aura-^rs  i  :  c'eft  à  dire  que  le  diamètre  Z  K  fera  cgal 

à  fon  parameore  KU.  L'£llipfe  qui  cft  le  lieu  de  hé- 
quadon  donnée  fera  donc  alors  un  cercle,  ûr  comme 
alors  la  formule  générale  &  change  en  celle-ci 

—  ^/ 

on  pourra ,  fi  Ton  veut  abréger  ic  <:alcul  ^  en  (e  Scm^m  dVi- 
bord  de  cette  formule ,  pour  trouver  par  la  comparait 
de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofëe ,  les  valeurs  de  r, 
/,  / ,  qui  fervent  d  décrire  le  cercle  qui  en  'eft  le  lieu. 

LEMME  FONDAMENTAL 

Pour  la  confiruâion  des  JUux  à  I^Hyfcfhole 
far  rapport  à  fes  diamètres. 

^^^.-zz^-         jA^*  "'^*    ^   J3°*  Les  mêmes  chofes  étant  pofëes  que idam  le 
^   *  Lemme  précédent  pour  TEUipict  «i  décrira  *  du  dia- 

•'  '•  mètre  LK  {it)  qui  ait  pour  paramètre  KH  {f)^lc 
pour  <>rdonnées  des  droites  parallèles  i  PM^  mie  Hy- 
perbole ou  deux  HyperbolesxDippofées.  j|e  dis  que  fa  por- 
tion OM  ^o\x  leors  portipm  renfermée»  dans  Taogle  PAiy 
fait  par  la  ligne  ^  P  ^  par^ine  ligne  ^D  menée  par  ie 
:poiiit  fixe  ^  parallèlement  i  PM^6c  da4n6me  côcé^fe* 
ra  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 

yj^^t^xy^^xx^iry  ^"^  x^rrar.0. 

m  ^»  m  m 


dans  laquelle  on  doit  obfervçr  qu^il  y  a4-ti!loriqoe 
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Des  lieux  Geomethiqjves.         x^j 
le  dtafnccre  z  JC  eft  ao  premier  diamètre ,  &  — ^  ~  lorf* 

que  c'eft  un  fécond, 

.Car  ayant  naenë  d'un  de  fe$  points  quelconques  M 
la  ligne  -AfP,  qui  fafle  avec  ^P  Tangle  donné  ou  pris 
à  volonté  ^ P My  &  qui  rencontre  les  parallèles  ^ E^ 
D  G ,  aux  points  JF ,  G ,  oa  aura  par  la  propriété  de  THy- 

pcrbole*XZ  {xt).KH{p)  ::CG*  -+  CK\ti!il^\lUi  *  Art.  %u 

— *•             ^  mm  m     ^     g 

•^        /  xmmt         xmt  %t  xt       ^  "^ 

-A:y— iry-f —^CATH-Iir x-f  rn    Dooc  &c. 

m      '^  ^         mm  m 

S'il  arrive  que  le  diamètre  ^L  (i/)  &  fon  parame- 
tt^  KH  if)  foienc  égaux  entr^eux  j  THyperbole  fera 
équilatere. 

CorollaibLi* 

35^»  Il  cft  clair  ,  i^  Que  les  deux  quarrés j'^  &  atx 
Çc  trouvent  toujours  avec  dtfferens  fignes  dans  cette 
formule  y  lorfque  le  plan  xy  ne  s'y  rencontre  point  j  ou 
bien  lorfqu'il  s*y  trouve ,  &  qœ  ^^  furpafle  Jtl .    i^ 

Qu'ils  s^y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  fignes  ,  mais 
avec  ces  conditions  que  le  plan  xy  s*y  rencontre ,  & 
que  le  quarré  H  de  la  moitié  de  la  fradion  qui  le  mul- 

m  m 

tiplie  I  foit  plus  grand  que  la  firadion  ~  «-»-^  SLL  qui  muK 

mm         xmm$ 

tiplie  le  quarré  xat. 

PROPOSITION     IV. 
ProblcnSe. 

ÎJI»  Cj  omsthuiri  le  lien  dura  iquatitm  donnée  ^  dans 
UqmelU  ,  (m  les  deux  quartés  y  y  ^  x  x  /&  rencontrent  avec 
differens  fiyfies  ^  ou  bien  avec  les  mêmes  finies ,  mais  avec  ces 
deux  conditions  que  k  flan  xy  sy  trouve  ,  ^  que  le  quarré 
de  la  tnoitié  de  la  fraHion  qui  U  multiflie  foit  fluf  yrand 

Gg  ij 
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x$6  ^^'^''Lir^^^'-'Sir'rxt-iâ^.  ^  ^  ^^ 

^ue  la  fraBion  qui  multiplie  le  quatre  %x.  On  /upfâfe  encort 
ici  que  le  quatre  y  y  foit  délivre  de  ftafiions. 

On  conftruic  THyperbole  qui  en  eft  le  lieu ,  comme 
Ton  vient  de  faire  rtUipfe  dans  le  Problème  précédent. 
Les  Exemples  qui  fuivent  le  feront  voir. 

Exemple   I. 

353'   OQiT yy^  —  xy^Lxx^icym^igXm^hh 

ta^o ,  réquacion  dont  il  faut  conftruire  le  lieu ,  &  dans  la- 

quelle  on  fuppofe  que  le  quarré  —  furpafle  L . 

Je  compare  les  termes  de  cette  équation  aved  ceux 
qui  leur  répondent  dans  la  formule  du  Lemme  5  &  j'ai 

i*.  ~=*— — ,  &   partant   fî  Ton   fait  ;w  =  ^,  on  aura 

«JL^,   i^/.iii^.^:rL^^T^  donc  X^Ltzi^^ic 

xmmt        mm  m  xt  #  # 

m  xmt  ^^ 

en  mettant  pour  »i ,  » ,  r ,  JL  les  valeurs  que  Ton  vient 


F I  G.  177. 


•  9  m  xmt 

«■^ 
de  trouver ,  on  tire  J=  :::::?^^^ 

:^ss^ilfSi:iitïy  fçavoir-t-/^lorfque  le  quarré  //  fur- 
pafle tlll±IlJ±,  ii  —  tt  lorfqu^il  eft  moindre ,  parce  que 

le  quarré  tt  doit  être  pofîtif  j  ce  qui  fait  deux  differens 
cas.  Or  les  valeurs  de  w,»,  r,j,  /,/^,  étant  ainfî  déter- 
minées, je  conftruis  le  lieu  en  me  réglant  fur  la  conftruc- 
tion  du  Lemme  y  de  la  manière  qui  fuit. 

Ayant  pris  fur  ^P  Ja  partie  ^jB=s^,&  mené  pa. 
rallelement  à  P  Af  &  du  côté  oppofé  les  droites  ^£  s:^^ 
s=r^«,-^D5*3r=^-.r,je  tire  par  Jes  points  '^iB^  la 
droite  ^ B  [e)  qui  eft  donnée  ,  &  par  le  point  î)  \^ 
droite  indéfinie  B  G  parallèle  à  ^  E  fur  laquelle  je 
prends  la  partie  Z)C«tl££:Jl,'«s^j  du  côté  oppofé 
à  J?  Mj  SfC  de  part  &  d  autre  du  point  C  les  parties 
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CL\  CK,  égales  chacune  à  /  g  ^^ss^  e^c.^eehk^^ 

y^ïIÏ^IÏÎL — ss^  félon  que  j  j  cft  plus  grand  bu  moin- 
dre quellli±lîi^.  Cela  fait,  du  diamètre ^Z a:  (qui ait 
pour  ordonnées  à^s  droites  parallèles  â  PM^  &  pour 
paramètre  la  ligne  KH{p)  s  iiii^=i^)  je  décris  une 

Hyperbole,  en  obfervant  que  LK  (fig^ij^f)  doit  être 
un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas ,  &  un  fécond 
{fg.  î-jS.J  dans^  le  dernier.  Je  dis  que  (à  portion  $  M 
fera  le  lieu  requis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  Ces  points  quelconques  M, 
une  parallèle  M  P  ^k  AD  y  laquelle  rencontre  les  lignes 
A  B  y  AE,  DG  ,  aux  points  P  ^F  ^  G-,  on  aura  P  F 

0=3  ~,  &  A  F  ou  DG  sr  — •  Et  par  conféquent  MG  "piy 

J-if-+-^  ,  CG  ou  JDG-i-CZ)  S  -  —  /  y  puifque. 
CDtiH  — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  y  L  K 
Ut).KHC'^^!=^):CÇG-+TK 

GAï*(>'/-4-— ^/-i-i^;'-!-  — ^-^^-h  —  AT-frr)  ,•  ce 

qui  j  en  mettant  pour  ^^^^^  &  /  leurs  yalçurs 
ecei^eehh^^yce^ase    multipliant  les  extfêmes  &  les 

moyens,  &  divifant  par  2/^,  donne  Téquation  propofée. 
Donc  &c. 

R  E  M  A  R  QJCJ  E. 

334-  s  'il  arrive  que  s  s  ~  ^^^"'^""^^.  j  il  eft  clair  que 

la  valeur  de  r/  devient  nulle  oU  zéro ,  &  qu'ainfî  la 
conftrudion  de  l'Hyperbole  devient  împoffible.  Mais  il 
faut  bien  remarquer  alors  que  l'équation  propofée  s'a- 
baifTe  toujours  ,  en  forte  que  fon  lieu  ,  qui  devrait  ccre 
une  ou  deux  Hyperboles  oppofées,  devient  une  ou  deux 
lignes  droites.  En  effet  dans  nôtre  exemple  on  a  ré- 
duit réquation  donnée  â  cette  proporticJû  ^  f .  hb — afzi 

Gg  iij 
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^^ttlx  ^  ce  'y  d'où  j  en  effaçant  tt  qui  eft  nul ,  mulci* 
pliant  les  extrêmes  &  les  moyens  >  &  extrayant  de  parc 
&  d'autre  la  racine  quarrce ,  l'on  tire  ey  h-  ^  ^ec 

^îi  — wi  K  ^^ — afy  c*eft  à  dire  eo  mettajar  potir  — i 
fa  valeur ^-^i^î^-i^,  &  divifant  de  part  &  diantre  par  e^ 
cette  équation  j/  h-  —  -h  ^=-  — ^^ — -  H-  ^?==y oo  / 

«»*Z-Jizi£,&/"**^^=== — <:,  rechange  eo  cette  an- 

ney^Baf Ix  dont  le  lieu  efl;  une  ligne  droite  que  l'on 

conftruit  félon  Tarticle  506. 

La  raifoD  de  ceci  eft  évidente  par  la  formule  genc* 
raie  du  Lemme  ^  car  effaçant  dans  cette  formule  le  ter. 
me  ^^i!qui  renferme  le  quarré  tt  que  Ton  fuppofe  égal 

a  zéro  ou  nul ,  elle  fe  change  en  tranfpofant  certains  ter- 
mes ,  &  extrayant  les  racines  quarrées  en  cette  autre 

-^  m  m  xt  '        m         xt 

connues  x  tcy  ne  font  plus  qu*au  premier  degrt ,  &  dont 
le  lieu  par  conféquent  devient  àts  lignes  droites. 

EXBMPLE     IL 

S35*  O  N  demande  le  lieu  de  Téquation  donnée 
yy  —  XX  •+•  lay  -+  axsao. 

La   comparaifon   des  termes  correipondans  donne 

!<>.  i2  S3  ^ ,  parce  que  le  terme  xy  ne  fe  troave  penne 

dans  la  propofée  -,  d'oà  l'on  tire  »  s  0 ,  &  par  confia 

quentw  s=*.  »"  ^=5  i,&partant^s5  i^.y'.rss  — a. 


Digitized  by 


Google 


&  jûnfî  ZjfitJtjmmjs  ■   yinmm-^^^Ad  nn  mettant  pour 

r,lf ,  s  leurs  yaleurs  — ii,  i ,  7^^ ^^i'où  je  <x>aiK>ts  fSfà\îï 

fane  ^irendre  daais  le  dernier  terioe  de  la  formule^-*"  ti  4c 
Aon  pas  -^  /^,  afin  que  la  ^oXtQt  <k  V/  foie  pofictre.  Je 
conikuis  ei»iiiice  ie  ûeu  «n  cône  force^ 

Puifque  ^D  (r)  ss  —  ^  ,  je  mené  par  le  point  ^  Fi6«  1753 
parallèlement  i?M£x.àvL ^ôoéoppoic  la  ligne  «/^  ^ « ^ }  ^ 
&  puifque  -ff  £  (»)  s^>:je  rire  par  le  point  O  la  droite 
D  G  parallèle  i  ^  P  ^  ktr  laquelle  je  prends  la  partie 
DV  (s)  ~7^  du  côté  de  P  jW  ,  fc  >de  pa#t  &  d'autre 
du  point  tj  les.pafriie6  C L  ^  C  K  y  égales  chacune  â 
t^^^ii/'^^u.  Eniutce  du  lëcond  diamètre  ^Z^  (parce 
qu^on  a  pris—-//  dans  le  dernier  «erme  4^  la  for^- 
mule  )  qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallè- 
les à  P  ^^  8c  pour  paAamewe  Ja  drpttc  KHXp)  =  ^^ 
s-  Z  /C,  je  décris  une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion 
OM  fera  \ç  Jieu  qu'où  chcrfilie. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  ^M 
une  parallèle  M'P  i  ^D ,  qui  rencontre  ks  droites 
A  PyD  G  .auxppints  i^,  G  j  on  aura  M  G-^y  ^^% 
CG  o\x  DG  —  De  :^x  —  7^,&par  la  preprieté  de 

rHyperbole   IK   {%().    KH  {ut)  ::Tg^  -+ TT 

qui  donne  en  mettant  pcHir  ■//  ia  valeur  ;^  ^^  ^  l'çqij^- 
oiip»m£Wfi  prqppféeîyj^^i-;^^^  ..; 

;U  çftiddeotqjue  lï^yperbole  ç^ 

R  €  M  A  'K  (ly  E. 

J3^^  Lo*.SQju  E  les  deux  quarto// ^  ^Aric.trop- 
TCPt  Avec  diffèripn*  (jgnes  ^  fans  /ra<aiQP  àv^s  upe 
jiquMitioii ,  où  Lp.pUo  ^'/  J3e  fe, rencontre  poipt  j  fou  lieu 
içra  toéjoHts  iwe  Hypetbide  équiUtere.    Car  la  frac- 

cion  tldt  k  formule  fera  Dok  ou  z«co  j  JU  partant 
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BE  (»)  s^)&^  cr<.  D'où  il  fuie  que  la  fraâion^ 
—  .-itL  qui  multiplie  le  quarré  xx  dans  la  formule  de- 
vienc  -— -I5&  qù'ainfi  od  aura— X. s  i  ,c'cft  â  dire» 

X  t  ^  xt  ^  * 

que  le  diamètre  LK  fera  égal  â  fon  paramètre  /C/f , 
ou,,  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,  que  l'Hyperbole  fera 
équilarere.  '  Or  comme  la  formule  générale  fc  change: 
'i  alors  en  celle-ci 

'^  yy- — ^^ — xjy^xsx^rr  "^it^ 

:      '  -   '  —  ij- 

il  s'enfuit,  qu'on  peut  s*en  fervir  d'abord  pour  trouver 
les  valeurs  de  r,/,,r,qui  fervent  à  conftruire  l'Hyper*- 
hole  équiÎAtere  qui  eft  le  lieu  de  l'ëquacion  donnée  }  ce: 
qui  abrège  le  caUrul.. 

'    LEMME   FONDAMENTAL. 

Jêour  la  confiruâion  àts  lieux  à-  l'Hjiperboh 
.  ,    entre  fis  ^Jymptotes.^ 

337*  b  o  1 1 N  T  comme  dansja  définition '^premierc.,. 
deux  lignes  inconnues  &  indéterminées  ^  P  (x)^  V  M< 
{y)  qui  faffent  entr'elles  un.  angle  donné  ou  pris  à  vo. 
lonté  A^  M  '^tç  foient  de  plus  des  lignes  droites  dôuh 
nées  m\^  n\  fy  r^  '//  Gela  poie. 
ï^ia.  iSou       i^  ^n  piréndra  fur  la  ligne  ^i',  la  partie  ^B  =:»!  •& 
ayant  mené  les  droites B  £=  n ,  ^T>^=tY^  parallèles  à  P  Af  ^ . 
&  du  même  côté  5. on  tirera  par  le  point  A  la  droite^ 
A  B  'qui  eft.  donnée ,  &  que  j'appelle  e  ,  &  par  le  poinr 
2)  fa  droite  indéfinie  Z)  G  parallèle  i-  AB  ,  fur  làqueU 
lé  ayant  pris 'les  parties  DCm^s ^  C/Ceardu  côté  que 
s*ctend   AB ^on  mènera  parallèlement  â  P M   &  chi 
même  côté  la  droite  indéfinie  CZ,&  la  lignfc  KH=»f^ 
'^Art.  ii04  On  djfcrira  eofuite  *  entre  les  Afymptotes  C.L^  C  K^ 
ifu  une:: 
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une  Hyperbole  qui  paflè  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle 
fera  le  lieu  de  l'équation  ou  formule. 

'"  *  «  e 

—  rx  — mp 
Car  G  JW  =7— 2£^r,C<?  =:  ^—/,&par  la  proprie, 
te  de  l'Hyperbole  *CGhGM{^ — sy  ^-  *JULf  -^  liî  »  ^«.  ,0,. 

—îlf-t-f/)  tsCiC*  iCK  (^/) }  ce  qui  donne  en  dcH. 
vrant  le  terme  x/  de  frayions,  &  mettant  par  ordre  tous 

les  termes  )ia  même  équation  xy Ixx îliy  &c 

que  cy  deflus. 

1°.  On  mènera  par  le  point  fixe  ^,  une  ligne  indcfi.  Fie.  181. 
nie  ^^  parallèle  à  PM  &  du  même  côté  j  &  ayant  pris 
fur  cette  ligne  la  partie  ^lî  =:  w ,  on  tirera  BE:^n  parai- 
lele  à  ^  /»  &  du  même  côté  ,&  par  lés  points  déterminés 
^ ,  £  »  la  ligne  ^  £  que  j'appelle  e  -,  &  ayant  pris  fur  ^P 
la  partie  AD:=:r  du  côté  de  JPM,  on  tirera  la  droite 
indéfinie  D  G  parallèle  à  ^£ ,  fur  laquelle  on  prendra  les 
parties  DCc=/,  c  k  zs  e  da  côté  que  s'étend  J>M  & 
on  mènera  parallèlement  à  ^  P  6c  du  même  côté  *  la 
droite  indéfinie  CZ  &  là  ligne  KMz^p,    On  décrira 
cnfuite» entre  les  afymptotes  CZ,  CK,  une  Hyperbole  *ùirt  no 
qui  p^e  par  le  point  H,  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  de  i|i.  * 
cette  leconde  équation  ou  formule. 

—  ry  — «^ 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  m 
là  ligne  -M i2, parallèle  à  A P,  6c  qui  rencontre  les  pa' 
rallclcs  ^£ ,  D  G,  aux  points  i?,  G  j  les  triangles  fcm- 
blables  A£E,  jiS^y  donneront  ^B  {m).^E  {^e):. 
'AQjmPM{y),AFouDG^l2^6c^B  {m).  B Ê 
in)  ::  ASIiy).  ^  ï=^.  Et  par conféquent  Gm^x  - 

Hb 
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^ r^  CG  ^'^ — /.  Or  par  la  propriété  de  THy-       I 

m  ^ 

perbole  CG^GM  es  CX»/CW,ce  qui  donnejenmec- 
caDt  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques^  &  déli- 
vrant le  ternie  xy  de  fradions,  la  même  féconde  formu- 
le  que  cy-deffus.   Donc  &c. 

Ço  ROLLAIKB.      ' 

358.  Il  eft  clair  i^.  Que  le  terme  xy  fê  rencontre 
toujours  dans  ces  deux  formules  ,  puifque  n*étanc  mul* 
tiplié  par  aucune  fraâion  ,  on  ne  peut  point  la  fuppofer 
nulle  pour  le  faire  évanouir,  1^.  Qu'il  ne  s'y  peut  ren- 
contrer  que  Tun  des  quarrés  xxou^j^,  lequel  s'évanouit 
fi  la  fraâion-^qui  le  multiplie  eft  nulle. . 

PROPOSITION     V. 
Problème. 

339'  Trouvbk/^  lieu  iune  équation  donnée  dans  la^ 
quelle  le  flan  x  y  y^  rencontre  ,  fans  aucun  des  quarrés  xx  é* 
y  y  ,  «  feulement  avec  l^un  des  deux. 

On  délivrera  le  p4an  xy  de  frtdions ,  &  on  compa* 
rera  les  termes  de  Tcquation  donnée  avec  ceux  qui  luy 
répondent  dans  la  première  formule  lorfque  le  quarré 
XX  s'y  rencontre,  &  avec  ceux  de  la  féconde  lorfque  ccft 
le  quarré  ^j'  ,  &  enfin  avec  celle  à^s  deux  qu'on  vou- 
dra  lorfque  pas  un  des  quarrés  xx  &  y  y  ne  s'y  trouve.  On 
tirera  enfuite  de  la  comparaifon  de  ces  termes ,  des  va- 
leurs des  quantités  m^n^f  ^r^s  ^  par  le  moyen  defqueU 
les  on  décrira  une  Hyperbole  entre  {t%  afympcotes  corn, 
me  Ton  a  enfeignc  dans  le  Lemme  précédent ,  en  ob/êr- 
vant  toujours  de  mener  ou  de  prendre  du  côté  oppofé  d 
^  r  èci  P  Mks  lignes  dont  les  valeurs  font  négacivei. 
hçs  Exemples  qui  fuivent  éclairciront  ces  réglés. 
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Exemple    L 
340*  O  N  demande  le  lieu  de  kj xx — cjzs,  0. 

•  Comme  c'eft  le  quavc  xx  qui  fe  rencontre  dans 
rëquation  donnée  ,  je  choifis  ia  première  formule ,  & 
j'ai  Jjill^l^  comparaifbn  de  ks  termes  avec  ceux  de  la 
propofcc ,  1^.  —  t=;i ,  d'où  en   faifant  mina^  ]c  tire 

n  s=  ^.  i^'.'^zsc.&c  partant  ^  =  7-    }^.  î^—  r  s  <^> 
parce  que  Tinconnuc  x  ne  fe  trouve  point  au  premier    ^ 
degré    dans   Téquation    donnée  ,  8c  partant   r  s:  — • 

4<^îli — 2np  tzo^  parce  qu'il  ne  fe  trouve  point  de  ter. 
mes  entièrement  connus  j  &  partant  ^  srliii:  tfi.   Or 

comme  les  valeurs  de  j4 P  (^)  >  -5£  (n) ,  CD  (j), 
•/^D  (r),  KH{f)  font  toutes  potîtives ,  je  conftruis  le 
lieu  précifément  comme  dans  le  Lcmme  (/g.  180.)  en 
ob(èrvant  de  prendre  pour  les  lignes  les  valeurs  que  Ton 
vient  de  trouver. 

Car  ÙM^y  —  tl~tL^  CG  ou  DG—DC  t='-^%  Fie.  iSo. 

&  parla  propriété  de  l'Hyperbole  CGhGm  ^CKn  kH 
c'eft  â  dire ,  en  mettant  les  valeurs  analytiques ,  Téqua* 
tion  même  donnée.    Donc  &c. 

Exemple    IL 

54^0  o  I  T\vy-+-  tyy — cy — ff  s^,  Téquation  dont 

il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  c*eft  le  quarré^/qui  fe  trouve  dans  Téqua- 

«  tion  donnée  ^  je  choifis  la  féconde  formule  ^  &  j'ai  par 

la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  prppofée^ 

1®. .^ a  —  1^  &  il  Ton  fait  m  tr ^ >  on  aura  nzz  —  b. 

'    m  ^ 

xo.îlia  0^  &  partant  s^o.   3\  r^c  4^  w/^=s/,  & 

Hhij 
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partant  p  tit.     Ce  qui  donne  la  conftruâion  fisU 

.  vante. 
Fxa«  itu  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A ,  une  ligne  indéfinie 
^i^parallele  i  P  M  U  du  même  côté  ^  &  ayant  pris 
fur  cette  ligne ,  la  partie  ^  B  (m)zz.a^]t  tire  £  £  :=i6 
S3  — n  parallèle  i  ^  P  6c  da  côté  oppofe,  &  par  les 
points  déterminés  -^,  £  ,  la  ligne  Ah  (e).  Je  prend; 
fur  APy  la  partie  AD  {r)  s^du  côté  de  PM^&c  je 
tire  la  droite  indéfinie  DG  paraJleie  à  A£^  Sc  comme 
les  points  DyC^  tombent  Tun  fur  Tautre  ^  parce  que 
VC  {s}  ^ro/]c  prends  fur  cette  ligne  la  partie i)iC  —  ^ 
du  côté  que  s*étend  P M^Sc  ayant  mené  parallèlement 

iAPicda  même  côté  la  ligne  KH  {p)  sr^,  &  la 

droite  indéfinie  JD  L  qui  tombe  ici  iur  A  P  ^  je  dé- 
cris entre  les  Afymptotes  2) Z,  Z)  AT,  une  Hyperbole 
qui  pafTe  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  re- 
quis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  (es  points  quelconques  M^  h 
droite  Jlf^parallele  k  AP  fk  qui  rencontre  les  paral- 
lèles A  E  ,DG  y  aux  points  F^  G ,  on  aura  G  M  ou  MQ^ 

^QJ^  —  PG  Erx4-l£  —  r,  DG  ou  A  F  ^'2,  & 

partant  DG  h  G  M  ^'-^^^iÈU^'^^CK  h  KH  ('ly 
Ce  qui  donne ,  en  délivrant  le  terme  x/  de  fradions ,  Te- 
quation  propofée  xy  -ir  ^yy  '^^  ^y  — ff  £==  ^* 

R  E  M  A  K  Q^U  E. 

342'.  5  I  Ton  prend  pour  l'arbitraire  AB  (m\  une 
autre  valeur  que  a  ,  celles  de  CIC  (e)  &  de  /://  (/) 
changeront ,  mais  les  valeurs  du  reélangle  c KxKH 
{ep) ,  &  des  droites  AD  (r)  ,  CD  (/)  demeureront 
toujours  les  mêmes  ^  car  elles  ne  renferment  dans  leurs 
cxpreflions  que  les  rapports  -i,  jî.,  !!L ,  qui  ne  càaa-^ 
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gent  point , puifque.dans  le  triangle  ABE  Tangle  ABE 
ék  donné  y  &  la  raifon  4  (  qui  dans  cet  exemple  efl:  1  \ 

du  ^ôté  AB  {m)  au  côté  BE{n).  Or  comme  THy- 
perbole  qui  doit  pailer  par  le  poinc  H ,  fera  toujours  la 
même  *,  telle  grandeur  que  Ton  puifle  donner  â  c  a  (  f  )  ^Art.  lou 
&  à  KH  {p)y  pourvu  que  le  redangle  CKnKH  de- 
meure  le  même  5  il  s'enfuit  que  Ton  conftruira  toujours 
la  même  Hyoerbole ,  telle  grandeur  que  Ton  puiflS:  pren- 
dre pour  l'arbitraire  AB  )m). 

Exemple    II  L 

343*  Il  faut  conftruire  le  lieu  de  Tëquation donnée 

Comme  pas  un  des  quarrés  xx  Scyy  ne  (c  trouve 
Jans  Tëquation  propofce  ^  je  puis  prendre  indifférem- 
ment Tune  ou  Tautre  des  deux  formules ,  par  exemple, 
la  première  ,  de  laquelle  comparant   les  termes  avec 

ceux  de  la  propofée ,  j*ai  i^ ^  —  ^,  &  partant  «  s^, 

&  m  £s  ^  }  je  fais  m  —  a.  x^. lions  tiza.   3^.  r  sr  —  ^, 

* 
puifque— rs  <?.    j^^.ts  —  mp^=i  ce  ^U  partant  f^=  —  b 

•--.     6r  ces  valeurs  de  m  ^  n  ,r  ^  s^p  ^  étant  ainfi 

déterminées ,  je  conftruis  le  lieu    de  la  manière  qui 
fuit. 

Puifque  AD  {r)i=ii^t  ,   je  mené  parallèlement  à  Fio.  iS> 
P  M  àc  dxi  côté  oppofé  la  ligne  A D=;i  7  &L  puifque 
B  E  (»)=:^  Je  tire  la  droite  indéfinie  D G.  parallèle  à 
AP  fur  laquelle  ayant  pris  les  parties  DC  {^)^=ia.y 
CK  {e)  :=:m^=sa  d{i  côté  que  s'étend  ^  P  Je  tire  la 

droite  indéfinie  CZ,  &  la  ligne  K H^b^it:=£^p 

{parallèle  i  P  M  Se  d\x  côté  oppofé.     Je  décris  enfuite 
'Hyperbole  oppofée  à  celle  qui  ayant  pour  Afympto* 
tes  les  droites  ex,  CK,  paflè  par  le  point  H.  Je  dis 
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que  fa  portion  indéfinie  OM  renfermée  dans  l'angle 
iPA  S  ,  faite  par  la  droite  indéfinie  ^  /^  &  par  la  ligne 
^  S  menée  parallèlement  à  P  ^^  &  du  même  côté ,  fera 
le  lieu  cherché. 

Car  GM  ou  PG^PM=y^i^  &  CG  ou  CD 
—  Z)G:=;^*— ATj&par  con(equent  CGnGM:=ay.^xy 
^ah.^bx=i  CK  h  kH  (^^-+-^^)  j  ce  qui, en  effaçant 
de  part  &  d'autre  le  reâangle  ab  ^^  tranfpofant  i 
^^ordinaire  ,  donne  xy.^ay^Jfx^ccz=:o  quieftré* 
quation  propofée. 

Il  auroic  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire  l'Hy- 
perbole qui  pafle  par  le  pomt  H  j  car  aucun  de  fès  points 
ne  pourroit  tomber  dans  l'angle  PA  S ,  oii  Ton  iûppoiè 
que  doivent  tomber  les  points  Af. 

R  £  M  A  K  QJJ  E. 

344*  s  *i  L  arrive  qu*en  comparant  les  termes  de  la 
formule  avec  ceux  de^ l'équation  donnée,  on  trouvât  que 
/  =  (?  j  on  voit  qu'il  feroit  alors  impoflîble  de  décrire 
THyperbole  qui  en  devroit  être  le  lieu,  puifque  fa  puifl 
fànce  qui  eft  égale  au  reâîangle^^  feroit  nulle.  Mais 
alors  Téquation  fe  pourroit  toujours  abaifler,  en  forte  que 
ion  lieu  deviendroit  une  ligne  droite  5  car  effaçant  par 
exemple  dans  la  première  formule  du  Lemme  le  terme 

mp^  elle  devient  xy^^x x^ILly^'tlx^rx^ULL 

=:^,  qui  étant  divifée  par  — — j  donne^— ~— r=;^, 
^Art.iQi,  dont  le  lieu  M  eft  une  ligne  droite. 

PROPOSITION    VL 

Problème.. 

345»  C»  o  N  s  T  K.  u  I R 1  tout  lit»  d»  fecttii  degrf^  fin 
équarion  étant  donnée. 
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Tous  Jes  termes  de  Inéquation  étant  mis  d'un  même 
côté  I  en  forte  que  l'un  des  membres  /bit  zéro  ,  je  diil 
.  tingue  deux  diffèrcns  cas. 

Premier  cas.    Lorfque  le  plan  xy  ne  fè  trouve  point 
dans  l'équation  donnée,    i^.  S'il  n'y  a  que  l'un  àt^  quar. 
tes  y  y  ou  AT  AT ,  le  lieu  fera  une  *  Parabole.  2®.  Si  les  deux  "^Art.  jio. 
quarrcs^j^  &  xx  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes,  le 
lieu  fera  une  *  Ellipfe  ou  un  cercle.  3®.  Si  ces  deux  quar-  *Art^  J14 
rcs  s'y  rencontrent  avec  difFerens  fignes  ,  le  lieu  fera 
une*  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rappor-  *  Art.  au 
tces  à  fes  diamètres. 

Second  cas,    Lorfque  le  plan  xy  fè  trouve    dans  l'c- 
quation  donnée.     1^.   Si  pas  un  des  quarrés  yy  &L  x  x 
ne  s*y  rencontre  ou  feulement  l'un  des  deux  ,  le  lieu 
fera  *  une  Hyperbole  entre  (ts  Afymptotes.    2^  Si  les  "^Art.  jjj. 
deux  quarrés  yy  &i  x  x  s'y  trouvent  avec  differens  fi- 
gues y  le  lieu  fera  *  une  Hyperbole  rapportée  d  ks  dia-  ^Art.  jji. 
mètres,    3^.  Si  ces  deux  quarrés   s'y  rencontrent  avec 
les  mêmes  fignes  ,  on  délivrera  le  quarré  y  y  de  frac 
cions  ,  &  le  lieu   fera  »  une  Parabole  lorfque  le^quar-  *  Art.  jio. 
ré  de  la  moitié  de  la  fraâion  qui  multiplie  xy  eft  égal 
â  la  fradion  qui  multiplie  le  quarré  xx  5  une*  Ellipfe  *-/^r/.  $14. 
ou  un  cercle  lorfqu'il  eft  moindrc^j  &  enfin  une  »  Hyper-  *Art.  au 
bole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rapportées  à  ks  dia- 
mètres  lorfqu'il  eft  plus  grand. 

On  décrira  le  lieu  félon  l'article  310.  s'il  eft  une  Pa- 
rabole y  félon  l'article  314.  s'il  eft  une  Ellipfe  ou  un  cer. 
cle  -,  félon  l'article  332.  s'il  eft  une  Hyperbole  ou  deux 
Hyperboles  oppofées  rapportées  à  ks  diamètres i  &  en- 
fin (èlon  l'article  339.  fi  c'eft  une  Hyperbole  entre  fes 
Afymptotes.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  ces  qua- 
tre articles. 

COHOLLAIKE. 

34^.  Une  équation  du  fécond  degré  étant  don*  ' 
née  y  comme  la  'Seâion  Conique   que  l'on  trouve  par 


Digitized  by 


Google 


148  LivuE   Septie'mb. 

^Aru  J14.  les  règles  prefcrites  eft  le  lieu  *  de. toutes  les  valeurs  tant 
"   vraies  quefauflfes  de  rinconnuë/,  qui  répondent  aux 
valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'autre  inconnue  x  ^  il 
s'enfuit  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cette  feule  bedionqui, 
foie  le  lieu  de  Téquation  donnée. 
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LIVRE     HUIT  IFME. 

Des  Problèmes  indéterminés. 

PROPOSITION    GENERALE. 

347*    A  aouvER/^  Ueu  (tune  infinité  de  points  qui  pic.  1S4. 
aymt  tous  certaines  conditions  marquées  h  lorfque  ce  lieu  nepajfe 
point  le  yeccnd  degré. 

i^.  On  fuppofera  comme  connues  &  déterminées 
deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées  ^P  {x). 
PM  (7),  qui  faffent  entr'elles  un  angle  A P M  donné 
ou  pris  â  difcretion  >  &  dont  Tune  ^  P  ait  une  origine 
fixe  &  invariable  en  un  point  A ,  &  s'étende  le  long  d'u- 
ne ligne  donnée  de  pofîtion  j  l'autre  P  M  qui  détermine 
toujours  par  fon  extrémité  M  ,  l'un  des  points  cherchés, 
change  continuellement  d'origine  ,  &  foit  toujours  pa- 
ridlele  à  la  même  ligne.  1^.  On  tirera  les  autres  lignes 
q.ue  Ton  jugera  utiles  à  la  folution  du  Problême  ,  &  on 
les  exprimera  par  des  lettres  ?  fçavoir ,  les  connues  par  les 
premières  lettres  de  l'Alphabet ,  &  les  inconnues  par  les 
dernières.  3®.  On  regardera  la  queftion  comme  refoluë, 
&  après  en  avoir  parcouru  toutes  les  conditions ,  on  arri- 
vera  enfin  â  une  équation  qui  ne  renfermera  que  les  deux 
inconnues  x  Scy  mêlées  avec  des  connues.  4"*.  Cette  équa- 
tion dans  laquelle  on  fuppofè  que  les  inconnues  x  tcy 
ayenc  au  plus  deux  dimensions ,  étant  formée ,  on  en  conC 
truira  lé  lieu  felonr  les  régies  prefcrites  dans  le  Livre  pré- 
cédent i  &  le  lieu  ainfî  conftruit  refondra  la  queftion; 
Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple!. 

34^-    1  ^  ou  VER  dans  l'angle  donné  B^C  le  point  Fie.  1^4^ 
M^  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  les  deux  dr^tes  Ai  IT, 
MG  ^  qui  faffent  fur  les  côtés  ^B,  ^  C ,  toujours  vers 
la. même  part ,  des  angles  donnes  MF B ^  MGC  j  U 
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droite  Jl/J"  ùât  mil)""*''  à  la.  <iroice  JU  G  ea  la  raUoa 
donnée  de  ^  à  ^.  £c  comme  il  y  a  une  infinicé  de  ces 
points ,  en  demande  la  ligne  qui  les  renferme  cous ,  & 
qui  en  eft  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  M  ,  que  l'on  fuppofe  être  un  des  points 
cherchas ,  ayant  mené  la  ligne  M  P  parallèle  d  ^  C }  on 
confîderera  les  deux  droites  inconnues  &  indéterminées 
«4  P  (  X  )  »  PM{y  ) ,  comme  connues  &  déterminées.  On 
prendra  fur  le  côté  ^B  h  partie  ^Bsia^on  tirera Jes 
droites  ^C,  ^D,  parallèles  à  MF,  AfG,&  qui  ren- 
contrent aux  points  c,  D,  l'autre  côté  ^  C  prolongé , 
s'il  eft  neceUaire  -y  U  on  nommera  les  connues  ./f  c,f  ) 
BC  yfi  BD^%.  Prefentement  menant  M  Q^ parallèle  à 
A3y\t&  triangles  femblables  ^  CB ,P MF,U  ji£D, 
.^Mi  G^  donneront  ces  deux  proportions  :AC[c),  CJf 

(/)  ::  MP  {y).MF  S=^,  &  ^B{a).  SB  (g)  ::  MQ^ 

ou  ydP  (x).  MQ  :=^}  ce  qui  iàtisfàit  à  la  première 

condition  du  Problême  «  puifque  les  lienes  MF^MO^ 
(ont  toujours  fuppofées  parallèles  aux  deux  mêmes  droi» 
ces  BCyBDy  qui  font  fur  les  côtés  ^B  ,ACy  les  an- 
gles donnés.    Or  par  la  féconde  condition  qui  refte  à  ac 

complir ,  il  faut  que  -M  F  (^  ) .  M(;  (£i)  :  :  ^ ,  A }  d*où 

l'on  tire  l'équation  y  s  '"^^^^  renferme  toutes  le^  con- 
ditions du  Problème,  &  dont  le  lieu  fera  par  coniéquenc 
*jirt.ioi.  celui  que  l'on  cherche.  Il  fè  conflruit  >|e  ainfi. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  AP,  la  partie  AH  rs^  y  foit 
menée  HE  s: ^ parallèle i  P^  &  du  même  côté,  & 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  A  E.  Je  dis  qu'elle  fera  le  Heu 
de  cous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  par  un  de  fês  points  quelconques  M 
les  droite»  MP ^M  ^  parallèles  aux  deux  côtés  A  C , 
A  B  ,  ôAes  droites  M  F ,  M  G ,  parallèles  i  BC,  3D ,  & 
qui  font  par  confëquent  fur  les  deux  côtés  A B^A  C , 
les  angles  donnés  }  on  aura  â  caufe  des  triangles  fêrobla- 
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hks  j^HE  t  ^P M  ^  ccKC  pfoporrioo  j  jé H  fi}. 
HE{'j)  :î  ^p  (x),  FM  (j)  rix'll^  &  à  caufe  àt% 

triangles  iêmblables  ^  C  ^ ,  P -W  J  ,& -<tf  ^  D ,  .j^  G  , 
as  deux  autres  :  AC  (c).  CB  (f)\\MP  (•^>  m  F 

wr,U^U^B(a).BD(^}:'.MSj>Vi  AP  (x).MG 
«s£J!.  Et  par  conféqueni  MF  (£f  ) .  M  G  /£^)  \\M,b, 
Ce  qui  étoit  propofé. 

Je  n*ai  refolu  cette  queftion  par  le  calcul ,  que  pour  Fi©.  18c. 
la  rapporter  i  la  Propofition  générale ,  &  commencer 
par  des  Exemples  fimples  &  ai^s  i  en  faire  voir  rappl». 
cation  j  car  on  peut  refoudre  ce  Problème  fans  aucun 
calcul ,  &  d'une  manière  plus  facile  en  cette  forte. 

Soient  tirées  les  droites  -r^  AT ,  ^  z ,  qui  faflent  ftw  ^  5, 
^C,  les  angles  donnes  KAB  ^  t^C^ta  qui  foienc 
entr'elles  en  la  raifon  donnée  At  a  i  b.  Soieat  menées 
les  droites  KM^LM^  parallèles  aux  côtés  ^B^Ac\ 
&  qui  fe  rencontrent  au  point  JWj  par  oii ,  &  par  le  fom* 
met  A  de  Tangle  donné  BAC^  foit  tirée  la  ligne  A  M: 
Je  dis  qu'elle  lera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  £  les 
droites  £  iî ,  £  5 ,  parallèles  èi  A  K  ^  A  £  ^o^  aura  à  cau- 
fe des  triangles  femblables  A  E  R^  m  ^  K  ^^  A  ES 
MAZyCCS  proportions  ER.AK  ::  AE.AMwES. 
AL,    Et^Mtznt  ER.  ES::  A K,  A Z::  a.  b, 

EXEMPLElI. 

H9*Lis  parallèles  ^iï, CD,  étant  données  deF,e  lU 
pofition  j  trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M  tellement 
placés  entre  ces  lignes ,  qu*ayant  tiré  les  droites  M  P , 
ilf  G }  qui  faiTent  avec  elles  toujours  vers  la  même  part 
des  angles  donnés  MP  B\MGD  ^  elles foient  toujours 
itncr'elks  en  la  raifon  donnée  dea  à  b. 

Ayant  pris  pour  Torigine  fixe  des  indéterminées  ^  i> 
( .«  ) ,  un  point  quelconque  ^  de  la  ligne  A  B  gicles  deux 
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droites  inconnues  &  indéternainçes  AP  {x)y  PM{y) 
itant  fuppofécs  connues  &  déterminées ,  on  mènera  les 
lignes  ^  Cy  u4E  ^  parallèles  aux  deux  droidfcs  ^MP^AïG^^ 
&  on  nommera  les  connues  A  C^c  -^A  E  ,f  ^  Cela  fait , 
on  prolongera  P  M  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  CD  en 
J  j  &  les  triangles  femblables  C^E  ^  F MG,  donneront 
AC{c].AE{f)::MF{c — j).MG^'I=pL.  Or  fe. 

Ion  la  condition  du  Problême  qui  refte  a  accomplir,  il  faut 
que  MP  ly).  M  G  i^Izdl^ .:  a.ii  d*où  Ton  tire  l'cqua- 

tion  y  &r  ~L.  qui  renferme  toutes  les  conditions  du  Pro- 

*  Art.  }07.  blême  ,  &  dont  le  lieu  qui  eft  *  une  ligne  droite  indéfi, 
nie  H  M  menée  parallèlement  à  ^  5  en  forte  que  AH 
CS55  .JUi—  y  eft  par  confcquent  le  lieu  cherché. 

Exemple     II L 

F 1  G.  187,        35^*  -D  E  ^  X  points  AyB  y  étant  donnez ,  en  trou- 

ver  un  troificme  M  ,  tel  qu*ayant  mené  les  droites  MA^ 

M  B  j  elles  foient  toujours  entr*elles  en  raifon  donnée 

"  de  ^  à  ^.    Et  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  M^ 

il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous. 

Il^peut  arriver  trois  differens  cas  félon  que  a  eft  nioin- 
dre  y  plus  grand  y  ou  égal  â  b. 

Premier  cas.  Par  le  point  M ,  que  je  fuppofè  être  un 
de  ceux  qu'on  cherche ,  ayant  mené  la  ligne  MP  per- 
pendiculaire fur  ^^  (car  n'y  ayant  point  d'angle  donné 
dans  le  Problême  ,  on  choifit  l'angle  droit  comme  le 
plus  fimple)^  &  les  deux  droites  inconnues  &  indéter- 
minées A  P  (x)  y  p  M  (y)  étant  fuppofëés  connues  & 
déterminées  j  on  nommera  la  donnée  A  B\  c^^tii  cau- 
fe  des  triangles  redangles  A  P  M  y  BP  My  on  aura  les 
quarres^Al  zz  xx^jj^pM  z::  ce  —  icx^xx^yy. 
Or  par  la  condition  du  Problême  ^  AM    (xx  ^^yyj^ 

BM   (cc.^icx-+  xx^yy)  i:  aa.  bb.    D'où(enmul. 
tipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  &  divifant  cnfuire 
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par  ^^— ^  a  )  on  forme  cette  cauation/ jr  -4-  x  x  -^;-  rf"" 


«— ,V^^  a  ^ .  qui  renferme  la  condition  du  Problême, 

&  dont  le  lieu  qui  eft  par  confëquent  celui  qu'on  deman- 
de, fe  conflruit  par  le  moyen  de  l'article  511.  (Liv.  pre. 
ced.  )  en  cette  forte. 

Soit  prifc  fur  la  ligne  uiP  y\^  partie  ^  C  t=:  ~^  ^^  Fie.  1S7. 

côté  oppofé  à  P  -M  j  &  foit  décrite  du  centre  c  ^  &  du 

rayon  CD  ou  C£  sr    "^  ^    la  circonférence  d'un  cer- 

cle.  Je  dis  que  fa  portion  Djl/O  renfermée  dans  l'angle 
JP^  O ,  fait  par  la  ligne  ^  P  Se  par  la  droite  ^  0  menée 
parallèlement  i  P  M  U  du  même  côté  ,  fera  le  lieu  de 
l'équation  que  l'on  vient  de  trouver. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  Jl^*,  la 
perpendiculaire  MF  fur  A H  ^  on  aura  par  la  propriété 

du  cercle  ITd  — Tp  ou  EP  h  PB  z::  P  M  ^  c*eft  à  dire 
en  mettant  pour  ces  quarrés  leurs  valeurs  analytiques , 
Téquation  précédente. 

Si  l'on  fuppofc  à  prefent  que  les  points  M  tombent 
dans  l'angle  E  ^  R  oppofé  au  fommec  à  l'angle  B  A  O 
dans  lequel  on  a  fuppofé  en  faifant  le  calcul  qu'ils  étoient 
fîtués ,  on  trouvera  en  faifant  *  IffP  =a--  x ,  &  P  JW  sa — y ,  ♦  Art.  304. 
la  même  équation  que  ci  deflus ,  tant  par  la  condition 
du  Problême,  que  par  la  propriété  de  la  portion  R  ME 
de  la  même  circonférence  que  Ton  vient  de  décrire }  _^ .  \ 

d'où  il  fuie  que  cette  portion  ed  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M ,  i^rfqu'ils  tombent  dans  l'angle  iî^£.  Et 
fi  l'on  fuppofe  en^n  que  les  points  M  tombent  dans  l'an, 
gle  BA  R  &  enfuite  dans  l'angle  £A  O^on  trouvera  de 
même  (en  obfervant  de  faire  P  M  ««-— / ,  lorfqu'il  tom- 
be de  l'autre  côté,  de  la  ligne  A  B  ^^Sc  A  P  =— x ,  lorf. 
que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  du  point  fixe  AJ 
que  les  portions  D  i5  ^  £  O  ;  de  la  même  circonférence 
ieront  les  lieux  de  ces  points }  8c  qu'ainfi  la  circonferen* 

li  iij 


Digitized  by 


Google 


2J4  Lut  m  Hdi*iB'»nl.1 

ce  encieie  qui  a  pour  diamètre  la  ligoe  DS  ^  cû  \t  lieu 
comptée  de  tous  les  points  requis  M. 

Sicénd  car.  On  troufera  par  un  raifonoemettC  Sembla, 
ble  à  celui  du  premier  cas  ,  cette  équation  yy-^xv. 


t  00CX      .       0  é^e  c 


am(f .  donc  le  lieu  (è  conftruit  aiofi. 


F 1 6.  i88.       Soit  prife  fur  •//  P .  la  partie  ^  c=a  -^^- ,  du  côté  de 
P M \^  Toit  décrite  du  centre  C,  fie  du  rayon  CD  ou 


CE  s»    ^  ^.-un  cercle.    Te  dis  que  fa  circonférence  fera 

le  lieu  de  tous  les  points  requis  M.    Cela  fc  prouve  de 
même  que  dans  le  premier  cas. 

Si  l'on  confkkre  dans  ces  deux  cas  que  la  circoB&. 
rence  qui  a  pour  diamètre  Z)  £ ,  &  qui.eft  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M  y  doit  couper  la  ligne  ^  ^  en  deux 
points  D,  £,  tels  que  ^ D.D£::  a.  J,&  ^ E.  EBii 
a.  b  5  puifque  le  point  M  tombant  en  D  la  droite  ^  M 
devient  ^  D-yU  J3My  £  D  ^  6l  de  même  que  le  point 
•  M  tombant  en  E ,  la  droite  ^  M  devient  AE^Z^BM^ 
B  E  i  on  abrégera  de  beaucoup  les  conftruâions  prece^ 
dentés.  Car  il  eft  vifible  qu'ayant  divifé  la  ligne  j4  B 
prolongée  du  côté  qu'il  fera  neceâàire ,  en  deux  points 
D,E,  tels  <\\}e  AD.DB  II  a.  b^ia  A  E.  ES  i.a.b,\z 
ligne  D  E  fera  en  Ton  8c  Tautre  cas  le  diamètre  de  la  ciiu 
conférence  qui  eft  lieu  cherché. 

Tmfihne  cas.  Puifque  dans  ce  cas  ammb  ^  Téquatioa 
"^Art.  507.  précédente  fe  change  en  celle-ci  xn^^r  j  d*où  l'on  voit* 
F I  G.  189*  que  fi  Ton  prend  A  P  égale  â  la  moitié  de  ^  ^  &  qu'on 
tire  la  droite  PM  perpendiculaire  fur  A £^  cette  ligne 
PM  indéfiniment  prolongée  de  parc  &  d'autre  ^  fera  le 
lieu  de  cous  les  points  requis  M.  Ce  qui  eft  d'aHleutis 
évident  par  les  Elemens  de  Géométrie. 

BX£MPL£      IV. 

f  I Q.  ijQ.        35*'  D  «  u  X  lignes  droiws  HEyDK^  indéfiaimeiic 
probogées  de  jparc  &  d'autre  du  poiçc  D  »  étant  doiwécs 
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éf  ^biicion  far  ivi  pkin  ^  «va;  va  p^iot  c  Jion  ^6 
cçs  lignes  }  foie  imaginé  un  angle  donné  es  Mft  mou^ 
voir  par  Ion  fommet  E  le  long  de  X)  £  ^  en  force  que 
fon  TOté  £C  qoi  rencontre  D^  en  2/^  paifc  toujours 
par  le  même  point  c,  &  que  Ton  autre  côté  EM  (oit 
toûjoun  croifiéroe  propomonnel  i  JsTC^  CE.  On  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  M  dans  ce  mouve* 
ment. 

Soient  menées  C  ji  parallèle  i  DN'-^U  C  B  qui  faflè 
fur  D  E  an  point  S  un  angle  égal  à  Tangle  donné  CEM^ 
du  côté  qu'il  iêra  neceflaire  ,  afin  que  CE  tombant  fur 
CjB  la  droite  E  M  tombe  fur  DE.  Cela  pofé  je  diftin- 
gue  la  queftion  en  trois  diffërens  cas  :  car  ou  le  fommet 
£  de  Tangle  donné  CE  M  fe  meut  fur  la  jiroite DE  de 
Tautre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point  jt  \  ou  en« 
tre  les  points  ^ ,  ^  ^  ou  enfin  de  Tautre  côté  du  point 
A  par  rapport  au  point  £.  ^    : 

Premier  cas.  Lorfque  le  fommef  E  fè  meut  fur  la  li* 
gne  D  £  de  Tautre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point 
A.  Ayant  mené  du  côté  au  point  cla  ligne  ^i^^qui 
fafle  fur  2?J5  au  point  ^  Tangle  BAQ^  égal  à  l'angle 
ABCy  on  tirera  par  l'un  des  points  cherchés  M^  que  Ton 
regarde  comme  donné ,  la  ligne  MP  parallèle  i  A  O^tn 
qui  rencontre  D  £  en  i'  $  &  on  aura  deux  triangles  femî)Iar 
bles  CEE  ,  EPM 5  car  les  deux  angles  CBB^  EPM^  font 
égaux  chacun  à  T^Dgie  donné  CE  M  ^  &  de  pi  testes  angles 
BCE  ^  PE M^  fiant  auffi  égaux  entr'eux ^ puifque  dans  le 
triangle  CBE  l'angle  externe  CE  P  pu  CEM  ^P^Mtik 
égal  aux  deux  internes  opposes  £Cj5  8c  CRB  ou  CSAf.  Si 
donc  l'on  nomme  les  données  AD^a^yAB^iiBC^c^ 
it  lei inconnues  &  indéterminées  AP^  x  i  VU ,/  j  AE^k% 
oa  aura  ^  tant  â  cau&  des  partUeles  DN^  AC^  que  de 
la  Cândifîoo  du  Problème  ,  ces  ptoportiop^  AD  (a}, 
A  E{K\i''CN.CE.iCE.EMtiCB{^).BP  {xm^K)ti 
B  E  {z^^^i).PM  {/)  j  d'où  Ton  forme  (en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens)  ces  deux  équaticws  axmm,af;^ 
mmCf^Uaywmxjr^^kx^^  quI  y  en  prenant ,  pour  abréger, 
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/Sia'+'CyU  faifant  évanouir  ^^ fe reduilêflt  d  celle  d 
xx^tLxm^i^y^o  qui  ne  renferme  plus  que  les  incon-: 

nuës^  &  j^>  &  dont  1^  lieu ,  qui  eft  celai  que  Ton  cher- 
»  Art.  }îo.'  che ,  fe  copftruic  *  aind 

Soit  prife  fur  la  ligne  APy  la  droiw  •/^i?'  t=t£du 

côté  de  PM*^  &  ayant  mené  FZ  parallèle  i  P  M  ^  (bit 
pife  fur  cetrç  ligne  du  côté  oppofé  a  P  M^  la  partie 

J  G  S=:  ~  .  Soit  décrite  du  diamètre  G L.  ^ui  ait  pour  cri- 
gine  le  point  G ,  pour  paramètre  GH.  c:^ ,  fie  pour  or* 

données  à^s  droites  L  M  parallèles  â  ^  P ,  une  Parabo- 
le qui  s'étende  du  côté  de  P  M.  Je  dis  que  (a  portion 
indéfinie  OAf  renfermée  dans  Tangle  PA^  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M^ 
la  ligne  M  ^parallèle  i  .A  P  ic  qui  rencontre  le  dia- 

mètre  CZ  enZ  ,  on  aura  ML  ou  P  F  z^i  x —  —  &  GL 
=3^-4- ~,&  par  la  propriété  de  la  Parabole  ,  Jl/Z* 
(xx--iLx^tM):=:ZG^GHtly^t±i)icé(\m 
en  tranfpofàntà  l'ordinaire  <lonne  Téquatîon  xx ^^x 

—  ^yzio^  qu'il  falloir  conûruire. 

Second  cas.  Lorfquc  le  fommet  B  parcourt  la  partie 
SA.  Il  eft  clair  dans  ce  cas  que  les  points  M  tomberont 
de  Taûtre  côté  de  D£  ,  puifque  Tangle  donné  c  B  M 
fera  toujours  plus  grand  que  Tangle  c  £  P  qur  diminuS 
continuellement.  Ceft  pourquoi  j'ai  PA/cs — j^  U 
comme  je  trouve  par  un  raifoanement  femblable  au  pre* 
cèdent,  la  même  équation  ^  il  s'enfuit  que  la  portion  ^GO 
de  la  Parabole  que  l'on  vient  de  décrire ,  fera  le  lieu  de 
tous  les  points  M  ^  puifqu'elle  donne  auffi  par  fa  propriété 
^ette  même  équation* 

Xroijiéme  Càf<p.   Lorfquc  le  fommet  fe  meut  de  l'autre 

cota 
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côté  du  point  A  par  rapportau  point  3.   II  cft  clair  eo- 
.  core  dansée  cas  que  tous  les  points  cherchés  M  doivent 
tomber  aa  deflbus  de  la  ligne  D  £  j  &  on  trouvera  com- 
me dans  le  premier  cas  u4D.  AS::  C^T.  ce  :  :  ce.  em  :  : 
CB.  EP.    Et  partant  ^-D.  CB  :-.  ae.  EP.   D'oà  l'on 
voit  que  £P  eft  plus  grande  ,  moindre,  ou  égale  i^EA 
félon  que  CBcii  plus  grande ,  moindre ,  ou  égale  i^jy. 
&  qu'ainiî  prolongeant  /l^au  deflbus  de-Z)£  vers  K 
tous  les  points  cherchés  JW  tombent  dans  l'angle  B^^K. 
dan^  le  premier  de  ces  trots  cas  ,dans  fon  complément  â 
deux^  droits  B  A  K  dans- le  fécond  casi  &  enfin  fu»  la 
droite;  AK  dans  le  troifiéme  cas.   Je  fuppofe  ici  que  CB 

foit  plus  grande  que  ^B-^hi  comme  failant  P^w  =5 y^ 

parce  qu'il  tombe  de  l'autre  coté  de  ^i> ,  je  ne  trouve 
plus  la  même  équation  que  dans  le  premier  cas ,  je  ne 
fais  plus  d'attention  à- la  conftrudiom  de  ce  cas.*.  Ceft 
pourquoi  nommant  à  l'ordinaire  Ap-^  x  ^  i*JJ/ ,  y  >  j'ar- 
rive à  cette-  équation  xx^i^x — iiyi^a^  dans  la- 

quelle  gzzc- — a  y  dont  le  lieu  qui  eft  celui  que  l'on  cher- 
che eft  une  portion  indéfinie  ^  M  d'une  autre  Parabole 
que  la  précédente  laquelle  s'étend  vers  le  côté  opppfé, 
&  qui  le  cbnftruit  *  en  cette  forte.  %  ^^:, 

Soit  prife  fur  AP  de  l'autre  côte  de  /»ii;f  la  partie 
AS  tstlj  foit  menée  ST  s -^parallèle  i  A^U.  àa. 

côté  oppofé  i  PM  i  foit  décrite  du  diamètre  TS  qui 
ait  pour  origine  le  point  T,  pour  paramètre  une  ligne 
■»C£,&,pç>ùr  ordonnées  des  droites  parallèles  d  -rfl» ,  une 

Facabole  qui  s'éte&de  du  c6té  de  P'M,    Sa  portion  indé- 
finie A  M  renfermée  dans  l'angle  PAK  fera  le  lieu  de  ' 
tous  les  points  cherchés  M  danscedernier  cas ,  où  l'on  ' 
fuppofê.^ie  C^furpaâè'^'D» 

Il  eft  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  I9S  • 
points  Af  eft  compoié  de  deux  portions  indéfinies  de 
di£ferentes  Paraboles  ,  dont  l'une  AGo  m  s'étend  du  ' 
côcé.ile.C^  &  l'autre  .^ili  du  côté  oppgfé ,  &  partent  ■- 
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toutes  deux  du  point  -^  $  car  le  côté  CE  de  Tatiglc 
donné  CEM  tombant  fur  C^  parallèle  i  DN^  il  eft 
clair  que  CN  devient  infinie,  &  qu'ainfi  E  M  t& nulle 
ou  zéro ,  puifqu'on  a  toujours  NC.  CE::  CE.  EM: 
c'eft  à  dire  que  le  point  M  fe  confond  avec  le  point  E 
qui  tombe  fur  le  point  D.  D*où  Ton  voit  que  ^  F  dk 
une  ordonnée  au  diamètre  J G,  &  «/f  «S  au  diamètre  57; 
ce  qui  donne  lieu  a  la  conftruâion  fulvante  qui  eft  gé- 
nérale. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  indéfinie  -^P  de  part  &  d'au- 
tre du  point  B  les  parties  B  O ^B iî, égales  chacune  à  la 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  D  ^  ^  AB^ 
£  C;  on  mènera  par  les  points  de  milieu  -F,  S  ^  l'un  de  A  0, 
Tautrc  àtAR^  les  droites EG ,  S T^  parallèles iAQ^tc 
égales  chacune  â  la  troifiéme  proportionnelle  â  4  ^  2> ,  & 
iAB\  fçavoir ,  FG  du  côté  oppofë  au  point  C^  iiST  An 
même  côté.  Cela  fait ,  on  décrira  deux  diâèizentes  Pa- 
raboles dont  Tune  aura  pour  diamètre  G  F  6e.  pour  or* 
donnée  EAyic  Tautre  pour  diamètre  TS  &  pour  or- 
donnée  SA  5  je  dis  que  leurs  portions  indéfinies  9Jf^G0-M 
feront  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  BO  ou  BR  =:ti, &  partant  •// Fou  f  ^O  —^A 
^il^tL.  &  de  même  ^  5  ou  7  AR^t^  —  -J 
«*£.   Donc  ôcc. 


1^4 


On  peut  remarquer  en  paflant  que  ii  Tangle  donné, 
qui  fe  meut  par  fon  fommec  le  long  de  la  ligne  DJE^  étolt 
égal  au  complément  â  deux  droits  de  Tangle  C*E  M\'ùm^ 
rien  ébanger  «u  refte  i  c*^fk  à  dirfc  quedei'posQts*  Jtf  6(»m* 
ëafient  ^ut  la  li^e  EM  prolongée  de  l'aatrt  Aôcé  ^ 
point  £  :  le  lieii  de  tous  les  points  Jiïieroit  alors  les  ^por- 
tions reftantes  des  deux  Parbboliesqule^^ob  jdpfi£«de*<ft^ 
crire.  'i  .       j        •:  »  c  .:      _  _ 

Si  les  points  A yB ^<: ^  étoietlt  ifitués  diâttrennamnc 
de  <:e  qu'on  les  fa ppofe  datas  cette  figure ,  UlaqoeUe*  on 
a  accommodé  le  tôifonâement  ;  -on  arriver^t  toujours 
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comme  Pon  vient  de  faire  d  deux  équations  qui  ne  pour» 
loienc  êcre  difièremes  des  précédentes  que  par  quel- 
ques fignes ,  U  donc  les  lieux  Croient  pair  confi^uent 
des  portions  de  Parabok$  qpQ  yen  decrirok  avec  la  mê« 
me  facilité; 

Le  Comte  Mfig^  de  VimimŒe  a  propofé  ce  Prublêcne 
avec  quelques  autres  dans  k  Jdi>raal  de  Parme  du  mois 
d'avril  (de  Tannée  1693.  ce  qui  a  donne  ocçafion  au  Père 
Saquetittê  de  faire  imprinMr  un  petit  Livre  à  Milan ,  dans 
kquel  !il  avoue  qu'il  n'a  pd  reioudre  celui  ci ,  quoiqu'il 
Êtfle  afiez  paroîire  par  U  folution  des  autres  c^'il  eft  k^t% 
ver(c  dans  la  Géométrie. 

Exemple    Y. 

Î5**  Une  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée  Fï^g.  \^v. 
de  poficion  ^  avec  deux  points  fixes  ^,  C,  l'un  fur  cette 
droite  )  &  l'autre  au  denors  ^  foit  décrite  une  Parabole 
«/^ Ai  qui  ait  pour  p^is^MT^etre  une  ligne  quelconque^  &i 
pour  axe  la  ligne  ^^  dont  1  origine  foit  en  ^5  &  (bit 
menée  du  point  donné  C  une  perpendiculaire  Cikf»^  cet- 
te Parabole.  On  demande  te  ii<a  de  tous  les  points  M  ^, 
donc  il  eft  vtfible  qu'il  y  a  une  infinité  i  puifque  chan^ 
géant  continuellement  de  paramètres  \  00  peut  décrire 
une  infinité  de  Paraboles  dififerentes  ,  qui  ay^nt  toutes 
pour  axes  la  même  dtoice  indéfinie  A^  ^Ao9X-  l'origine 
ibit  toujours  en  i4t  ... 

Ayant  mené  par  le  point  donné  (g  la  perpendiculaire 
CB  fiir  ^  P  ^ii  par  un  des  points  cbercnés  M  que  l'on^ 
legarde  comme  donné ,  les  droites  MF^MK^  paralk* 
lesà  £Cy^  P  y6ch  tangente  Ai 3" ^  on  no(nmera  les* 
données  ^B  ^  a^  SC^  k  \  &  les  inconnues  &  indéter* 
minés  AP ^Xy  P  M^y  s  ce  qui  donne  C  Kss  t  — /> 
MKzStd  -frx   Or  par  la  condition  du  Problème ,  Tan. 
gie  CMT  eft  droit  j  Se  par  conféquenrles  triangles  rec^ 
cangtes  TPM^  CKM ,  feront  femblables  ^  car  fi  Ton  ôre 
des  angles  droits  CMT^  ICMP^  k  même  angle  KMT^ 

Kkii 
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'^Jtn.iu  lestcdesCMK^TMPj^sronttgàux.  DoncTP*{zx). 

&  Aj.  P  M  (y)  :  :  CR  (b  — y  ).  K  M  { a^x) ,  d*où  Ton  forme 

en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  cette  équa* 
tionyy- — iy  -+  ixx  ^f  i4x  ss^,  dont  le  lieu  qui  cft 

*-rfrr.  jii.  ^^jyj  qu^Qjj  demande  eft  ♦  une  Eliipfe  que  Ton  conftruit* 

^jtff.  31+,  en  cette  forte. 

Ayant  mené  j4D  ^\b  perpendiculaire  â  ^P  &  du 
côté  de  P  M  y  &  tiré  la  droite  indéfinie  D  L  parallèle  i 
AP  y  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  DE  sr  i  ^  du  côté 
oppofé  à  PM  )  &  de  part  &  d'autre  du  point  E  les  parties 
EFySG  égales  ciiacune  à  r\aa^^bb.  Enfuite  de 
Taxe  F  G  qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  G  H  double 
de  F  G^on  décrira  une  Eliipfe.  Je  dis  que  fa  portion 
^MO  renfermée  dans  Tangie  P^T)  efl  le  lieu  de  Té- 
quation  précédente  \  &  par  confequent  de  tous  les  points 
cherchés  M  ^  lorfqu'ils  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  P  M  ,  s'il  eft  "îiecefTaire ,  jufqu'i  ce 
qu'elle  rencontre  l'axe  /  G  en  Z ,  on  aura  l'ordonnée 
ML  =7^ — y  ^  &  EL  srj^H-^v,  &  par  la  propriété 

del'EUipfc^-FZ^ZGouiTF'— £Z*(f^^ — ax — xx). 

jéM  {\bb — ^y^yy)  i-FG.gHxi  i.  i^ce  qui  don- 
ne en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  •^^^—.  i^x 
—  ixiT  s:-^^  —  by^yy.    Donc  &c. 

Si  Ton  fuppofè  i  prefent  que  les  points  M  tombent 
dans  les  angles  SAD^SAR^€m  trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci-defTus^  tant  par  la  condition  da 
Problême  que  par  la  propriété  de  l'EUipfe  }  en  obfervant 
de  faire  AP  s:  —  x ,  &  PM  rs — y  »  lorfque  le  point  P 
tombe  de  l'autre  côté  de  l'origine  if ,  &  P  ^  ^  de  Tauue 
côté  de  la  ligne  A  P.  D'où  il  fuit  que  les  portions  de  TEL 
lipfe^  que  Ton  vient  de  décrire ,  renfermées  dans  ces  an- 
gles font  le  lieu  de  ces  points. 

•  On  doit  remarquer  qu'il  eft  impofljble  qu'aucnn  des 
points  cherchée  M  ;  tombe  dans  Tangle  PAR^  oppofë 
au  fommet  â  l'angle  B  A  D  dans  lequel  efl  fîtué  le  point 
4onné  c ,  d'où  doivent  partir  toutes  les  perpendicoiai- 
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rès  aux  Paraboles.  Car  fî  d'un  point  quelconque  pris 
dans  cet  angle  PAR^on  mené  des  droites  comme  M  P^ 
M  T ,  perpendiculaires  (ut  A  P  te  CM^  il  eft  vifible  que 
les  points  P^  Ty  tomberont  du  même  côté  du  point  A^Sc 
par  conièquent  que  cette  ligne  ^  7"  ne  pourra  être  tan- 
gente en  M  comme  le  demande  la  queftion. 

Si  ronfuppofe  que  yt P  [x)  devienne  nulle  ou  zéro, 
1  équation  précédente^/ — ij^^ixx'^ax  —^fechan- 
géra  en  celle-ci  j^/ — ^y  ss  ^  j  dont  les  deux  racines  font 
j^S^^&^SS^jce  qui  fait  voir  qu'en  tirant  A  o  paral- 
lèle &  égale  i  SCyle  lieu  des  points  cherchés  M  palTera 
par  les  deux  point  A^  o.  On  prouvera  de  même  en  fup* 
pofant  que  le  point  P  tombe  de  Tautre  coté  de  l'origine 
A^Sc  faifant  ^P  (  — x)  S2  ^5  (^),  que  ce  même  lieu 
pafléra  par  les  points  5  ,C$  de  forte  que  rElIipfedoit  être 
décrite  autour  du  redangle  A BCO.  Ceci  donne  lieu  i 
une  nouvelle  conftruâion  que  voici. 

Soit  formé  le  redangle  ^ B  CO ,  &  foit  décrite  ♦  au.  *^^*  '7^* 
tour  de  ce  redangle  une  Ellipfe,  dont  Taxe  F  G  parallèle 
aux  côtés  ^£^OCy  foit  à  ion  paramètre  GH,  comme  i 
eft  â  2.    11  eft  évident  qu'elle  fera  le  lieu  cherché. 

K  £  MAKqj[j£     L 

353*  Si  la  nature  des  lignes  courbes  telles  que  A  M 
étoit  exprimée  par  Téquation  générale  j/'«=;(*^*'"*  (  les 
lettres  m^n^  marquent  les  expofans  des  puiffances  dej^ 
&  X  tels  qu'ils  puiilent  être  )  qui  renferme  *  non  feule-  *  Art.  219. 
ment  la  Parabole  ordinaire^  mais  encore  celles  de  tous 

les  degrés  à  Tinfini  5  oti  aurok  TP  * (  il.4^  j .  P  M  (j^):i  *An.  2J7 
CK{i — y).  IC-M  (^-+x):ceqttidonne/^ — iy^lxx  * 

J^!Lax  s  ^9  dont  le  lieu  qui  eft  celui  qu^on  cherche 7 

eft  une  ElKpfe  que  Ton  conftruira  félon  l'article  321!  otf 
bien  félon.  T^ticle  176.  fi  l'on  obferve  que-cette  EHipfo 
doit  paûer  autour  du  redangle  donné. ^^CO  ,  &  que 
ion  axe  ÏG  parallèle  aux  côtés  U£  ^  OC  ^  doit  êtr« 

Kk  ai 
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Fia.  iji.  354*  S  A  le  centre  £  de  PEllipfe  qu'on  vient  de  décria 
re  tomboit  f^r  Torigine  A  de  Taxe  commun  AP  àt  toutes^ 
Içs  Paraboles^  -M  j  &  Paxe  -F  a  de  l'Ellipiè  fur  Taxe  Af 
àt%  Paraboles  ;  cette  Ellipfe  couperok  toutes  ces  diflferen. 
tes  Paraboles  a  angles  droits.  On  peut  énoncer  ce  Theon 
rême  de  la  manière  qui  fuit. 

Fi  6.  i^i.  ^  Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  ^M  àt  tel 
degré  qu'on  voudra  ^  qui  ayent  toutes  pour  axe  commua 
la  même  ligne  AP  ^  dont  1  origine  efk  toujours  au  même. 
point  A  5  8c  foit  une  Eliipfe  qui  ait  pour  centre  le  point  A^. 
&c  dont  Taxe  FG  fitué  fur  AP  foit  a  fot^ paramètre ^com- 
me  le  nombre  m  expofant  de  la  puif£ince  de  AP  (x)  eH 
au  nombre  n  expofant  de  la  puiflàncede  PM  (y)^  dans 
l'équation  générale ^•=xax'"^''^*  qui  exprime  là  nature  des^ 
Paraboles  ^M.  Je  dis  que  cette  Ellipiè.  coupera  toutes^ 
ces  Paraboles  a  angles  droits. 

Par  le  point  iVf,  où  elle  coupe  telle  de  ces  Paraboles 
qu'on  voudra,  ayant  mené  la  tangente  MTi  cette  Para- 
bple ,  &  iW5  perpendiculaire  à  cette  tangente  ^  il  efl  queC- 
eion  de  prouver  que  MS  toucke  TEUipfe  au  pointr^/.  Pour 
en  vemr  à  bout,  on  ttrera^ la  perpendiculaire  MP  fur 
l'axe ,  &  ayant  nomme  les  indéterminées  A^P ,  x  ^  PM^y  \ 
&  la  donnée  PG  ^  i^  ^  on  aura  par  la  pioprieté  de  Vk\^ 
hpk  FP^PG  (tt — xx).  P  M^(yy)  :  i  m.  n^.bi  partant 
..-     ^myyzzntt'-^nx^.  Qr a  caufe  des aogles droits XPili"^ 

lArt.  %yr.  TMS^yil  vient  /^P  ^  (1  x).  P  M  {y)  ix  P  M  {y).  P  S 
^Vl,  &  par  conféqucot  AS  ou  ^P-+P  S  ^tlîLl^HIZ 


m» 
tt , 


ss— çn  .mettant  pour  myy^  la  valeur  que  Ton  vient  de 

trouver  nttm'-4iicx.^  I>'bùl*Mi  voit  que  AP.AF  :■:  A  f.  f/tS, 
^  Art.  57.   &  qu'ainfi  ♦  k  ligne  M  S  tovcbe  fEllipfè  au  point  M. 
Ce  qu^Ufalloit  é-c. 
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Exemple    VL 

355*  Soient  imaginées  une  infinité  d^HyperboIes  Fie.  ijj. 
qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mêmes 
droites  yiP^  ^O  y  données  de  pofition ,  qui  font  entr'elles 
un  angle  droit  P^O  -^  6c  foient  conçues  partir  d*un 
point  donné  c  une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
CM  i  ces  Hyperboles.  On  demande  le  lieu  de  tous  les 
points  M ,  où  chacune  des  droites  CM  rencontre  THy- 
perbole  à  laquelle  elle  eft  perpendiculaire. 

Ayant  tiré  les  mêmes  lignes  que  dans  l'exemple  pré- 
cèdent ,  &  les  ayant  nommées  par  les  mêmes  lettres , 
on    arrivera  de  même  i  cette  proportion  TP  *  (x).  "^-^^.lo/. 
P  Al  Jl^y)  ::  CiC  (^— jr).  KM  {a^ — x)  j  ce  qui  donne 
cette  équation  yy  —  i^y  —  xx^ax  zzo^  dont  voici  *  le  *  ^rt.  j)o, 
lieu.  .  «*J55* 

Ayant  pris  fur  TAfymptote  ^O  parallèle  à  PM^  h 
partie  •/^  D  =  7^ ,  &  mené  D  L  parallèle  à  ^  jP  5  on 
prendra  fur  cette  ligne  la  partie  DE  sz^a  du  côté  de 
PM,  &  de  part  &  d'autre  du  point  B ,  les  parties  E  F  ^ 

E  G  ,  égales  chacune  i  l^^aa-^^bbow  f^\iù — ^aa 
félon  que  a  ^(L  plus  grand  ou^  moindre  que  i.  On  décri- 
ra  etvfuitexle  la  ligne  i^G,  comme  premier  axe  dans  le 
premier  cas ,  &  comme  (ècond  dans  le  deuxième  ,  deux 
Hyperboles  oppdfées  équilateres.  Je  dis  que  leurs  por- 
tions renfermées  dans  Tangle  P^o^^  feront  le  lieu  de 
cette  équation  ^&  par  conléquent  celui  de  tous  les  points 
cherchés  M.  ,  , 


prqprieté  des  Hyperboles  équila:^res  E,l^  M-  .£JF 
{xx^ax^^'bt)  tr^Tj^ (l^ii^iy^yy).  Donc&C. 
^  tf^"^^^-làMçonftrudiDD  précédente nf'a  plu5  de  lieu, 
car  la  valeur  du  idemi  axe  i£  JF  ou  EG  devient  nulle.  Ec 
comme,  réquatioô  précédente  ^devient  celle,  ci  jy  —  a  y 
^^^xx'-^^x  is:^yOi\xyy^mmay'^laa^mxxmmmax*+jaM 
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de  laquelle  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racine  qtJâte 

rée  ,  il  vient^ — î^  c=jf  —  4rfouj'=s  x.èi^/t—yzz  x 

laoay  tza  —  xjil  ^'enfuit  que  fi  l'on  achevé  le  rec- 

E 1  «.  MX.  tangle  ^BCOyic  qu'on  are  les  deux,  diagonales  ^  C, 
JSO  :  elles  feront  le  heu  de  tous  les  points  cherchés  M. 
Car  la  dfagonale  ^  C  eft  le  heu  de  la  première  équation 
y  =2  X ,  &  l'autre  diagonale  j?  0  eft  le.  lieu  de  la  deuxicnae; 

REMARQjal      II 

Pi».  19),        ^^^'  Si  1*  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pour 
Afymptotes  les  droites  ^B  ,  ^O,  ctoit  exprimée  par 
*j4rt.  iw.  l'équation  générale  *"/=  ^"^-qui  renferme  *  lesHy- 
^^^^'^j^*  perboles  de  tous  les  degrés  à  l'infini,  on  auroit  TF* 
'  (l-x),  PM  {y)  it.CK{é  —  y)K  M  {a — x)ice  qui 

donne yy — ht- — — Jf x  -+  — <* x  ss.v ,  donc  le  lieu  fe 

"^jirt.  fto^  conftruit  "^  ainfî. 

*      ^      A7anc  trouve  le  pomc  E  comme  dan«  Pâxemple  ,  on 
prendra  fat  DZ  de  parc  &;  d'autre  du  point  E^  les  par* 

tics  EFy  J5  G,  égales  chacune  iY^aa^* — "Lbb  ou 

l^Zbb — "^aa^  félon  que «^^  eft  plus  grand  ou  moiiu 

dre  que  w^^.   Ensuite  de  la  ligne  JF  G  comme  premier 
axe  dans  le  -premfei^  cas ,  &  comme  fécond  dans  le  deu- 
xième, qui  K>it  â  fon  paramètre  en  la  raifon  donnée  de- 
m  à  »,  on  décrira  deux  Hyperboles  oppofées  i  leurs  por- 
tions  renfermées  dans  Tangle  0>4[J?.  feront  le  Jieu  qu'dn  $ 
cherche.^ 
SiaMi  :  ^m.  V^,  VéciaM\onyy^by^!Lxx^!Laxmm^ 

m  m 

Fi>.  1514.  fe  change  en  celle-ci /j^^^^^i—ixx-h^^^c-i», 
'ou  vy— ^yA^-4-— «-^J^-— -^Ar-tr'—dc  1»- 

/-^  ''  '    m,         4m        m  m  44* 

quelle .  extzayaiu  dcLparc  j8c  d!aatte.  U  racine  quarrée-,  il 
*  vienc. 
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[  *•  mm  mm 

|il  fuit  que  fi  l'on  achevé  le  reâanglc  j4BC0^bc  qu'on 
kire  les  diagonales  B  o  ,  ^  r  j  ces  deux  lignes  droites 
Iferont  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M  :  car  la  dia- 
gonale ^C  eft  le  lieu  de  la  première  équation/ = x  ^i , 

&  l'autre  diagonale  ^  o  le  lieu  de  la  féconde^'  «4  /^Z 

—  m      - 

m. 

Oh  prouvera  de  même  que  dans  rEllipfc,  que  les  Hy.  F 10.  loj. 
perboles  oppofées  qui  font  le  lieu  cherché ,  doivent  être 
décrites  autour  du  redangle  donné  ^  BCO  -^hi  comme 
l'axe  JFG ,  parallèle  aux  côtés  ^B  ,oc ,  doit  êtreà  fon 
paramètre  en  la  raifon  donnée  de  w  à  »,  il  s'enfuit  qu'on 
peut  décrire ,  fi  l'on  veut ,  ces  Hyperboles  par  le  moyen 
de  l'article  176.  (  Liv.  4.  ) 

Rfmakq^ue    II. 

m-  Si  le  centre  £  de  l'Hyperbole  -ff  i^Ctomboit  Fi«  ,«i 
fiir  le  point  ^ ,  &  fon  axe  F  G  fur  la  ligne  -^i»  j  je  dis        * 
que  cette  Hyperbole  couperoit  â  angles  droits  'toutes 
celles  qui  ont  pour  Afymptotes  les  droites  AP^^Oct 
qu'on  peut  énoncer  ainfi.  * 

Soient  une  infinité  d'Hyperboles  de  tel  degré  qu'on  Fio/i«u 
voudra,  qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes 
les  mêmes  droites  -<4 /»,  ^  o ,  qui  font  entr'elles  un  an- 
gle droit  >&. foit  une  Hyperbole  ordinaire  FM  qui  aie 
pour  centre  le  point  -rf,  &  dont  le  premier  axe  F  G  fitué 
fur  j4  P^  foit  â  fon  paramètre  comme  le  nombre  m  expo, 
fant  de  la  puifTance  de  ^  P  (  x  )  eft  au  nombre  n  expo/ane 
de  la  puiflance  de  P  -M  (/)  dans  l'équation  générale  x^f 
-3  <«— ^«qui  exprime  la  nature  àçs  Hyperboles  M  A  M, 
Je  dis  que  l'Hyperbole  FM  coupe  à  angles  droits  toutes 
ces.dififerentes  Hyperboles. 

Li. 
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Ayant  mené  par  le  point  M  où  elle  coupe  celle  de 
CCS  Hyperboles  qu'on  voudra,  une  tangente  MT  à  cet- 
te Hyperbole ,  &  une  perpendiculaire  M  S  à  cette  tan- 
gente ^il  s*agit  de  prouver  que  Tangle  TMS  fera  droit, 
pour  le  faire  ,  on  tirera  M  P  perpendiculaire  fur  TA- 
fymptote^  P  s  &  ayant  nommé  les  indéterminés  At^x^ 
P  iM  ,j^  j  &  la  donnée  P  G ,  i  /  5  on  aura  par  la  propriété 
de  THyperbolc  r  M  cette  proportion  FP^PG  (x x— rr ). 

P  Ai  {jy)  :sw.ïi,&  partant  i«;fjr=:  nxx — ntt.    Or  â 

*  jirt.  xij.  caufe  des  angles  droits  TPM,  TMS , il  vient  TP*  (^Ix). 

PM(jy::PM{y).  PS::z^l^.   Et  par  confequellt  ./f  5 

ou^P — PS  N^  .^^^"^ J^J^ es Lf  en  mettant  pour  myy  la 

valeur  qu*on  vient  de  trouver  nxx  ^^^ ntt.    D'où  Ton 

voit  que  -^5  eft  troifîéme  proportionnelle  à  ^P^^Fj 

^jirt.  m.  &  qu'ainfî  *  la  liene  M  S  touche  THyperbole  FM  au 

*  point  M.    Ce  qu*U  fallait  démontrer. 

Exemple    VIL 

JjS.  La  Parabole  jB-^  C  étant  donnée,  on  demande 
le  lieu  de  tous  les  points  M^  tels  qu'ayant  mené  de  cha- 
cun de  ces  points ,  deux  tangentes  MB  ^MC^i  cette 
Parabole  7  l'angle  B  MC  qu'elles  comprennent  ibit  toû- 
jours  égal  â  un  angle  donné. 

Il  peut  arriver  que  Tangle  donné  ^>WCfoit  aigu,  ob* 
eus  )  ou  droit  j  ce  qui  fait  trois  difièrens  cas. 

Premier  car.  Lorftjue  Tangle  donné  BMC  tê  aigu. 
*jirt.  lïo.  Ayaat  vMné  ♦  Taxe  ^  D  de  la  Parabole  donnée  3AC^ 

*  qui  rencontre  les  tangentes  MB  ^Ml\  aux  points  P^G^ 
on  tirera  fur  cet  a^e  d^  points  touchans  3yC,&  du 

.  point  de  concours  M  ,  les  perpendiculaires  BD^  CE ^ 
M  P.  Et  ayant  mené  MN  qui  fatfe  for  Taxe  ^7)  Tan- 
gle  F  KM  égal  à  Tangle  FMG  conniplement  a  deui: 
droits  de  l'angle  donne  !^-M  c^  on  nominera  les  incoa. 
nues  &  indccerminces  A  P^x  ^^P  M  ^y  ^^  F  ,s  ^^G  ^t^ 


Fi  €•  Vff. 
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Des  P&oBLBMis  i  ndi'term  ine's.  tiy 
&  le  paramètre  de  Taxe  y^  D ,  fçavoir ,  ^  ;>^,  ^.  lequel 
eil  doDDc,  puifque  la  Parabole  $AC^{i  donnée.  Cela 
pofé  }  â  caufe  du  triangle  reâangle  F  P  M  ^on  aura  le 

quarré  FM  :^  ss  —  %sx  ^xx-^jy^  lequel  étant  au 

vifé  par  JG  (^  —  0  donnera  iî:riî^i±£2r5  J^iV^,  â 

caufe  des  triangles  femblables  F  MG,  F  M  N  ^  U  par. 

tant  P  Noxx  FP^FN  =;'^'^'''"^^~'^^'^^£.  je  cherche 

i  prefent  par  le  moyen  de  la  Parabole  donnée  BAC  àts 
valeurs  de  i-f  t^st^tc  s —  /  par  rapport  à  x 6cf^  afin 
qu*étânt  fubfticuées,  dans  la  valeur  de  P  iV,  cette  ligne  ne 
renferme  plus  dans  fon  exprcffion  d'autres  inconnues  que 
M  ^y.    Ce  que  je  fais  ainu. 

Les  triangles  femblables  FP  M ,  FBB  s^  G  P  m^ 
(?£C,donnéntf /^(J— x)  Pm  {y)i:  FD''{is).BD*{Vas).'^Art.  xt. 
Et  GP(x—t).  PM  (y)  ::  CE  (z/)  CE  (f^ai)    D'où  je  ♦^r/.  7. 
forme  ces  deux  équations //—iJc;  —  12^i-|-x;cBBi^,& 

^^— ix/— 1^/-4-xx«bc^  y  c'eft  a  dire  (en  faifant/= 

tx^- i^  pour  faciliter  îe  calcufJj/.—î^/-^jcA:sas9,&//.^ 

7>/f-f-xx«=ad.  Je  retranche  la  féconde  équation  de  lapre. 
miere,  &  j'ai  ss^tt^ps-^pt^o  qui  ctanc  divifce  pa< 
j— /  donne  i-4-/fcBi/>  j  &  partant  Ssap^^t^  &  sssm.ps 
^ts,saps~^x X  à  caufe  de  la  preniiere  équation ,  d*où  je 
tire  st=*xx.  Si  l'on  ôte  ^xx  valeur  de  4,st  depp  va- 
leur de  ss-+-tts-^tt ,  on  formera  enfin  cette  égali- 
té //— i/<^'+'//«-^/.-.4xA?,  &  extrayant  de  part  & 
d'autre  la  racine  quarrée,  on  aura  s-^.t^P^pp^^xK 
^  \y    »*-^py  en  mettant  pour  p  /à  valeur  i^c  4- 12!^ . 

Si  l'on  met  i  pfefent  à  la  place  de  j  -+-  / ,  £^&  / ^?, 

leurs  valeurs   1  x  -+-  122  ,  x  ;e  ,  &  ♦J  v^**/*2J  Jj^q,. 

'  ■      ^^ ^  on  trouvera  PNma  — j. 
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Ton  prend  fur  l*axe  la  partie  iSTjS  égale  au  paramètre 
^  ^ ( ^ ) ,  &  qu'on  tire  (IT parallèle  â  FM , &  qui  ren. 
contre  en  T  la  droite  M  N  prolongée  autant  qu'il  fera 
neceflaire  î  il  eft  vifible  que  la  ligne  QT  fera  donnée, 
puifque  dans  le  triangle  redangle  N QJT  ^  Tangle  QJ^T 
qui  eft  égal  à  l'angle  donné  B  M  C  cik  donné ,  fie  que 
de  plus  le  côté  -ATj^qui  eft  égal  au  paramètre  ^  F'dt 
l'axe  de  la  Parabole ,  eft  auffi  donné.  Soit  donc  la  don* 
née  QJ^ZS  ^,  &  à  caufe  des  triangles  femblables  NT  m^ 

NQT ^  on  aura  cette  proportion,  NP  { — ^===rY 

c'eft  i  dire  en  ôtant  les  incommenfurables  yv.«.iixx 
^ax'+'^x  —  i^6é  ET ^, dont  le  lieu  (qui  eft  celui 

»-rfr/.  5}#.  qu'on  cherche  )  fe  conftruit  *  en  cette  forte. 

&  53  *•  Soit  prife  fur  Taxe  ^  D  de  la  Parabole ,  la  partie  ^  H 

■*i^ -4- ~  du  côté  de  P^  j  ôc  de  part  ôc  d'autre  du  point 
H  les  parties  HI,  HK,  égales  chacune  i  ^^^^^^^  .  ^ 

foit  décrite  du  premier  axe  JK  qui  foit  à  fon  paramètre 
KZ  comme  ^^  eft  â ^^,  une  Hyperbole  KM.]q  dis  qu'el- 
le  fera  le  lieu  de  l'équation  que  Ton  vient  de  trouver. 
Qzï  HP^x^la^^^,  fie  par  la  propriété  de  l'Hy- 

-  vtfhçAtlTp'^Tn:  {xx^\ax^:^x.^ 

iyy)  M  J K.  KL  xxaa.bb  5  ce  qui  donne,  ^n  multipliant 
\ts  extrêmes  &  les  moyens^  Téquation  précédente. 

II  eft  â  propos  de  remarquer  ^ue  dans  ce  ca^  FIT 
fera- toujours  moindre  que  ff  j  puifque  l'angle  F  2TM^ 
qu'on  a  pris  égal  au  complément  i  deux  droits  de  Tan- 

gle  donné ,  eft  obtus.  C'eft  pourquoi  .^""^T^-^  valeur  de 

f^P^ — FN  doit  être  pofitive  5  Se  par  confequent  at  doit 
toujours  furpaffer;;^.    D'où  l'on  voit  que  quoiqu'il  y  ait 
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une  portion  de  l'Hyperbole  oppofce  à  K  Mcpi  foit  ren- 
fermée dans  l'angle  PAf^  fait  par  la  ligne  ^  P  &  par 
la  droite  -^ amenée  parallèlement  à  PiW  &  du  même 
côté,  elle  ne  peut  pas  néanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  M  j  parce  que  ^/ étant  moindre  que~^,rindé- 
terminée  AP  qui  feroit  alors  moindre  que  AI^  feroit  â 
plus  forte  raifon  moindre  que  7  a. 

Second  cas.  Lorfque  Tangle  donné  eft  obtus.  En  fup. 
pofant  que  les  points  M  tombent  dans  Tangle  P  A^^ 
&  par  un  raifonnement  femblable à  celui  du  premier  cas, 
on  trouvera  la  même  équation  ^  &  par  confequent  la 
conftruâion  du  lieu  demeurera  la  même.  Mais  il  faut 
obferver  dans  ce  fécond  cas  que  F  N  fera  plus  grande 

que  F P yiiL  qu'ainfî  la  valeur  —         ■> de  FP  —  FN de- 

viendra  négative  j  d^où  il  fuit  que  x  fera  toûjous  moin- 
dre que  7^,  &  partant  que  le  lieu  ckerché  fera  alors  la 
portion  de  THyperbole  qui  s'étend  du  même  côté  de  la 
Parabole  3  laquelle  fe  trouve  renfermée  dans  cet  angle 
PAP^.  Et  comme  en  fuppofant  que  les  points  M  tombent 
dans  Tangle  I>^^,  on  trouve  encore  la  même  équa- 
tion ,  il  s'enfuit  que  cette  Hyperbole  entière  fera  le  lieu 
de  tous  les  pointa  cherchés  M.  .  - 

De-là  il  eft  évident  que  fi  une  Hyperbole  AT  AT  eft  le* 
lieu  de  tous  les  points  M  lorfque  Tangle  <ionné  BMC 
eft  aigu,  fon.oppofée  fera  le  lieu  de  tous  ces  points  lorf. 
que  Tangle  donné  fera  égal  aij  complément  à  deux  droits' 
de  l'angle  B  JlâC  ^  parce  qu'ilors  les  lignes  données  a  8c  b   ' 
qui  déterminent  la  conftruâion  des  Hyj^rbolesdemeu-  '^  '^ 

xent  les  mômes.  /    .     '    V  '  " . 

Troijîème  caf,    Lorfque  l'angle  donné  eft  droit.    II  eft  F  i  g.  \^(. 
clair  que  F  JSTtii  alors  égale  iFP-bc  qu'ainfî  la  valeur  '97' 

■^J^"*''*^    âQFP—FN  fera  nulle  ou  zéro/'  D'où. Ton    "-'  -''^ 

voit  *  que  fi  l'on  prend  fur  l'axe  ^B  prolongé  viers  fon  "^Art.  jo«. 
origine  A  la  partie  AP  t:i^a\àL  qu'on  lui  mené  la  per.  .  * 

pendiculaire  indéiinie  P  M  }  cette  ligne  qui  n'eft  autre 
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qœ  U  direârice  comme  l'on  peut  voir  dans  les  dcfioicions 
de  la  Parabole ,  fera  le  lieu  cherche. 

C0110LLAIB.B. 

Fi  G.  196.        159  *  01  l'on  mené  le  demi,  fécond  axe  jF/0,&qu*oo 
I97.  tire  rhypothenulè  KO  j  les  triangles  redangles  KHOy 

N ^JT  feront  (cmblables  :  car  puifque  le  fécond  axe  efl 
moyen  proportionnel  entre  le  premier  I K  6i  fon  para- 
mètre iCX^il  i'cnfuit  que  K  H.  HO^iiIK.  KZ  ::  aa^ 

ih,Uqa'zinCiKH.HO::J^^{a).,SS  i^)^  L'angle 
HKQ  (qui  félon  la  définition  11.  du  3.  Livre,  efl  égal 
à  la  moitié  de  Tangle  fair  par  les  Afymptoces  de  THy- 
perbole  K M)  fera  donc  égal  à  Taogle  dNT i  c^eft  â 
dire ,  à  Tangle  donne  BMC  ^  &  on  aura  NdJa).  qt 

\  %  à  O  /  X  Q  ' 

Or  fî  l'on  pofe  rhypotbemife  KO  da  triangle  rectangle 
KHO  fait  par  les  deux  demi- axes  /f  iC,  if  0,  fur  le 
premier  axe  IK  depuis  le  centre  /f  »  en  ^  &  5  j  il  eft 
^jirr.y^  clair  *  que  ces  deux  points  feront  les  deux  foyers  de: 
l'Hyperbole  KM  t(.àt  fon  oppofce  î  &  que  RA^^la^ 

puifqoe  HR:=.  '^^^ &  ^ H— ;* -h  Jll.    D'où  l'on 

voit  que  le  foyer  R  de  lHyperbole  KM  t{i  encore  le 

♦D«^}.+.  foyer  *  de  la  Parabole  MAC  ^  &  que  SR^*l±lity. 

^*''  H0[dII^)  ::  /f O  {dII*IL\^R  (ia),puif. 

qu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on  forme  le 
même  produit.    Ce  qui  donne  lieu  â  ce  Théorème. 

Fi«.  i9i.  Si  im  la  diflance  5-R  des  foyers  d'une  Hyperbole 
K  M^  on  prend  du  côté  de  4S,  la  partie  RA  troifîcme 
proportionnelle  â  cette  diftance  SR^ici\z  moitié  HO 

"^Art.  4.  de  ion  finiond  axe  }  ft  qa'ayanx  décrk  *'  une  Parabole 
^^Cqui  air  pour  foyer  le  point  jt»&  pour  axe  la  li. 
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gne  AK  dooc  Toriguie  foit  eo  «tf  ,  00  tire  d'uQ  point  quel- 
conque M  de  l'Hyperbole  K  M  deux  tangentes  M  B , 
MC^k  cette  Parabole  :  je  dis'  que  Tangle  SMC  Qu'elles 
comprennent  ^  fera,  toujours  égal  â  la  moitié  de  Tangle 
fait  par  les  Afymptotesi  ôc  que  Ci  Ton  prend  le  point  M 
fur  i'Hyperbole  oppofce,  Tangle  compris  par  les  tangen- 
tes  3  fera  toujours  égal  au  complément  â  deux  droits  de 
la  moitié  de  l'angle  fait  par  les  Afymptotes. 

ExbmpleVIIL 

5^0.  XJ  NE  ligne  droite  indéfinie  BA  P  étant  don.  Fio.  15t. 
oée  de  pofîtion  iur  un  plan  avec  deux  points  fixes  A^D^ 
i'uQ  fur  cette  ligne  &  l'autre  au  dehors  ^  on  demande  le 
lieu  de  tous  Ws  points  M  ^  dont  la  propriété  foit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  aux  deux  points 
fixes  ^ ,  D ,  les  droites  M  A  ^  MD  :\^  ligne  A  M  foit 
toujours  égale  â  k  partie  ME  de  l'autre  droite  D M ^ 
prife  entre  Je  point  M  ic  le  point  E  oii  elle  rencontre 
la  ligne  M  P. 

Du  point  donné  2)  &  du  point  M  que  l'on  fuppofe 
être  Tun  des' points  dierchés ,  ayant  mené  les  perpendi* 
cblaires  JB  D  ^  A/?,  fur  la  ligne  -4P,  on  nommera  les 
données  AB  ^  la^^BD  ^  li  \  &  lès  iacomniës  &  indé^ 
terminées  AP^x  yPM ,  y  :  éc  on  aura  AP  tzPE  i  puîi^ 
que  (hyp)  AMm ME.  Or  les  triangles  femblables EBD^ 
EPM^  doûnent  EBomAE  —  ^£  (ix  —  xaJ.BD 
{%^J  ::  EP  (x).  PM  (y).  En  multipliant  donc  les 
«jECrémes^  &  les  looyens  ,  on  formera  cette  équation 
xy' — é^y  s  ^  J)^ ,  qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problème  >  &  dont  le  lieu  quieft*  une  Hyperbole  équi-  ^Art.%n; 
ktfcre  entre  les  Afymptotes  fe  conftruit  ainfi. 

Soit  tirée  la  ligne  ^  D  que  Ton  divifem  par  le  milieu 

€n  c  ^  par  où  Kor  mènera  les  droites  c  T  ^CG  ^  Tune  pa- 

callele  &  l'autce  perpendiculaire  i  AP  :  (oient  détcriies 

eotce  les  Afymptotes  CF  ^  CG^  indéfiniment  prolongées 

de  parti  U  aaurce  du  poMt  C^  par  ks  points  D,  -^,  ♦  *^^.  ^o. 
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» Dtf. i6.     les  deux  Hyperboles  oppofces  hM^AM,  qui  font • 
HI.  équilateres.  Je  dis  qu'elles  feront  le  lieu  complet  de  tous 

les  points  cherchés  M. 

Car  les  Afymptotes  c  F^CGy  divifent  les  droites  ^  5, 
5  D  en  deux  parties  égales  aux  points  Z ,  K ,  puifque 
^D  eft  divifée  par  le  milieu  en  C  j  &  partant  locfque 
les  points  P  tombent  fur  ^  B  prolongée  indéfiniment 
du  côté  de  B,  comme  l'on  vient  de  fuppofer  en  faifant 
le  calcul  JihgncrZouCH  ^x^a.HM  S= J — ^ j 
*^rtioo  &  par  la  propriété  *  de  IHyperbole  C K  «  H iVf 
♦  ^rf.ioo.  ^^^r_^^_5^/^^^)^CA:KiCZ).(^^):cequidon.. 

ne  xy  —  ay^^x.  .         .       ^        •        r 

Si  l'on  fuppofe  à  prefent  que  les  points  P  tombent  iur 
Syi  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  ^  ,  ou  fur  la 
partie  déterminée  ^2?  j  on  trouvera  toujours  (en  ob* 
fervant  de  faire  ^P^ -—x,  Se  P  M  ^—y  lorfqu'ils 
tombent  de  l'autre  coté  du  point  ^  &  de  la  ligne  AP) 
la  même  équation  xy — ayzizi'x,  tant  par  la  condition 
marquée  dans  le  Problème  que  par  la  propriété  de  l'Hy^ 
perbole  ^ilf  ou  D  il/.    Donc  &c. 

C  OR.  O  L  L  A  I  Ri  E\ 

3^1.  De-la  if  eft  évident  que  les  parties  JWi^,. 
M  S  des  deux  droites  ^M^  DM\  comprifes  entre  le 
point  M  &  l'une  ou  l'autre  des  Afymptotes,  font  égales 
entr'elle«.    Car  i*.  Lorfque  l'Afymptote ,  comme  CF^eik 
parallèle  à  la  ligne  ^ P ,  l'angle  RSMcH  égal  à  l'angle 
^  EM.ic  l'angle  S  RM  à  l'angle  M^E.    i*  Lorfque 
l'Afymptote ,  comme  C  G  ,  eft  perpendiculaire  â  j4  P, 
l'angle  RSM  fera  le  complément  à  un  droit  de  l'angle 
^E  Mi  caufe  du  triangle  redangle  5  Z  £ ,  &  de  même 
l'angle  5.R^  ou  fon  oppofé  au  fenunet  ARL  eft  le 
complément  â  un  droit  de  l'angle  EAM  i  caufe  du 
triangle  redangle  RAL.  Donc  puifque  les  angles  E^M, 
AEM»  font  égaux ,  il  s'enfuit  que  le  triangle  RM  S  fèm 
^  '  ,  ifofcclle,&  qu'ainfî  les  côtés  HR,MSy  feront  égaux 

entr'euz. 
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entr'eux.  Ce  Corollaire  nous  fournie  leThcorê'me  fuivanc. 
Si  Ton  niene  d'un  poinc  quelconque  M  d'une  Hypers 
bole  cquilacere  ,  deux  droites  MD  ^  MA^  aux  extremU 
tes  d*un  de  (ts  premiers  diamètres;^!),  lefquelles ren-  ^ 
contrent  l'une  ou  Tantre  Afymptote  aux  points  R ,  S  :  je 
dis  que  les  ^^xi^MR^  MS^  At  cts  deux  droites  fe; 
ront  égales  cntr'elles. 

Ex  £  M  P  L  E    J  X. 

^6ln  l>Eu  X  cercles  EGF^JB  NO^  dont  les  centres  F  i  o.  199^ 
font  c ,  ># ,  étant  donnés  ^  &  ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque G  du  cercle  E  G  P  une  tangente  indéfinie  G  NO 
qui  coupe  Tautre  cercle  B  NO  en  deux  points  JST,  O ,  par 
lefquels  foient  tirées  les  tangentes  N  M  %o  M  \  onà^r 
maade  le  lieu  de  tous  les  points  de  concours  M. 

Ayant  tiré  MP  perpendiculaire  fur  CA^  qui  pafle 
par  les  centres  c^A^  des  cercles  donnés  j  on  mènera  les 
droites  CG^  -rfiW,  qui  feront  parallèles  ,  puifque  Tune 
&  l'autre  eft  perpendiculaire  fur  la  même  droite  GO 
qu^elies  rencontrent  aux  points  G,i2*>  ^  o"  nommera 
les  données  AB  ou  AO ,  a  ^  CE  ou  C  F  ou  CG  ^b  -^ 
c  A  ,  c  y  &  les  inconnues  &  indéterminées  AP  ^  x  -^ 
PM^y.  Cela  feit  ,  les  triangles  redangles  ferablables 
AO  M^AQO  ,  donneront  A  M  {yixx^yy).Ào  {a\\\ 

AO  {a).  AQjrr^'^—^ —     Et  ïSitvûSit  C  H  parallèle  i 

GO  y  qui  rencontre  tn  H  /M  ^fprolongée ,  s'il  eft  necefi^i- 
it  ^  on  aura  â  caufe  des  ^triangles  reâangles  fembla- 
blcs  Af  ^P,  CAHy  cette  proportio^^  J^A  {x),AM 

(f^  xx^Hy)  v.AHo\xCG^A(l{b^  T===  V  ^^  (^)s 

ce  qni  donne  b Kxxyf^yy\saiita^cx^  c'eft  â  dire  ,  en 
ôtant  les  încommenfurables ,  réquationj'j^-l--^^xAr 

.«Liîix— îl=:^,  dont  le  lieu  eft  *  une- Parabole ,  une  "^  Art\  ^j^é 


EUipfe 9  oa^  une  Hyperbole  félon  que  C£  (^)  eft  égale^^ 
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plus  grande ,  ou  moindre  que  CA{c).  Voici  la  conflrruc* 
tioo  du  dernier  cas. 

Soit  prife  (ur  la  ligne  j4P\z  partie  ^R  ^  **'  dg 
côt4  oppofô  iP  MiUàc  part  Ôc  d'autre  du  point  K  les 
parties  ^/«  ^  A',  égales  chacune  d  .^1^  }  &  ibit.décri. 

te  du  premier  axe  I K  qui  ait  pour  paramètre  a:x=»^ 

une  Hyperbole.  Je  dis  que  fâ  portion  indéfinie  D  M  ren- 
fermée dans  l'angle  Pj4  D  fait  par  la  ligne  ^  P  &  par  la 
droite  ^  D  menée  parai leljement  i  FM  iidxx  même  cô- 
té ,  fera  le  lieu  de  cette  équation. 

Car  par  la  propriété  de  l'Hyperbole,  ÎT?* — Â7* 

ce  qui  donne  l'équation  précédente. 

Si  l'on  fuppofeà  prefent  que  les  points  il/tombeot  dans 
l*ançle  KA  D  qui  eu  à  côte  de  l'angle  P^DyOst  trouvera 
encore  (  en  faifant  ^P  :z.~x)W  même  équation  ,  d'où 
il  fuit  que  la  portion  déterminée /D  de  l'Hyperbole*/ J»/, 
avec  la  moitié  entière  de  l'Hyperbole  qui  lui  eft  oppofcç' 
fera  le  lieu  de  ces  points,  &  qu'aiofi  ces  deux  Hyperboles 
oppbfées  composent  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cber. 
cKés  M  :  où  l'on  doit^  obferver  que  la  portion  SIT  «ea- 
fermée  dans  lecercle  B2^0  eft  inutile,  puifqu'aucun  des 
poincs  de  concours  M  des  deu«  tangentes  iSTAf,  OM,  i 
çecercle ,  ne  peuvent  tomber  au  dedans^ 

U  «;ft  4  propos  de  renucqver  que  ^  ^  (    *"   ) 

..  l/i-4-^4  '     ,  '*      ** 

«.  K  K.  -^^i  K  n  K.it  ^  comme  l'oa  voit  co  mettaot 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  j  &  qu'ain- 
"^Art.  74.  fi  puifque  fc  redangle  /K«iCX  vaut  le  quatre  de  la 
moitié  du  fécond  axe,  Iç  poioc  ^  fera  *  l'un  des  fovew 
de  l'Hyperbole  / M.    Or  puifque  AI  o\x  ^k—ri 

"■*:S'  ^  ^'^^^  9'»'*oo  P««  abréger  la  conftruâion 
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précédente  en  cette  forte. 

Soient  prifes  fur  U  ligne  j4  C  du  côte  de  C,  les  parties 
^I^  y^iC,  croifiémes  proportionnelies  à  ^^{c^i)^ 
jiB  (a).^bL  i  yi  E  {C  —  b)  ^  ui  B  {a)i  ti{o\tM  dccriteS' 
du  premier  axe  JK  ^  &  du  foyer  A^  detuc  Hyperbole*  ♦^rr. 76. 
oppofces.  Il  eft  évideiic  (Qu'elles  feront  le  lieu  de  loùt  \6^ 
points  cherchés  M. 

Lorfque  C£  (^)  eft  plas  grande  que  C4//  (r  j^  la  con& 
truâion  de  rEllipfe  qui  eft  le  lieu  des  points  cherchés 
M^  fc  fera  de  la  même  manîete  que  poui:  THyperbole^ 
en  obfervant  de  prendre  la  partie  ^  AT  de  l'acrtre  coté 
du  point  vi  par  rapport  au  poiût  C.  Et  enfifl  loffqdé  C  E 
(i)3aC  ^  C^  h  il  ^*y  *«^^  ^«'^  prendre  fur  la  lignent  du  F» «•  ^«* 
•ôté  de  C,  la  partie  A"/  froifiéme  proportionnelle  à  AF^ 
AB ,  &  décrire  enfuitt  une  Parabole  qui  ait  pour  foyer  le 
point  Ay  &  pour  axe  la  ligne  /  A  dont  lorigine  foit  cfn  /. 

GoiuoLLAiibE   I.   PdoK   l' Ellipse   &   L£i 

^^y  De-jl  A  il  «ft  évident  que  fi  de  Tun  des  foyéfs  F  i^  1^9^ 
A  d'une  ElHpfe  oo  dé  deux  Hyperboles  oppofées  ,  dont 
le  premier  a^^e  ed  I k^  on  décrit  un  cercle  quelconque 
B  //O^  &  qu'ayant  pris  fur  éet  axe  les  parties  ae  ,  a  f^ 
«roifiémes  proportionoekl«sà  éAK^  ^B ,  &  à  ^J^àL  AB^ 
(  f^avoir  «//  £  du  côté  du  poiot  K  ^àL^  Fàn  côté  dii 

S  oint  /  )  ou  décrive  du  diamètre  £  F  un  cercle  EGFt 
eft  évident  >  dis- je  ^  que  fi  Ton  tire  d'an  poioc  quel* 
conque  M  de  la  Seâion  ,  deux  tangentes  M  2^,  M  0> 
au  cercle  S2fO\l^  iigpe  02^  qui  joint  les  pdints  tou** 
chans  étant  probngée^  s'il  e(l  Deceâàûre,  toocl^fa  toâ-' 
jours  l'autre  cercle  £  GJF. 

CoitrOLLAinE  IL  Pour:  la  Pajlabole.  . 

364.  J  L  fuit  encore  de  la  refolution  de  ce  Problème,  P^é.  mo* 
que  fi  du  foyer  ^  d'une  Parabole  /Ji  dont  Taxe  lAiit 
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fon  origine  en  /,  on  décrit  un  cercle  quelconque  BTsTO  j 
&  qu'ayant  pris  fur  Paxe  du  côcé  de  fon  origine ,  la  par- 
tie j4F  troitiéme  proportionnelle  à  ^I ^  ^JB^  on  décri- 
ve  un  cercle  jiGF  dvx  diamètre  A  F  i  U  qu'enfin  Ton 
tire  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  deux  tan->' 
gentes  M  iST,  -MO  ,au  cercle  £  NO  :  la  ligne  NO  qui 
joint  les  points  touchans ,  étant  prolongée ,  s'il  eft  necef- 
faire ,  touchera  toujours  le  cerclé  jiG  F  tnxxn  point  G. 

Exemple   V* 

Fie.  loï.  3^5-  U  NE  ligne  droite  indéfinie  •/^P  étant  donnée 
101.  105.  fur  un  plan^  avec  un  point  fixe  F  hors  d'elle  ;  trouver 
le  lieu  de  tous  les  points  M  y  dont  la  propriété  foit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  une  perpendica. 
laire  M P  fui:  A P ^bi  au  point  /  une  ligne  droite  MF^^ 
la  raifon  de  Af  ^P  à  iW  JFfoit  toujours  la  même,  que  cet- 
le  de  la  donnée  a  â  la  donnée  b. 

Ayant  mené  du  point,  donné  JF  fur  la  ligfie  A  P  \x 

Perpendiculaire  /'^ ,  &  du  point  M  que  l'on  fuppofc 
tre  Tun  àt%  cherchés,  une  parallèle  M ^Jl  ^ P^  on 
nommera  la  donnée  ^i^^  ^>  &  les  inconnues  &  indé* 
terminées  A  P  ^x  ^  P  M^y  >  qui  font  entr'elles  un  an- 
gle droit  A  PM.    Cela  pofc ,  le  triangle  redangle  M^ 

donne  MF  xs:zF^(ccmmmXcy^  yy)-^  MQ^  (xx)  ,& 
i  caufê,  de  la  condition  marquée  dans  le  Problème  on 

aura  M  P  {yy).  M 1^  {ccJ^icy^yy^xx)  ::  aa.  iti 
d'où  (en  multipliant  les  moyens  &  les  extrêmes ) on  tire 
cette  équation  aayy^^^bbyy^^m^ taacy ^ aaxx^'-+  a^cctsaà^ 
dont  il  s'agit  maintenant  de  conftruire  le  lieu*  Pour  en 
venir  â  bout,  il  faut  diftinguer  trois -dififèrensf  cai  félon 
que  a  eft  plus  grand  ,  moindre,  ou  égah  iè.' 

Premier  cas.   En  divifant  par  a a^ —  bh  ^  on  trouve  cet* 
te: 'équation»^ illfJyUL    ""^    xx^^"^''  :so^ 

*Art.  ji4idont  le  lie,u  eft  une  EUipfe  *  que  l'on  conftroic  ca  cette 
forte. 
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Soit  prife  fur  u4Fdu  côté  de  F,  la  partie  ui Ca=m^llL.  ^  F i  c.  ion 

i(,  ayant  mené  par  le  point  C  une  parallèle  KM  à  ^P, 
foient  prifes  fur  cette  ligoe  de  part  &  d'ajtre  du  point 

C,lcs  parties  CH^C  K ,  égales  chacune  â  1^  Jth^.  En- 

fuite  de  Taxe  K  H  qui  foit  â  fon  paramètre  K  L  comme 
aa — bb  t^i  aa^  foit  décrite  une  Ellipfe.  Je  dis  qu'elle 
fera  le  lieu  de  Téquation  précédente ,  &  par  confcqueot 
de  tous  les  points  cherchés  Jl/. 

Car  par  la  propriété  de  TElIip/e ^KE>^EH o\x  CH 

KH.  KL  :  :  aéuJbb.aa  -,  ce  qui,  en  multipliant  les  extrê- 
mes &  les  moyens ,  rend  la  même  équation  que  ci  deflus. 

Puifque  C^\  C^*::  KH.  KL\x  aa — bb.  aa^  il 


s'enfuit  que  le  demi-axe  C^ouCDss.  ^^^  \  &  qu'ainfi 
DJouZ)C4-cf«.til±il^«.^,&  J5  0U  CB^CF 

sM-^bb  s — b  ^__ 


é^a'^bb  S-t-b  sa — bb 

partant  le  point  /"  eft  *  Pun  des  foyers  de  cette  Ellipfe  qui  »^rf.  35. 
a  pour  grand  axe  la  ligne  £D.  Ces  remarques  nous  four, 
niflent  une  conftrudion  beaucoup  plus  fimple  que  la  pre- 
cedente  :  La  voici. 

Soient  prifes  fur  i^^  du  côté  de  \/i  la  partie  FB 

„J±^^Sc  du  côtéoppofë  la  partie  ID^—^    Ayant 

pris  D  G  égal  à  -S  F  du  côté  de  F j  foit  décrite  des'  foyers 

/^  a ,  &  de  Taxe  BD* une  Ellipfe  5  il  eft  évident  qu'elle  *u1rt.  ^4. 

fatisfera  â  la  queftion. 

Secondes.  On  aura  dans  ce  cas  y  v-f-  iUl  y—    ^^-  x  x 


S0ce 


^_  -  =^0 ,  parce  que  a  eft  moindre  que  b.    Le  lieu 

de  cette  équation  fera  deux  Hyperboles  oppofées ,  que 
Ton  pourra  çonftruire  félon  rar^icle  33i,  (  Liv.  7  ).  Après 

Mm  uj 
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avoir  fait  les  mêmes  remarques  ^  que  dans  le  cas  precc* 
dent ,  on  trouvera  cette  conftrudion. 
F  i  ••  xox.      Soient  prifes  fur  FA  du  côté  du  point  ^  les  parties 
JF£:s^  —,  FD^  —  .   Ayant  pris  i) G  égal  â  ^ -F 

*Arf.  jé.   du  côté  oppofé  au  point  JF  ^  foient  *  décrites  des  foyers^ 
F^GyiL  du  premier  axe  £Dy  deux  Hyperboles  oppo* 
fées  SMyDM.  £iles  feront  le  lieu  de  tous  les  points^ 
cherches  M. 

TrâifiémecM.  L*équation  générale  éiayy^mmbhyy  ^^xascy 
-+•  aaxx^aaccz=:^b  fe  changeant  en  cette  autre  x  x— x  cj- 
-^cc^szo y  parce  que  rf=:A,  fon  lieu  eft  une  Parabole 

F 1 6.  loj.  ^^  ^ft  facile  de  conftruire  félon  l'article  >io.  (  Liv.  7.  ) 
mais  on  voit  tout  d'un  coup  &  fans  avoir  befoin  d'aucun 
calcul ,  que  fî  Ton  décrit  une  Parabole  qui  ait  pour  di» 
redrice  la  ligne  ^^^  P ,  &  pour  foyer  le  point  J^,  félon  qu'il 
eft  enfeigné  dans  la  définition  première  du  premier  Livre^ 
elle  fera  le  lieu  x(^q^%. 

Corollaire    \\ 
^66.  I  L  eft  clair  dans  le  premier  cas,  que  CJ(-^^J:. 

trouve  la  même  cbofe  dans  le  fécond  cas  :  ce  qpi  donne 
lieu  à  ce  Théorème. 
F I  G.  2rOu      Si  dans  une  EUipfe  ou  deux  Hyperboles  oppofées  qui< 
xou  ont  pour  centre  le  point  C ,  pour  foyers  les  deux  points 

Fy  Gyd  pocrr  premier  axe  la  ligne  3D,(m  prend C^ 
tcoifiéine  proportionnelle  à  CF^C  B  ^da  côte  du  foyer< 
F  i  &  qu'on  mené  la  droite  indéfinie  ^  P  perpendicu- 
laire fur  J3D  :]e  dis  que  f^d'un  point  quelconque  M  de 
la  Sedion ,  Ton  tire  lur  A  P  h  perpendiculaire  M  P  ^ 
&  au  foyer  F  la  droite  M  F  ih  raifon  de  Af  P  à  M  F^ 
fera  toujours  la  même  que  du  premier  axe  J3i)  a  U  di£i 
tance  F  G  des  foyers. 

Dans  les  Corollaires  fui  vans  cette  ligne  droite  indé* 
finie  ^  P  ^'appellera  Direftnct  à  l'égard  de  ces  deux 
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Scâions  )  aail]*bien  qu*â  Tëgard  de  la  Parabole.  H'dk 
Ton  voie  qu'il  eft  facile  de  décrire  une  SeâioD  conique 
qui  air  pour  foyer  un  point  donné  F  ^  pour  direârice 
une  ligne  donnée  de  poficion  AV  y  &  qui  paffe  par  un 
point  donné  M  i  car  tirant  au  foyer  F  la  ligne  MF,  6c 
fur  la  diredrice ^ P  h  perpendiculaire  MP ^U  nom- 
mant les  données  Mp^a  'yM  F^ù  ^il  n'y  aura  qu'i  dé- 
crire  le  lieu  des  points  M  tels  que  M  P  (bit  toûjours/i 
M  F  comme  ^  eft  à  ^. 

ÔOIIOLLAIIIE     II. 

367.  j>  I  Ton  joint  deux  points  quelconques  Af  ^  J^^,  F  i  «.  to4* 
d'une  Sedion  conique ,  par  une  ligne  droite  qui  rencon-  ^•^•^ 
tre  la  diredrice  en  c  j  &  que  du  foyer  F,  on  tire  les  droi^ 
tes  ¥ M^  F ITy  JFC  :  je  dis  que  la  ligne  FC  coupe  en 
deor  parties  égales  Tangle  NF  H  complément  a  deux 
droits  de  Tangle  NF  M  ^  lorfque  les  points  M^  IT  ^ 
tombent  fur  une  Parabole,  Ellipfe,  on  Hyperbole  j  & 
Tangle  NFM  ^  lorfqu'ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppofëes. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  M  P  ^  2/^C\xr  la  di- 
rcdrice,  &  la  ligne  ND  parallèle  à  M  F  ^  ïcs  trianglei 
femblablesJWf/^C,  N^,  Se  MFC,  NDC,  donnent  M  P. 

2^lSj'  ^^-  ^^  ••  ^^'  ^^'  E^  partant  MF.  M  F 11 
2^^.ND.  Or  par  la  proprieré  de  la  Sedion  conique  qui 
a  pour  diredrice  la  Irgne  Pd^  &  pour  foyer  le  point  F^ 
onzxxnMF.  MF  :t  KCl^NF.  Les  lignes  2/D , N F , 
feront  donc  égales  entr'elles  $  c*eft  pourqoor  dans  le  pre- 
mier cas  Fangte  NDF  ou  CFH  fera  égal  â  Tangle  CfJ/^ 
êc  dans  le  fécond  Fangle  FDN  on  Cf  M  fera  égal  à  l'an* 
^Ic  cru.   Ce  <^*il  îalloit  prouver. 

CohollaireIIL 

}ô8#  Jj  E-L  A  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  Fis.  164. 
Parabole  ,  £llipfe  ^  ou  Hyperbole  qui  paOTe  par  trois 
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points  donnes  M^NrO  ^bi  qui  ait  pour  foyer  le.  point 

dunné  I. 

Soient  menées  par  le  foyer  / ,  les  droites  J^CyFE^ 
qui  diviient  par  le  milieu  les  angles  N  t  H^  N  F K^  com*- 
plemens  à  deux  droits  des  angles  donnés  M  FN^  OFN'y 
&  par  les  points  C  ,  £  ,  où  elles  rencontrent  les  lignes 
M  N ,  ON ,  qui  joignent  les  points  donnés ,  foit  tirée, 
une  ligne,  droite  indéfinie  CE.  Soit  décrite  une  Sedioa 
^  conique  qui  ait  pour  "diredrice  la  ligne  C£,  pour  foyer 
le  point  f ,  &  qui  pailè  par  le  point  M  :  il  eft  clair  fe- 
Ion  le  Corollaire  précèdent  qu'elle  paâèra  auffi  par  les> 
deux  autres  points  N^o. 

COHOLLAIWE      IV. 

Fi  0,  ipj.  569.  On  tire  encore,  da  Corollaire  fécond  une  ma^ 
niere  de  décrire  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent 
pour  foyer  le  point  F  ^  &  dont  l'une  d'elles  pafTe  par 
deux  points  donnés  ikf,  O  ^  &  l'autre  par  un  point  don* 
né  N. 

Soit  menée  par  lé  point  F  la  ligne  PE  qui  divife  par 
le  milieu  l'angle  H  F  o  complément  â  deux  droits  de 
L'angle  MF  o  formé  pat  les  droites  F M^FO  y  tirées 
du.  point  F  aux  deux  points  M  ^  o  ^  qui  doivent  fe  trou, 
ver  dans  la  même  Hyperbole  j  ^  (bit  encore  menée,  par 
le  même  point  F  la  ligne  J'C^  qui  divife  en  deux  parties 
égales  l'angle  jM/'iST  formé  par  les  droites  RM  ,  F 2T^ 
tirées  du  point  F  aux  deux  points  M  ^  Ny  qui  doivent 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
£  y  C  y  où  les  lignes  FE^  FC ,  rencontrent  les  droites 
MO^  M:N y  qui  joignent  les  points  donnés  ,  foit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  £  C.  Soient  enfin  décrites  deux 
Hyperboles  oppofëes  ,  qui  ayent  pour  foyer  le  point  P'^ 
pour  direârice  la  ligne  EC  ^tc  donc  l'une  d'elles  pade 
par  le  point  M: il  eft  évident. qu^elles  fatisfonc â  la queC 
tion.. 
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Corollaire.'   V- 

yjo^  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le  F  i  o.  i©4. 
Corollaire  fécond  j  il  eft  vifible  que  Tangle  M^Nèxi^ 
ference  de  l'angle  CPjW  &  de  fon  complément  â  deux 
droits  C  F  H  ou  C  F  N^  diminue  â  mefure  que  le  point 
,  JSf  approche  du  point  M  \  de  forte  qu'il  s'évanouit  tout- 
à-fait  ^  lorfque  le  point  N  tombe  fiir  le  point  M,    L'an- 
gle CF  M  fera  donc  égal  alors  â  fon  complément  à  deux 
droits  3  &  par  confequent  il  fera  droit.    Or  comme  la  ii. 
gne  M 2^  devient'  alors  k  tangente  M  T,  puisqu'elle 
pafle  "^  par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe  j  *^r/.  i88, 
on  voit  naître  une  manière  générale  &  toute  nouvelle 
de  mener  d'un  point  donné  M  fur  une  Seftion  conique , 
une  tangente  MTy  un  foyer  F  avec  Taxe  qui  paflc  par 
ce  foyer  étant  donnés. 

Car  ayant  trouvé  la  directrice  comme  il  eft  enfeigné  dans 
le  Corollaire  fécond .,  on  mènera  du  point  donné  M  au 
foyer  F  la  droite  Al f,iur  laquelle  on  tirera  la  perpendicu* 
laire  FT  qui  rencontre  la  direûrice  en  Ty  par  où  &  par  le 
point  donné  Jlf  on  tirer;i  la  tangente  cherchée  M  T^ 

Exemple   Xf. 

57^*  Deux  angles  K^M^  KBM  , mobiles  autour  Fi«.  i9(. 
des  points  fixes  ^ ^  M ^  étant  donnés  fur  un  plan,  avec 
une  ligne  droite  indéfinie  F  K  qui  ne  pafle  par  aucun  de 
ces  points  j  foit  imaginé  le  point  de  concours  K  des  deux 
côtes  AKy  BK^ie  mouvoir  lelong  de  la  droite  FK ^6c 
Ibic  propofé  de  trouver  la  nature  de  la  ligne  courbe  que 
décrit  dans  ce  mouvement  le  concours  M  des  deux  aa^ 
très  côtés  AM ^BM^  prolongés  lorfqu'il  eft  neceflaire 
de  Tautre  coté  des  points  A-^  B^ 

Sur  A  B  ^  comme  corde ,  je  décris  de  l'autre  côté  du 
point  M  ^  un  arc  de  cercle  capable  d'un  angle  BDA 
qui  vaille  quatre  droits  moins  lès  deux  angles  donnés 
JC  A  M  y  KBM  ySL  ayant  achevé  le  cercle  entier  dent 

Na 
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cet  ârc  fait  partie ,  il  peut  arriver  que  la  droite  iadéfiaie 
iP  K  tombe  toute  entière  au  dehors  de  ce  cercle ,  ou  qu'el- 
le  pafle  au  dedans  ,  ou  enfin  qu'elle  le  touche  ce  qui  iàic 
trois  difièreos  cas  que  j'explique  en  particulier. 

Premier  cas»  Du  centre  c  du  cercle  BDAE\^  mené 
fur  W K^  la  perpendiculaire  C¥  qui  le  rencontre  aux 
points  D ,  £ }  &  je  fais  paflèr  par  le  point  D  (plus  pro. 
che  de  la  ligne  t  K  que  l'autre  point  £  )  les  deut  côtés 
D^,  D^,  des  deux  angles  D^P,  ^-B^  égaux  aux 
angles  KAM^  kBM  ^  lefquels  côtés  étant  prolongés 
Ters  D  rencontrent  la  ligne  J'/c,  aux  points  G^H.  Or 
par  la  conftruâion  l'angle  BD^  plus  les  deux  angles 
D^PyDB  Q^y  vaut  auatre  drdts  ;  &  comme  le  même 
«t^le  fJD^  plus  les  deux  angles  Dj4SyDB  ^^  vaut 
deux  droits  ni  s'enfuit  que  les  angles  SAP^à-^^^^ral- 
lent  deux  droits ,  &  qu'ainfi  le&l^nes  ji  f ,  ^j^  font  pa- 
rallèles entr^elles.   Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K  furies  deux  côtés  ^D^BD^ 
les  perpendiculaires  KR^KS-^U^ts  points  il  »  il/,  fur  les 
•deux  autres  côtés  BQ^tAf^lts  perpendiculaires  AI 
MP ,  qui  rencontrent  BQ^  aujf  points  7,  Q^  Soient  \i 
données  fEtZa y  F D^  b^  BI^c^  AI^zd^FG  t=g^ 
fH  s  h ,  DG  rSl  w,  DM  s  »  ^  &  les  inconnues  FK  sr  k\ 
APzs  x^P  M  tny  j  &  i  caufe  des  triangles  reâangles 
fêmblables ,  GDF  ^  G  JCit,  on  aura  ces  deux  propor. 
«ionsi  GD  (w).  GP{gy::G  K  (fy^).  GR^tJ^-ÎJ,  & 

CD  (ml DF{è)  ::  GK  {ii^).KR^tSdi,  Or  les  triari- 

m 

gles  reâangles  Semblables  GDF^EDAt  donnent  anffi 
GB  (»).  DPii)M  ED{a^h).AD:=o.^id±^  &  par. 

tant-iD-f-DG  ou  i<G— '*^**-«-"*,  &itfG-(-GJt 

ou  ^Jt-2*=ii*=2Lî£î:2£«i^;  parceque««.^ 

-f-gg  à  caufe  du  triangle  reâaogle  DP  G,    Mais  les 
xriàngles   reûaogles  ARX,  APM  iônt  fêmblables 
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sur  retraochanc  des  angles  égaux  K^MyD^Ple 
même  angle  KAP^Ïes  rcftcs  K^R^P ^m ^ icrone 
cgaux  i  &  par  confcquenc  AR  (  îlii£i-  )/  iC  K^  (  tlTlti  )  :  : 

^Z»  (X).  PM  O'Xd'où  l'on  tire  ;^3i»  i^^^^fif . 

Maintenant  les  triangles  reâangles  iêmblables  HDFy 
H iC 5  donnent  H 5  S^i^li^,  JC  5  sriiiii  s  &  les 
triangles  reâangles  femblables  HFD^ESD»  donnen» 
^H  (n).  Dr{l>)  '.:  D E  ia^h).BB  tztt^i.  Etpar- 

tant  BD^BH  ou  ^//  -:  lizlfzîZl ,  &  BH — HS  ou 

55  ts i. — ■• -%parce<]ae«as;^^ 

^hhi  caufe  du  triangle  reétanglc  DP  H,  Or  les  trian- 
gles redangles  BSK,  B ,^At,  font  fenablables  j car  re- 
tranchant de»  angles  égaux  DBQ^  KBM  ^\e  même 
angle  B  S  Mylts  reftes  KBS^MBQ^  feront  égaux  $  6c 
par  conféquent  B  S  (^^=^^}.  5  K  (ii^)  :  :  Si2^(x— f). 

jftJi(»-W).  D'où  Ton  tire^=:ii|=*4^L±ili±lii. 

Compâranc  cette  dcrnifre  valeur  de  x^  avec  la  prece- 
4eoce  9  multipliant  en  croix- ,  en  faifànt  pour  abréger 
G  H  (g-+*)  sr/,  on  arrive  enfin  en  divifant  par  abfif 
cette  équation. 

hf^  u 

èotkt  le  lieu  que  Ton  pourra  conftruire  lelon  l'article  314» 
f  liv.  7.  )  fera  une  Ellipfe ,  parce  que  le  terme  -  x  a;  fera  toû- 

îpors  précédé  dans  ce  premier  cas  du  figne  -^ ,  en  quek 
^oe  fituation  que  k  puiilent  trouver  les  points  «/f ,  £^K. 

^cmdcds.    Après  avoir  nommé  les  lignes  p»  les  Fic.mt; 

M  n  i|.    • 
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mêmes  lettres  que  dans  le  premier  cas ,  &  fait  les  mêmes 
raifonnemcDs }  on  arrivera  à  cette  équation. 


hc  td 


«X*  dfk 

»f  »f 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  quelques  fignes , 
&  dont  le  lieu  que  l'on  pourra  conftruire  félon  l'article 
3J1.  (  Liv.7.)  fera-  toujours  deux  Hyperboles  oppofées,par- 
cequele  terme  l-fx  fera  toujours  précédé  du  figne  — 

dans  ce  fécond  cas. 

Comme  le  plan  x^  ne  fe  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précédentes  ,  &  que  l'angle  ^  PM  dk 
droit  i  on  connoit  d'abord  que  l'un  des  axes  de  l'Ellipfe 
dans  le  premier  cas ,  &  déis  Hyperboles  oppofces  dans  le 
fécond  doit  être  parallèle  aux  lignes  ^P,  i>*^&  qu'if 
a  avec  fon  paramètre  la  même  raifon  que  EF  {a)  k  F  D 
{è)y  parce  que  la  fradion  -  qui  multiplie  le quarré  xx ex- 

prime  ce  rapport. 

Lorfque  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  indéfinie  KF 
arrive  au  point  o  oà  cette  ligne  rencontre  la  circonfé- 
rence ,  il  eft  clair  que  les  côtes  ^  M  ^  B  M  y  qui  cîécri. 
vent  par  leur  point  de  concours  M  THyperbole  B  ^  M 
deviennent  parallèles  entr'eux  >  qu'ils  fe  coupent  vers  le 
côté  oppofé  ,  pendant  que  le  point  K  parcourt  la  partie 
OL  Aq  la  ligne  K  F  renfermée  dans  la  circonférence  ^ 
qu'ils  deviennent  encore  parallèles ,  lorfque  le  point  K 
tombe  en  L ,  après  quoi  ils  iê  rencontrent  de  nouveau 
vers  le  même  côté.  D'où  Ton  voit  que  le  point  M  décrie 
THyperbole  B^M ,  pendant  que  le  point  K  parcourt  \t% 
deux  parties  indéfinies  de  la  droite  K  F  qui  tombent  de 
part  &  d'autre  de  la  circonférence  j  &  qu'il  décrit  foa 
oppofée,  pendant  que  le  point  K  parcourt  la  partie  OZ 
renfermée  dans  la  circon/crence. 
Fi6.  108.      Troipéwficas^    Comme  dans  ce  troifiéme  cas  la  droite 
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indéfime  J'iC touche  la  circonférence  du  cercle  BDAE 
en  quelque  poinc  /  ^  il  eft  clair  que  le  poinc  D  des  deux 
autres  cas  le  confond  ici  avec  le  poinc  F,  &  qu*ain(î  les  . 
triangles  DFG  ^  2)  J^ /f ,  s'-cvanoiiiflent  :  c'cft  pourquoi 
on  fe  fer  vira  en  leur  place  des  triangles  BAE^  DBEy  de 
la  manière  qui  fuît. 

*  Soient  les  données  AE  sr ^  »  E£:=i  b  ,  EF.7=i  n$^ 
AFzSig^B  Pzs  h ^  BI  tizcy  AI  t:id i  &  les  inconnues 
F Kz^x^^A Pt:^  x^P M:=:y.  Les  triangles  redangles 
TKR^EPA  font  iêmblables  j  car  Tangle  KfRoii  fon 
oppofé  au  fommet  TFA  fait  par  la  tangente  FT  bi\z 
corde  i'  t^ ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  ^  i^  )  de 
même  que  Tangle  FEA:Et  partant  FE{m).EA  (a)  :: 

KF  (zj.  FR:=:t2r.    Et  BP  {m).  FA  {g)  :i  F K  {k)^ 

JTiC  =s€5.  Or  les  triangles  reâangles  fcmblables  A  RK  ^ 

APM,  donnent  AR  o\xAF-\'rR{p:ï^).  R  K  (B)  :  : 

AP{x).PM{y)-y  d*où  l'on  tire a;.g  ^"'^.  On  trou- 
vera  de  même>  d  caulè  des  |;riangles  redangles  iêmbla- 
bles £J^,/iCS,  quei?<St=tS,  &iC5t=i3^}&âcaufc 
des  triangJM  redangles  femblables  BSKy  BQM^  que  i55  ou 

ce  qui  donne  ^ sr  — hmy^hmd    ^ 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  x^^  multipliant  en  croix  ^ 
&  mettant  par  ordre  les  termes ,  on  ti^ouve  cette  équation 

yV'^dy  —  -~--y T~^^  =^f  ^<^nt  le  lieu  fera 

toujours  une  Parabole  que  Ton  peut  contraire  félon  Tar- 
ticle  }!•.  (  Liv.  7.)  &  qui  aura  fon  axe  parallèle  aux  droi* 
ttsAP.SS^ 

.  Il  efl  donc  évident  i*.  Que  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M  fera  toujours  une  Sedion  conique ,  dont  Taxe 
ou  Tun  des  axes  fera  parallèle  aux  lignes  A  P ,  B^  &  en 
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particulier  qu'il  fera  une  Ellipre  dans  le  premier  cas^deus 
Hyperboles  oppofées  dans  le  fécond  ^Sc  une  Parabole  daos^ 
k  troiûéme }  £c  que  dans  le  premier  &  le  fécond  cas ,  Taxe 
qui  efl;  parallèle  à  ^P  y  aura  avec  fon  paramètre ,  la  même 
raifon  que  EPzFD.  i^.  Que  dan^  le  premier  &  le  troific* 
cas  les  deux  points  fixes  y4^  B ,  autour  defquels  cournenr 
les  angles  mobiles  K  AM  ^  KBM  tomberont  toujours- 
du  m^e  côté  de  ta  ligne  TK^zxx  lieu  que  dans  le  fécond 
\h  peuvent  tomber  non  feulement  du  même  côré  de  cette 
ligne  ^  mais  encore  de  part  &  d'autre  >  parce  que  la  circon- 
férence du  cercle  A  D\SE  fiir  laquelle  ils  font  fîmes ,  efti 
coupée  alofs  en  deux  portions  par  la  ligne  FK. 

R  £  M  A  R  ci^u  B     L 

F I  c.  %^6.        ^7**  !•.  Ij  N  B  ligne  quelconque  qui  pafle  parl'un  des- 
loy/ioS.    points  fixes  A  ou  JS,  comme  ^ M  ,  étant  donnée,  on 
pourra  toujours  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M  oà 
elle  rencontre  la  Seâion  qui  eft  le  lieu  requis ,  en  cette 
forte.    Ayant  mené  la  droite  AK  qui  faUè  avec  A  M 
l*angle  MAK  égal  à  Tangle  donné  qui  doit  tourner  au. 
tour  du  point  fixe  A^on  mènera  du  point  iC  où  elle^ 
rencontre  la  droite  F  K\  par  le  peint  fixe  B ,  Tangle 
KBM  égal  i  Tâiitre  angle  donné ,  qui  doit  toinper  autour 
de  Tautrc  point  fixe  J?  j  &  le  point  M  où  le  côcé  B  M 
de  cet  angle  rencontre  la  ligne  A  M  ^  fera  celui  qu'on 
cherche.    ^^.  Lorfque  le  point  K  en  parcourant  la  ligne 
fK^k trouve  tellement  Iitué  que  le  côté  AM  àt Tan- 
gle  KAM  tombe  fiir  la  lizne  AB  ^yi\  eft  vifîble  que  le 
point  de  concours  M  àts  deux  côtés  A  M  ^S  M  ^  tom- 
be alors  fur  le  point  B ,  &  qu'ainfî  le  lieu  des  points  M 
pafle  par  le  point  fixe  S  j  on  prouvera  de  même  qu'il 
paife  par  le  point  A^ 
fia*  x^.      De*  là  on  voit  que  pour  déci^ire  la  Seâioo  conique  onr 
eft  le  lieu  àts  points  cherchés  M^  (ans  avoir  beloin  des^^ 
équations  précédentes ,  il  n'y  a  qu'à  mener  comme  dans 
l'exemple  les  droites  AP^  AI  i^  fur  lefquelles  ajanc 
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trouvé 9  félon  cecce  remarque,  les  points  où  elles  rencon. 
«renc  la  Seâion ,  &  achève  le  reâangle  qui  a  pour  côtés 
ces  deux  lignes  ^  il  n'y  aura  qu*â  décrire  4c  autour  de  ce  ^^^.  tji. 
reâangle ,  rEHipfc  ou  les  deux  Hyperboles  oppofëes  (  (e*  ^  *7*» 
Ion  que  f  K  tombe  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle), 
dont  Taxe  qui  eft  oyalleie  i  AP  foit  à  fon  conjugué , 
comme  le  quarré  de  JB  F  eft  au  quarré  de  D  t.   Si  la  Sec- 
tion eft  une  Parabole  (ce  qui  arrive  lorfque  la  ligne  JC F  F 1  g»  lot» 
couche  le  cercle  BB^)  ^  on  trouvera  fur  la  ligne  AI 
4e  point  où  elle  rencontre  la  Seâion  ,  &  on  Récrira  fé- 
lon l'article  170.  (  Liv.  4.  )  une  Parabole  qui  pafle  par  ce 
point  9  &  par  les  deux  autres  donnés  A^B  six.  dont  les 
diamètres  foient  parallèles  aux  lignes  AP  ^B Q^ 

Rema^k^j^eIL 

^373  JLoiLSQjjE  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  Fis.  xc^i 
iF  K  eft  tellement  fitué  que  le  côté  ^^  Af  de  Tangle  KAM 
tombe  fur  AB  ^\\^  clair  non-feulement  que  le  point  M 
tombe  en  B  ^  mais  auifi  que  le  côté  £M  de  Tibgle  KBM 
devient  tangente  "**  en  B  de  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  "^An.  lUi 
du  point  M^  puifque  le  point  M  peut  être  regardé  alors 
comme  étant  infiniment  près  du  point  B.  D'ouil  fuit  que 
pour  mener  une  tangente  de  ce  lieu  en  B^ïl  n'y  a  qu'à 
mener  par  le  point  A  une  ligne  droite  «/^  C  qui  fade  avec 
BA  un  angle  BAC  égal  â  Tanele  donné  KAM^tctu 
rer  enfuite  une  ligne  BD^  qui  talTe  avec  2C  Tangle  CBD 
•égal  à  l'autre  angle  donné  KBM  j  car  le  côté  BM  decet 
ongle  ^  qui  devient  BD ,  touchera  la  Seâion  en  J.  Il  en 
^eft  de  même  de  Tautre  point  fixe  A. 

De4â  on  tire  encore  une  manière  trés-factle  de  décri-  Fig»  toyi 
ce  la  Sedion  conique  qui  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M 
&OS  avoir  beibin  àes  équations  précédentes  ,  ni  même 
d'aucun  calcul.    Ayant  mené  par  le  point  fixe  S  une  tan- 

fente  £  D ,  &  par  Tautre  point  fixe  A  une  parallèle  AE 
cette  tangente ,  on  trouvera  ♦  fur  cette  Mçne  le  point  *^it.j7t. 
£  oà  elle  rencontre  la  Sedion ,  &  Tayant  divifée  par  le 
tnilka  en  if  cm  tirera  SH^  for  laquelle  on  cherchera  *  "^Art.  )7ij 
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auffi  Icî  point  G  où  cl!e  rencontre  la  Sec^iom  Cela  faii% 
»  Art.  i6u  on  décrira  *  du  diamètre  iJG  &  de  l'ordonnée  H  A  om 
j4u  HE  y  une  Sedion  conique,  qui  fera  celle  qu*on  deman- 

de.. Car  il  eft  vifible  que  la  ligne  JBG  qui  divife  par  le 
milieu  en  H  la  ligne  j4E  terminée  par  la  Seâion  &  pa- 
rallèle à  la  tangente  en  :^ ,  en  fera  ^n  diamètre  qui  aura 
pour  ordonnée  la  ligne  ^  H.  Où  Ton  doit  remarquer 
que  lorfque  le  point  H  tembe  entre  les  points  -5,  (?,  la 
Sedion  eft  une  Eliipfe  ^  que  lorfqu'il  tombe  de  part  ou 
d*autre  de  ces  deux  points,  ce  font  deux  Hyperboles  op* 
pofées  j  Se  qu'enfin  lorfque  la  ligne  j5  G  eft  infinie  ^  la , 
3ediûn  eft  une  Parabole, 

Corollaire    I. 

Fic'iio.  374*  Cet  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 
paffer  par  quatre  points  donnés  A^B,  jFf ,  M^  une  Sec- 
tion conique  d'une  efpece  déterminée. 

Car  i^  Soit^  la  Sedion  conique  une  Ellipfè  ;  dont  le 
grand  axe  foit  à  fon  paramètre,  en  la  raifon  donnée  de 
-  éi  ih.  ]e  forme  le  triangle  ^  B  H  ytn  joignant  trois  des 

points  donnés  par  des  lignes  droites  ;  &  du  quatrième 
point  M ,  je  fais  paiTer  par  le^  points  ^  y  B^  les  angles 
^^^,  JW^/c,  égaux  aux  angles  G -^/f,  KBA^  com- 
pléments â  deux  droits  des  angles  HAB^HBA.  Je 
décris  fur  AB  comme  corde  de  l'aucre  côté  du  point 
M  un  arc  de  cercle  BDA  capable  d'un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  les  deux  angles'  KuiMy  KBM\ 
Îl  du  centre  C  de  cet  arc,  je  décns  u»  autre  cercle  donc 
le  rayon  CF  foit  au  rayon  CD  du  premiec,  comme 
.  a-^i  cfïia  —  ^j  &  du  point  de  concours  ^  dc$  deux 

côtés  uéK  ^  MK  ,  des  angles  MAK,  MBK ,  je  tire 
une  ungence  KFict  dernier  cercle.  Maintenant  je  dis 
que  fi  l'oD  fait  mouvoir  le  point  K  le  long  de  la  droite 
indéfinie  J^^^  le  point  de  concours  M  de$  deux  autres 
r  côtés  AM^BM  y  prolongés  lorfqu'il  fera  neceilaire  de 
l'autre  côté  des  points  ^  ,  A ,  décrira  dans  ce  mouve- 
-ment  l'Ellipfe  qu'on  demande.    Car  il  eft  évident  félon 

ce 
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ce,  q  i*on  a  die  dans  le  premier  cas  de  Tcxemple  y  que  Id 
îteu  des  points  M  fera  une  Ellipfe  ,  do^nt  le  grand  axft 
fera  i  (on  paramètre  comme  E F  {a)  à •  D  f  ( ^ )^  &  de» 
plus  qu'elle  paflera  par  les  peines^  ^  ,  M^B ,  H  y  puift. 
que  le  point  K  étant  en  G ,  le  côté  v^  iWf  tombera  fdo 
AH,^  l^côtc  ^M  for  5 /t.  ;[ 

1®  LarfqM^  c'cft  une  Hyperbole  €>u  deux  Hyperbo^ 
les  oppofces  qu'il  eft  qucflion  de  décrire  par  quatre  points 
donnes  A ^B^  H ^  A/,  &  dont  le  graod  axe  (bit  a  foa 
paramètre  en  la  rai  Ion  donnée  de  aà&  *y\z  conftriiâiMi 
demeure  la  même, excepté  que  le  rayon  CF  du  cercle 
concentrique  au  cercle  BD^  B^  doit  être  au  rayon  CD , 
commet  —  ^  eft  à  ^-4^^.  ^ 

j^.  Lorfqu*il  s'agit  de  décrire  une  Parabole  par  qua- 
tre porncs  donnés  A^  B^  H^  M.  Ayant  décrit  comme 
dans  le  premier  cas  le  cercle  BDA £^  on  mènera  dir 
point  de  concours  K  une  tangente  â  ce  cercle  ^  qui  fera 
la  droite  inde^nie  Air  laquelle  faifant  mouvoir  le  point 
K  y.  l'autre  point  de  concours^  décrira  la  Parabole  qu'on* 
demaDde. 

Comme  Ton  geut  .mener  d'un  même  foint  deux  tan- 
gentes à  un  cerclb  \  il  s'enfuit  qu'on  peyt  décrire  deu» 
différentes  Seâions  coniques  qui  fatisfont  également  lorf. 
que  le  Problême  eft  pôffibïe  j  carlorfque  le  point  K  tom* 
be  au  dedans  du  cercle  qui  a  pour  rayon  C  i^ ,  il  eft  vi> 
fible  que  le  Problême  eft  impoffible. 

On  pourra  décrire  la  Seââo'n  conique  par  le  moyen 
de  fes  axes  en  fe  fermant  de  l'article  371.  ou  par  le  moyeir 
d'un  de  fes  diamètres  &  d'une  ordonnée  i  ce  dianMtre^ 
co  fe  fervaoc  de  l'article  37J. 

CanaE  L A I  fti    IL 

175*  On  tire  encore  de  cet  exempFe ^ une  nouvel.  Fie/ 
le  manière  de  décrire  une  Sedion  conique  qui  paife  par 
cinq  points  donnés  A,  B^H^  M^  H.  Car  ayant  joint 
trois  quelconqjaes  de  ces  points  A  yB  ^  H  ^  ^  dcs^ 
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hgoes  droites ,  oo  fera  paflTer  par  les  autres  points  M ,  2/^ 
&  par  les  deux  points  fixes  ^  ,  B^  les  angles  M^K ,  N^S^ 
^gaux  chacun  à  1  angle  Hy4  O  complément  à  deux  droits 
de  l'angle  H^B,  ôc  jes  angles  MJBK^NBS  égaux 
cbacuo  à  Kangle  ^ BK  complément  à  deux  droits  de 
Tangle  j4B  H  -^  &c  on  tirera  par  les  points  de  concours 
K^S  y  une  ligne  droite  indéfinie  S^  K  ^  fur  laquelle  fù* 
ÙLtkt  mouvoir  le  point  K^il  cd  clair  que  le  point  de  coo. 
cours  M  décrira  dans  ce  mouvement  la  Seâion  conique 
qo\>o  demande  y  puifqu'elle  padera  par  les  cinq  poinci 
donnés  >f,  ^^M^  Jlf,  N. 
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L   I  V  R   E      N  E  U  V  I  E'  H  3.  \ 
,    Dt  la  confrudion  des  ^galit^s^^^^'"' 

pRoposiT.ioNVt; .:  V 

Problème. 

376.  CoNSTRuiiLB  t9mu  ig^li$é  difinie^  dànsial 
fiuile  Pmccnnmë  pe  fi  tnmvé  i^au  ptfemier  âé^é-S^ 

Soie  en  premier  iieu  hncoûAaë  at  égalée  Dise  4m|4^^ 
éifit%  fraânorik  fîmplcs'rtcllcs'queli,  ouliî,  ou^l^   ^    ^  ..^  .^..U^^ 
&€•  Ayant  t^c.bMa^  l^  il  eft  clay  <jue  cccte  qoatrap-  '^  J    ^      ^4.   ^    ' 
me  proporcioanelle  /^s;  li  5  &  fi  Ton  £iit  /  /  :  :  r.  wi ,  Ton  ^''^  "^ 

aura  w?=;!i  =  — i  &  faifant  enfin  g.  »i  ;:  i&.  »,  il  v^ac  . 

nisrSissîilienmetuntpôur;»  fa  valeur  lif,  Deibrce 

qu'on  aura  j'âpconDuc  x  égale  â  /,  ou  â  m^  ouâiiji8c^ 
Vclon  que  x  fera  égale  à  ^,  ou  à  lL%  ou  i  ^&c  Qx 

il  eft  vifîble  qu'en  augmentant  le  nonibre  ries  prcfiâii. 
tionS)  autant  qu'il  fera  neceflàire^  on  trouvera  toujours 
une  ligne  droite  égale  â  une  fraâion  iinople  domyée^ 
tel  que  puifle  être  le  nombre  des  dimenfions  de  ion  jqu- 
jxicraBeur.  v  ou  I  on  voit  que  1  on  pourra  toujours  trou- 
ver une  ligne  X  égaleà^uue  quantité  <:onapofee  :d«r|>lf|. 
iîeurs  fraâions  fimples  3;  car  ayant  trouvé  en  particulier 
<les  lignes  droites  égales  â  chacune  dé  ces  fraâions/il 
n'y  aura  qu'à  les  ajcmter  3  ou  retrancher  febn  qu'il  fera 
jnartpié  par  les  ^nes  -H^c — .  i^'il  ftiUc , -  pâ^r  e^eMf^ 
«le  >  trouver'  une  ligne  Ar  =  if -j-i«^tlt-^  lifX^  «im 

ajoutera  les  deux  lignes,  b^^ix.  1= t^ à  là  ligne  'a        . 

.pour  en  composer  une  feule  >  de  laquelle  ayant  fe^r^n- 

O  o  i j 
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ché  la  ligne  m  tsi  î^^,,  le  refte  fera  la  valeur  cherchée  de 

rioconnuc  x  ,  c'cft  à  dire  qu*on  aura  x^^^m^h^l 

Sait  en  fécond  lieu  Tinconnuë  x  tégale  à  une  ou  â  pieu 
(leurs  fraâioQs  coinpofees ,  c'efl  â  dire^  doac  les  dénomi- 
nateurs ayenc  plufieurs  ternies.  On  cherchera  d'abord^ 
comme  Ton  vient  d'enfeigner  ci-dciTus,  une  ligne  égale  au 
dénominateur  divifé  par  une  ligne  arbitraire,  lorfque  cha- 
cun de  lès  termes  ^'z  que  deux  dimen fions, par  un  plan 
lorfquMs  en  ont  trois ,  par  un  foJide  loriqu'ils  en  ont  qua* 
tre^»  &c  y  ce  qui  reunira  tous  les  termes  du  dénominateur 
en  un  feul ,  lequel  étant  iubftituë^n  legr  place,  changera 
la  fraâion  compo(ée  en  une  ou  en  plufieurs  (impies  félon 
que  le  numérateur  eft  compofé  d*un  ou  de  plufieurs  ter« 
i;j[ïcs  (  éc  ayant  trouvé  comme  ci-dcfTus  une  ligne  qui  leur 
foit  égale ,  elle  fera  celle  qu'on  cherche.  Ceci  s'éclaircira 
par  les  exemples  qui  fuivent* 

On  demamie  une  ligne  x  =  î^^niîi,  je  cherche  ^x- 
bord  une  ligne  m  =r/4-ti,  c'eft  â  dire  égale  au  dcnomi. 
Dateur  df^bb  divifé  par  la  ligne  a  j  ce  qui  donne  bb^af 
^te a m\  &  ayant  trouvé  enfuite  une  ligne  n  =  ^^^    ^'* 

^JL  -^  ifi  ni  eft  clair  que  la  ligne  cherchée  xTZn.    De 
i^êmefilon  dcmandoit  une  ligne  x  s=  lll'^^.^lf:r!Ltlt,  on 

-t^roiuVérôit^  tioe  ligne  m  ïr  ^  -+*  1!  -{-  ^,  c*eft  à  dire  égale 

.au  dénominateur  ^^/-l-r//-|-^jf  di vile  par  le  plan  af^ 
jce  qui  donne  afm  TZ.aaf-Ji-^ccf^bff^  &  enuiite  une 

ceA  çft-ainfi-dè  tous  les-autres  exemples  que  chacun  ib.pectf 
former  à.  plaifîn 

Il  eft  inutile  d'avertir  que/fî  l*on  demandoit  une  ligne 
X  égale  à  une  ou  i  plâfieurs  fraékions  tant  fimples  que 
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carnipofées  ^  il  faadroic  chercher  en  particulier  des  lignes 
égaies  à  chacune  de  ces  fraâions  ,^  pour  les  ajouter  eof^ii- 
te  ou  les  retrancher  les  unes  des  autres ,  félon  que  les 
lignes  -i-  ou  —  le  feroient  connoîcre. 


COROLLAIHB      I. 


377  A^ 


.  L  eft  facile  par  le  moyen  de  cette  Propofition 
de  rroui^er  i^.  Une  fraâion  fimple-ou*/dont  le  dcno.  -^  ., 

mlnateur  ou  le  numérateur  a  foit  donné  ,  égale  â  une     /^/.,^  ^ 
oa  d  plufieurs  fraâions  (impies  ou  compofées  5  car  il  xi*y 
aura  qu'à  trouver  une  ligne  x  égale  a  la  ligne  a  muki- 
pliée  ou  divifée  par  ces  fradions.     Qu'il  faille  trouver 

par  exemple  ,  une  fradionf«.il^-4-  — ,  il  eft  viû- 
ble  qu'il  n*y  aura  qu'à  trouver  une  ligne  x=^~^--^ 

-4-  i- .  1*.  Un  plan  a.x ,  dont  Tun  des  côtés  a  eft  donné ,  ^^ 

se 
égal  â  un  ou  â  plufieurs  plans  fî  compofe  qu'ils  puiiïent 

être  I  car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x 

égale  â  tous  ces  plans  divifée  par  a.   3^.  Un  folide  aa  x  "" 

o^^bx  ^  dont  deux  des  côtés  ^,  ^,  ou  ^,  ^ ,  font  don* 

nés ,  égal  d  plufieurs  folides  >  puifqu'il  ne  faut  pour  cela 

que  trouver  une  ligne  x  égale  i  tous  ces  foli'des  divifés 

par  le  quarré  ^^  ou  par  le  plan  ab.   4^.  Un  fur  folide^ 

é^ X  ou  ab€x  dont  trois  côtés  a^a ^a^  ou  a^b^  c  ^  font 

donnés /égal  â  plufieurs  furfolides  ^  puifqû'il  ne  faut  en* 

corepour  cela  que  trouver  une  ligne  x  égale  â  tous  ces 

furfolides  divifés  par  le  cube  a*  ou  par  le  folide  abc. 

£t  il  en  eft  de  même  de  plufieurs  produits  de  cinq  di- 

menfîons  ^  de  fix  &c.  que  Ton  peut  toujours  réduire  en 

tm  &ul  dont  cous  les  côtés ,  excepté  un/foient  donnés. 

C  O  K  O  L  L  A  I  H  X     t  L 

37^.  Dfi-LA  on  voit  que  pour  trouver  un  quar- 
ré  ^al  à  plufieurs  plans  donnés  ,  il  les   faut  réunir 

Oo  iij 
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tous  en  un  fcul ,  &  m^aver  enfuitc  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deuircôtés  ^  car  il  eft  clair  qu'elle  lera 
le  côté  du  quârré  qu'on  demande.  Qu'il  faille <»  par  exem- 

pie ,  trouver  un  quarré  xx  tzss  —  fiil!IliL_(les  lignes 

^)^>^>^>)^^>-^>  ^^^^  données) ,  je  cherche  une  ligne  ms^iL 

^^^^"""*^poaravoirunplanmg//-~li;ir'i!±:^.8e 

ayant  trouvé  une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les 
deux  côtés  û,  m^  d\jt  plan  em^il  eft  clair  que  xx  zzem 

ccet-^e  e  hh 

Pour  trouver  une  ligne  x  dont  le  quatre  x^foit  égal  â 
plufieurs  furfblides  donnés  5  je  cherche /comme  ci  defliis^ 
un  quarré  2;^^égal  à  tous  les  lurfolides  donnés  divifés  par 
le  quarré  a  a  donné  ou  pris  â  volonté.  Je  prends  enfuite 
une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les  deux  lignes  a  te 
2;^  &  je  dis  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande  ^  car  xx  «a»  4  4;^, 
6c ,  en  quarrant  chaque  membre  ^  x^,B»aax^z^pC^dï  à  dire 
x^  égal  à  tous  les  iurfohdes  donnes. 

379'  v2.t7  0 1  QUE  la  méthode  que  Ion  vient  d'ex* 
pliquer  Toit  gênerai  pour  tous  les  cas  poffibles  ^  iï  ne  s'en- 
fuit pas  néanmoins  qu'elle  Toit  toujours  la  plus  fîmple. 
C'eft  pourquoi  je  vais  donner  ici  des  exemples  partico- 
liers  que  Ton  refond  d'une  manière  plus  aifce  en  s'écar- 
tant  un  peu  de  la  méthode  générale ,  &  qui  pourront  fer- 
.  vir  de  méthodes  pour  tous  les  cas  fembiables. 

1^.  Soit  x  i^^lllZllïi.  Je  cherche  d'abord  une  ligne 
rr  li^  &  fubftituant  â  la  place  de  ab  fa  valeur  cm ,  je^ 


m 


trouve  X  ssîJ2=îfî:iI!  — :  cm^mm    j.^^  •    conuois  qu'eo 

faifànt  ^-+  m.c — m  ::  m.n^  j'ai  cette  quatrième  propor- 
tionoeJk  »  sr  ^-  Il  «ft  donc  viiible  qu'on  n'a  tu  bctoÎB  que 
de  deux  proportions  pour  trouver  la  valeur  de  x  ^  ai)  liai 
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que  fi  I^on  rente  h  méthode  ^nerale ,  on  trouvera  qu*it 
en  faut  au  moins  trois. 

2**.  Soit  xn;  r  aa^bî.  Je  fais  un  triangle reâangle» 
dont  Pun  des  côtés  —^,&  Tau tre  s^j  Ccfon  faypothe- 
nufc  fera  la  valeur  de  x.   Sïl  falloir  trouver  une  ligne  x 

—  l^  aa — ^^,  il  n*y  auroit  qu*â  trouver  une  mpyen-  ^ 
ne  proportionnelle  x  entre  les  deux  lignes  a ^  h  te 
d — h  }  car  fon  quarré  xx  doit  être  égal  au  produit 
des  extrêmes  a  a — bb.  Ou  bien  je  fais  un  triangle  rec- 
tangle  dont  Phypothenufe  rr^,  .&  l'un  àts  côtés  s^j 
l'autre  côté  fe5ra  la  valeur  dt  x. 

3^  Soit  XX  cs/i-f  4^ f — iîfif .  Je  prends  Thypothe- 

nufe  m  d'un  triangle  reâangle  dont  Tun  des  côtés  nzs, 

&  Tautre  s:  2  r ,  &  ayant  trouvé  Une  autre  ligne  »  sr  — , 

j'ai  XX  tr  mm^^nn  &  xS  A^»2wu-ji«'quc  je  refous <om- 

me  je  viens  de  faire  x  s  ^ aa — fl  dans  l'exemple  pré- 
cèdent. 
4^*  Soit  enfin  X5=s=ij/— .  eeiê^eihb  jç  p|.çQ jj  mjç  moyen- 

ne  proportionnelle  entre  les  côtés  ^//»  du  plan  af^ 
pour  avoir  un  quatre  M  c=^/Je  trouve  enfuîte  un  quarré 
mtntz:^  bb  ^  &y^^  un  autre  qnarré  nn  tzcc  ^  h  h  par 
le  moyen  de  deux  triangles  reâai^Ies  ^  comme  dans  le 

fécond  exemple ,  &  j'ai  par  la  (ûbftitution  xxà:±ssi^  î^^  j 
8t  rrcMivant  enfin  une  ligpeg—  ~,  il  yi^ijt  xwmr  s  /— eg 
que  l'on  refbud  comme  ci-deffus. 

PROPOSITION    IL 

Problcmc. 

380.  X  B.  o  u  V  E  n  /^/  racines  de  toutes  fines  i Egalités 
dm  fecùfid  degré. 

Tofites  les  Egalités  du  fécond  degré  fe  pett?ent  ré- 
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c  dwre  â  Tune  de  ces  deux  former ,  x  xtq:  <i  x — i  i  mo^oxt 

^>;  ^/  i  r./T-M  *  Art.  116  ^x  ^ax  ^ti  sno  '^cn  trouvant  une  ligne  a  *  égale  i 

toutes  les  quantités  connues  qui  ntiultiplient  rinconnucx^ 
«  Art.fji.  8c  un  quarré  èif*  égal  a  tous  les  plans  entièrement  coo» 
_  DUS.    Celapofé. 

;-  o  Fie.  tu.  *^  Soit^xx'-irax—  H  ^T^o.  Je  forme  un  angïe  droit 
C^ B  dont  l'un  des  côte*  Cl/i  trî^,  &  l'autre  coté* 
^Bz^i^^  ayant  mené  Thypothenufe  il c  prolongée  au 
delà  deC,  je  décris  du  centre  C&  du  rayon  c\A\  un  cercle 
qui  coupe  BC  en  deux  points  £ ,  D.  je  dis  que  les  droites^ 
WD^  BE  ^  lont  les  deux  racines  de  Tégaiité  propofée 
xxZ+ax — 66:(^avoir  BE  la racme  vraie, &  5DlafaufTé 
deTcgalité  xx  ^ax  —  6i  sr<?,  &  au  contraire  SD  la 
vraie  &  BE  la  faufle  de  Tégalitc  xx — ax — Ai  src. 

Car  Êaifant  B^Ezs,  x  ^  on  auca  B-DooBE^i-Eiy 
rr  4«/  -f  X  j  &  fi  Ton  fait  il  P  s  —  ;c  >  on  trouvera  B  E 
ou  BD  —  E  D  S=:  —  X  -r-a.  Donc  en  Tun  &  l'autre  cas 
ns^BEz:!  xx^  ax  tz^ B  (ki)  par  la  propriété  du 
cercle,  c'eft  â  dire  xx^ax  —  éfi  tno.  Au  contraire  Sl 
Von  fait  SDKxOu  B£ss— -x^oo  trouvera  D £»£ £ 
ZZ  XX  —  ax  tuSt  ou  xx-^^ax'^ii  S^. 
Fie.  XI),  r  ^.'SokJcx'^ax^a  K^.  Je  forme  comme  dans» 
le  premier  cas,  un  angie  droit  C\/i  B  dont  l'un  des  côté» 
C^  5rî->,&  ta  litre  -^^^îri  î&  ayant  meiié  une  droi. 
te  indéfinie  irOparallele  â  ^C^  je  décris  ducentre  Ctc 
du-rayou  Çui  un^arc  de  cercle  qui  coupe  la- ligne  B  Daux. 
points  £ ^ D.  Je  dis  que  les  droites  BE^B D ,  iont  les  ra- 
cines-tJe^régafieé  propofce  xx^a^^  ^  bh  zzo  :  (^voir 
les  deux  vraies  de  Tégalitc  xx — ax^hb  s:.^,  &  Ici 
deux  faufles  de  l'égalité  xx  ^ax  ^  ht  zz.o. 

Car  achevant  la  demi- circonférence  j4E  DIT  ^  ic 
menant  les  parallèles  EF^  DG  à  ^ £  i  on  aura  en  fat- 
fant  B  E  ou  ^  F  S  x  -,  le  reAângle  A  F  ^F  H  zzax 

— -XX  srf£.  (^^)  par  la  propriété  du  cercle.   Demê. 
me  fi  Ton  fait SDou  «/^G:=;  x,  on  aura  ^G^GH  tzax. 

—  xxZLGD^(hb)  Lc'c(t  i  dire  en  Tun   &   l'aAitrc 
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cas  xx—'ax'^Ai  'szo.  Si  l'on  vent  que  Bfi  otf^ /•  ;:S 
: — x,&  BD  o\s  AG  Si — x,.on  trouvera  ^ /•  >c  F H^ 

^GnGH  zz — XX  —  ^^Si^^'ou  G~D\H)c'e(ki 

dire  x  x  -4—  a  x  -f-  ^  à  ST*^ 

Si  le  cercle  qura-pour  centre  le  point  C,  &  pour  rayon 
la  droite  CA\,  ne  coupe  ni  ne  touche  h-  parallèle  BD- 
(ce  qui  arrive  toujours  lorfque  AB  furpa^Te  c^)  j  les  ra-^ 
cines  de  l'égalité  feront  toutes  deux  imaginaires  :  maiss'ii 
)a  touche ea  un  point ,  le»^eux  racines  BE^Biy» devien- 
nent égales  chacune  au' rayon  C^^ 

R  E  M  À  K.  QJO  K. 

581.  \^  OB-SQUE  dan»  une  égalité  l'incomiue  ne  fe  rent 
contre  qu'au  quatrième  &  au  iecood  degré ,  on  peut  tou- 
jours réduire  cette  égalité  en  une  autre  oit- l'inconnue  ne 
monte  qu'au  fécond  degré  :  de  manière  que  ces  fortes  d'é- 
gali^s  ne.  pailèat  que  pour  être  du  fécond  degré. 

S.oitçArexcmp\cz^—aaKK-—aaèA:=:a.  Je  fuppofe  F  i  c.  1,4^ 
une  inconnue  x  qui  foit  telle  que  fon  redaogle  par  la 
donnée  a  Sait  égal  au  quarré  i^j^y  ce  qui  donne  ax:zi  s^ir 
Et  mettantirla  placede  i^x^cene  valeur  a  jp,  &  à  h  pls^ 

cède  C^on  quarré  v^rfxx, je  change  l'égalité,  donnée       .    . 
^_-rf  a  zj(, — a  a  bhmmB  en  cette  autre  x  x — a  x — h  b  ^mo^ 

cÂ  l'inconnue  x  ne  monte  ooîau  fécond  degré.  J'en  cherl 

che  les  racines  x,  comilie  l'on  vient  d'enici^er,  &  preî 

oontdesinoyennes  proportionnelles  entre  la  donnée!^  & 

les  valeurs  de  fcs-  racines ,  je  dis  qu'elles  exprimeront  les 

▼ftleurs  cherchées  de  rinconmii}  f^tcit  qui  eft  évident 

PHaPOSITION    UL 

Problème. 

,351.  1  ».o  u  V E  t^ftir  une  antrt  vty«  Us  racines- dep 
èyilifés  dmftcnâ  degré  Jans  ^UfêitntceffMredechaw^rleu, 
éUnutr  termc.en  MH  ^rré, 
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1».  Soit  xxZ^ax-^bcrrzo.  Ayant  âécnt  un  cercle 
quelconque  ^3D  y  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moio. 
dre  que  les  données  atii  —  r  je  fuppofe  ici  quei  fur- 
paiTef)  j  on  infcrira  dans  ce  cercle, â  commencer  par 
un  de  fes  points  quelconques  ^ ,  deux  cordes  ^  B  zza, 
jiD^t  —  f  :  &  ayant  prolongé  ^  D en  J en  forte  que 
JÛFzz  c^on  décrira  de  fon  centre  C,  &  du  rayon  CF ^ 
un  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points  -F,  £, 
G ,  H  »  les  cordes  ^D^^n  prolongées  Je  dis  que  ^(? 
eft  la  vraie  racine ,  &  ^  ff  la  faufle  de  l'cgalité  *x-f  a x 

,    bc:=iO'yti  qu'au  contraire  ^  <;  eft  la  FaufTe  ,6c^H 

eft  la  vraie  racine  dcxx — ax —  6c  t^o. 

C^T  ^F  ou  ^D-^- DF:s6y  DF  o\i  :^Ezzc, te 
faifant  ^G  oxx  BH  s=x  ,  on  aura  j4 H  r:4«-f  *.  Or 
par  la  propriété  du  cercle  F.GFH^  le  redangle  E^nAF 
{bc)  xr.G^*AH  (xx'+ax)  Si  l'on  tait  à  prefeat 
AH  5=— Jf  ,on  aura  AG  on  £  H  ou  AU  —  ^B  s 

— X a ,  &  par  confequent  G  A  h  ^H  ssxxHrax  corn. 

me  auparavant.   Donc  foit  que  Ton  ^ile  ^  Or  ^  x  \>ii 
ÀH  :=i-^XyOn  trouvera  toujours  xx'-+ax — ^fsr*« 
On  prouvera  de  même  que  ^  G  eft  la  racine  fauâe ,  U 
A  H  h  vraie  de  l'cgalite  xk-t^mx  —  bc  szp. 
Fie  M<.       **•  Soit  *x-+rfx-+^f  =*.   Ayant  décrit  uîj  cercle 
'  quelconque  ÀBDy  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moio- 
dre  que  les  données  a  &  b^-^  r,  on  infcrira  dans  ce  cer- 
fle,  à  conameocer  par  un  de  fes  points  quelconques  A  y 
deux  cordes  AB  zz^i^AD  Tlb-^-e  :  6c  «y*nc  pris  ftf 
vtf  i>  U  partie  DFzic^oa  décrira  de  fon  ceacre  C  8( 
du  rayon  l  /  un  «utre-  cercle  conceocriqne  qui  covpen 
les  cordes  ^  D .  ^ ^ , aux  points  F,  £ ,  G, /f.   je  di» 
que  AG  tL  AH  font  les  deux  racine?  vraies  de  Tegalt. 
te  XX — rfX-+^/S=»,&  les  deux  fauifcs  dexx-f  «« 
^bc  ==  «.    Cela  fe  démooir/S  deinême  que  dans  le  pre- 
mier cas.  ' 

Si  le  cercle  qui  a  pour  nyon  CF  ne  tout^oitfli  oe  rcn- 
contrott  ia  lign«  v^^  en  aucun  point»  il  stnfuivroic  que 
les  deux  racines  de  l'égalité  feroîent  imaginaires. 
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Avertissement. 

Tout  Tarrifice  dont  je  me  (ers  pour  conftrmre  Ics^ga^ 
lités  qui  n'oot  qu'une  inconnue ,  ou  pour  trouver  lés  ra- 
cines ,  confiile  à  introduire  dans  cette  égalité  une  nou- 
velle inconnue  ,  en  font  qu'on  en  puifle  tirer  plulieurs 
équations  qui  renferment  chacune  les  deux  inconnues 
&  qui  foienc  telles  que  deux  quelconques  de  ces  équa« 
tions  renferment  enfemble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propofée  ^  car  autrement  en  faifant  évanottftr  l'io. 
connue  nouvellement  introduite  y  on  ne  retrouveroit  pas^ 
Tégalité  propofée.  Je  choifis  enfuite  entre  ces  équations^ 
deux  des  plus  (impies  ^  &  en  ayant  confirait  feparément 
les  lieux  fleurs  points  d'ioterfeâions  me  donnent  les  ra- 
cines que  je  cherche.  Il  y  a  de  Tartâ  introduire  Tincon- 
nua }  car  il  faut  que  les  lieux  que  Ton  tire  de  la  pro|!o. 
fée  $  fbient  les  plus  fimples  qu'il  fe  puifle  :  par  exemple , 
fi  l'égalité  eft  du  quatrième  degrés  il  faut  que  les  lieux 
des  équations  qu'on  tire  ne  paflent  point  le  fécond  degré  > 
que  parmi  ces  lieux  il  y  ait  toujours  un  cerclé  comme 
étant  le  plus  (impie ,  &  auffi  une  Parabole ,  une  Hyper- 
bole  équilatere  &c  Or  c'eft  ce  que  j'ai  tâché  d!execQ«^ 
ter  dans  les  Lemmes  &  les  Propofîtions  qui  fuiveot. 

LEMME    FONDAMENTAL. 

/^0$fr  U  cmftrmQim  des  Egalités  dm  traifême  ^  dm  quatrième 
^S^^  »/^^  ^  Mtff m  d^un  cercle  ^  (^  iûrteParabele  donnée. 

38)t  Soit  propofée  Tégalîté  ** -f-  tbx^^dc xx 
•^^aadx  —  ^'/«s^^dans  laquelle  x  efl  l'inconnud,  & 
0yh^€^dyfy  £>nt  les  doQnées  y  &  fbit  fnppofce  une  au^ 
tre  inconnue/  telle  qiM  fon  reâangle  par  la  connue ^  , 
(bit  égal  au  reâangle  de  x-f^i  par  x.  Ce  qui  ilonne  le» 
équations  fuivantes. 

1*.  ay  ssiXX'^bx  y  de  laquelle  quarrant  chaque 
membre  ;  on  trouve  x^^ibx^^  bhxx7=: aayy  i  & 
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mettant  à  là  place  de  x^^  iàx\{sL  vzkuraayy' —  iixx 
dans  régalité  propolee  x^  &c  on  la  changera  en  cette 
;  féconde  équation. 

jc   y  y  —  ttxx^tx  K — dx — afsem  0 ,  dans  laquelle 

mettant  à  la  place  de  x  x  (a  valeur  ay — bx  trouvée  par 
le  moyen  de  la  première  équation  ,  i^.  Dans  —  ÏLxx. 

1^  Dans  î- X X.  3®,  Dans  —  iixx-+-ixx,on  arrivera â 

#    -  MM  M 

ces  trdis  difierentes  équations. 

;    i^.  yy  —  -7^^*— ^^^^^""^^ — aft^o. 

aC^   my ^XX^Cy tix dx étfacnO. 

'      ^       ^-^  MM  ^ 

S«.  yy-+-f»— — y  — i.'*-hi!x  — ^x  — ^/«».Si 

Ton  retrancke  de  cette  cinquième  équation  ,  la  première 
xx-f-éx  —  aytmo^Sc  qu'enfuite  on  la  lui  ajoute  ^  on 
aura  ces  deux  autres. 

^\  yy-\-cy  —  ^ly^ay — xx  —  bx — ÏLx^^lx 

—  dx* — af^o. 

Y^yy-^^y—^y — ay-^xx-^bx^tix^^Lx 

'  i»  M  MM 

*--^dtc — af^mo. 

Maintenant  fi  l*on  prend  pour  les  inconnues  x  hiy  deux 
Hgnes  droites  ^  P ^  P M y<^\  faflènt  entr'elles  un  angle 
quelconque  ^ P  M ^il  ck  évident  que  le  lieu  de  la  pre- 

•  ^n.  $im.  miere équation  eft  *  une  Parabole  :  que  celui  de  la  féconde 

peut  être  une  Parabole ,  une  Eliipie,  ou  une  Hyperbole 
félon  que  bb  cfï  égal,  moindre  ,  ou  plus  grand  que  ac-^ 
que  celui  de  la  troifiéme  eft  une  EUipfe,  qui  devient  un' 

*  jirt.  jifc  ceccle*  lorfque  t^aU  que  Tangle  ^^M  eft  droit  :  que 
&  5^9.  cekii  de  la  quatrième  eft  une  Hyperbole ,  qui  devient  équii 
^Art.  }||.  Jatere  *  lorfque  b-=sa:  que  celui  de  la  cinquième  eft  enco- 
&  iitj^       re  une  Parabole  :  que  celui  de  la  fixiéme  eft  une  Hyper* 

bole  équilatere  :  &  enfin  que  le  lieu  de  la  fepticme  eft  on 
jcercle,  lorfque  Var^lt^  P  M  eiï  droit. 
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384*  0*1  h  Y  avoît  —  1  i  x'  dans  l'égalité  propofée 
au  lieu  de  H*  z^^%  il  faudrait  changer  dans  toutes  les 
équations  les  fignes  des  termes  où  ^  ie  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire  ^  &  fi  le  fécond  terme  mahquoit^ 
il  Taudroit  effacer  tous  les  termes  oiiJ  fe  trouve.  Il  en 
eft  de  mên^  à  Tégard  des  autres  termes  de  Tegalité  pro- 
pofce  par  rapport  aux  lettres,  r,  rf,/,  qu'ils  renferment. 
Mais  Ton  doic  remarquer  que  dans  tous  les  differens 
changemens  qui  peuvent  arriver ,  le  lieu  de  la  première 
équation  fera  une  Parabole  ,  celui  de  la  fixiéme  uner 
Hyperbole  équilatere ,  fie  enfin  celui  de  la  dernière  toû. 
jours  un  cercle  lorfque  l'angle  ^  PMcik  droit. 

Kemak  q^u  1    I  L 

3^5-  O  N  a  choifî  pour  première  équation  xx^ix 
w^j^^  plutôt  quçxx^m^txwamayou  amplement  xxoB^jf) 

Eirce  qu'en  quarrant  chaque  membre  de  cette  éâuaCiOn, 
s  deux  premiers  termes  du  premier  membre  lont  les 
mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  l'égalité  propo- 
fée X*  ^- 1^  AT*  &c ,  &  qu'ainfi  on  peut  les  Mire  évanouir 
tout  d'un  coup.  Ce  qui  donne  une  nouvelle  équation 
dont  le  lieu  n'efl:  que  du  fécond  degrés  &  qui  étant  com. 
binée  en  différentes  façons  avec  la  première  ^  fert  à  en 
trouver  (  comme  Ton  vient  de  voir  ).plùlîeurs  autres ,  dont 
les  lieux  n'étant  que  du  fécond  degré ,  ie  conftruifent  ai« 
fement ,  parce  qu'elles  ne  renferment  point  le  plan  xy  y 
&  entre  lefquels  le  lieu  de  la  dernière  équation  efl  toû« 
jours  un  cercle ,  en  fuppofant  que  les  inconnues  x  iiy 
fafiènt  entr^Ues  uti  angle  droit. 
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PROPOSITION!  V. 
Problcmc. 

}S^.  ll^OUVBa  Us  racines  de  ^iyilitè  fnfêfii  x^ 
-f-*ibx*-4«acxx-»aadx.é-a'£»io^/ip'/^  meyendmnÊ 
Parabole  (^  dlun  cercle. 

F I  G.  117.  Ayant  pris  pour  les  inconnues  &  indërerminëes  x  tcy  ^. 
les  deux  lignes  droites  ^P ^  PM^qui  faâenc  entr'elles. 

^  jtrt.  ^19.  lin  angle  droit  j4  P  M  î  je  conftruis  *  d*abord  la  Para, 
bole  qui  eft  le  lieu  de  la  première  équation  du  Lemme, 
JU  enfuite  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  là  (epticme  :  &  leurs 
interièâions  n>e  fervent  i  découvrir  les  différentes  va« 
leurs  de  Tinconnuë  x  qui  feront  le»  racines  de  Tégalité 
propôfée.    Cela  fe  fait  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  A  P  prolon^  de  Tautre  côté 
de  j4  la  partie  AD  sr-;^,  on  mènera  par  le  point  B 
une  parallèle  i  P  M ,  fur  laquelle  on  preinira  )a  partie 

i)  C  —  —  du  côté  oppofé  à  PM^  &  on  décrira  de  Taxe 

CD  qui  ait  fon  origine  en  C,  &  dont  le  paramètre  foie 
égal  â  la  donnée  ^/une  Parabole' Jl/CJIf:  Cela  fait  on 
mènera  par  le  point  fixe  A  une  parallèle  A  j^à  P  Af  1 

iur  laquelle  ayant  pris  la  partie  AB  tz\a^ii — Le 

-ssCïrg  pour  abréger  ^  on  tirera  parallèlement  iAP  la 

droite  B£  ssi^  H^^^fçavoir  —  ^lorfque  ^B  CS-l-g 

c*eft  i  dire  lorfque  la  valeur  de  ^  i?  eft  pofidve  ,  & 

^if  Ic^fque  A£  fz — g }  en  obier vant  de  prendre  00 

mener  ces  deux  lignes  AB^BE^àa  côté  de  P  M  loti. 
que  leurs  valeurs  lont  pofitives  ^  &  du  côté  oppofé  lorC 
qu'elles  font  négatives.    Nommant  enfin  E  .A^m^^on 

décrira  du  centre  £  ,  &  du  rayon  EMm  t^ mm  ^¥^af 
un  cercle }  &  menant  des  points  M  où  il  coupe  la  Para- 
bole des  perpendiculaires  MP  fur  la  lign^AP  :  les^par- 
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tïes  A  P  ait  cette  ligne  marqueront  les  racines  de  l'éga- 
lité ,  fçavoir  les  vraies  lorfque  les  points  P  tombent  du 
côté  où  l'on  a  fuppofé  P  Mtn  faifant  la  conftruâion ,  & 
les  faufles  lorfqu'ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  prolongeant"  Jlfj^ parallèle  à  ^P,  &  qui  ren- 
contre  Taxe  CG  au  point  L  ,  on  aura  ML  ou  ^P 

-H-^D  S=x-+ï^^,  CL  ou  iliP-+Z)Cs=y-f  —  »& 

par  la  propriété' de  la  Parabole  ML  ^mC Lna^c'ç.^  i 
dire  XX  -^bx-^^bb  sZjbb^  ay\  ou  xx-f  ^Jf  Î=S''/ 
qui  eft  ia  première  équation  du  Lemme.  Maintenant  fi 
Ton  prolonge  E  B  juiqù'à  ce  qu'elle  rencontre  P  M  en 
Jî,  &  qu'on  tire  le  rayon  £  ^ ,  on  aura  i  caufe  du  trian- 

gle  redangle  E,RM  le  quarrc  £  Af*—  "eR-^ILM* 

w^Ëb*  -+  1 EJB  *  JB  R-*  £  IL  -^PM*  —  xÀJStPM 

-f  A£*n  T£*  -f  B~Â*  -+  af  par  la  conArudion  j c'eft 

à  dire  en  effaçant  de  part  &  d'autre  les  qoarrcs  £  B* 

MAyti.  mettant  pour  xA£  fa  valeur  -»  -f  £*  . c^ic 

pour  i£E  fa  valeuriil— ^  ou  ^  H- ~ — if  —  d^  & 
pour  S  R  OM  A  P  U  PM  leurs  valeurs  ;»;  &j^,  la  fcptié- 
rae  équation  >^^-ff/ — dy — kl  y  ^xx^  bx  H-— i 

—  ^^ — dx^af^  dans  laquelle  fi  Ton  met  à  la  place 

et  y  fa  valeur  iiiii  trouvée  par  la  première  cquadoo, 

&  à4a  place  de  y  y  le  quarrc  «de  cette  valeur  ;  oi  retrouve 
j'equatioa même  propoiee x^^xhx^ ^ax^ K^r-^^ ^dx 
.— ^Vs^^*  P*^^  l*^"  v<^ic  que  la  ligne  ^T'exprime  une 
Taci&e  vraie  de  cette  égalité. 

Si  Ton  obicrve  de  prendre  — x  pour  AP  Zc^  pour  P -W, 
lorfque  ces  lignes  i^ombent  du  côté  oppofé  où  on  lei  a  fup- 

rfèes  en  Êiiiant  la  cosfSttxxGtxon  ^  on  trouwra  toi^îours  par 
propriété  de  la  parabole  la  première  équation ,  &  par 
la  propriété  du  cercle  la  feptiéme.    Donc  &c. 
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387.  Il  eft  vifiblc  qu'on  rendra  la  conftruâion  prcw 
cedence  générale  pour  toutes  les  (égalités  du  troifiéme  & 
du  quatrième  degré,  &  qu^on  y  employera  toujours  une  Pa* 
rabole  qui  ait  pour  le  paramètre  de  Ton  axe  une  ligne  don- 
née ^  i  n  l'on  oJbferve  i^  De  multiplier  pàrfe racine x  Tcga^ 
litc  lorfqu'elle  n*eft  que  du  troifieme  clegrë>  &  de  prendre 
^  Art.  y^û.  une  ligne* 2^  cgaleà  toutes  celles  qui  multiplient  x*,  un 
^Art,  J77.  pl^^  *  ^^  ^g^l  à  ceux  qui  multiplient  xx\  un  fôlide  a  ad 
çgalaux  fotides  qui  multip^^enc  x^  &  enfin  un  furfolide  a^f 
égal  aux  termes  entièrement  connus  de  l'égalité  donnce. 
z®.  De  changer  dans  les  valeurs  des  lignes  ^Z) ,  DC^  A£^ 
BE^EM  ^qui  déterminent  laconftruâion  de  la  Parabole 
&  du  cercle ,  les  fignes  des  termes  où  i  fe  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire  s'il  y  a  —  i^xMans  l'égalité  don^ 
oée^  parce  qu'il  y  avoir -j- 1  ^  j^^^  dans  celle  du  Problè- 
me^ &  d'efFacer  tous  les  termes  où  i  fe  trouve  fi  le  terme 
lix'  manque  ,  parce  qu'alors  ^  s^; comme auflî  défaire*' 
la  même  chofe  à  l'égard  des  termes  oxxCyd^fyk  rencon- 
trent.  3*,  De  prendre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de 
/^Af  lorfqu'elles  font  pofîtives  ,  &  du  coté  oppofé  lorf* 
qu'elles  font  négatives,    On.  aura  donc  ^D  :^  Hri,&^ 
fçavôir — ^6  lorfqu'il  y  a  ^xifx\  &-|-4^1orfqu'il  y 

a~i.^je'j^i?Sî^H-tizî:i^!=^g,fçavoir~^r 
lorfqo'U  y  a-f«^rArx,&-f-lr  lorfque  c'eft- — mcxx^, 
ME  sr  Zt^ -+  T^>  i^voir  — f£lorfque  •/rf-ff  »  -+s, 
le  qu'il  y  a  -f  i^A?\  ou  bien  lorfque  ^B  {=: — g^  & 
qnil-y  a  —  2^  x*  j  &  au  contraire  •+  tS  lorfque  ABin 
•+g&  qu'il  y  a  —  1  ^a:%  ou  bien  lorfque  ^^  S  —  g& 
qu'il  y  a  v+^iix^^c'eft  â  dire, —  filor/que  k$  valeurs 
de  -^-B  fie  .^D  font  l'une  ^ofitivc  &  l'autre  négative^ 
&*4^i£  lorfque  ces  valeurs  font  toutes  deux  ou  pofiti- 
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▼es  ou  négatives  )  ^  comnie  auffi    Hr^d  lorfqii'il  y  a 
- — a^dx^U  —  I  d  lorfque  c*cft  ^aadx  :U  enfin  £  -M 
s=  rmmZÇ.  af^  fçavoir  H* ^/lorfqu'il  y  z^^a^f^ hi^^af 
lorfque  c'eft  •+^'/    D'où.Ton  tire  cette  conftrudion 
géométrique  qui  efl  générale  pour  tous  fescas. 

Une  Parabole  ^Cil^qui  a  pour  axe  la  ligne  C  G  dont  Fie.  xi7« 
le  paramètre  eft  égal  â  la  ligne  a ,  étant  donnée  ^  &  ayant 
réduit  Tégalité  propofée  fous  cette  fornne  x*  ZJT 1  ^x^ 
'Zfacjcx  ^^^^xT^T^'/rs^j  on  mènera  une  ligne -/^iî 
parallèle  à  Taxe  CG  qui  en  foit  dillanee  de-i^  *  d4i  côté 
droit  4e  cet  axe  Igrfqu'il  y  a  ^^bx^  dans  Tégalité  don- 
née ,  &  du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a  —  xbx\  On  tirera 
par  le  point  ^  où  la  ligne  ^J?  rencontre  la  Parabole ,  une 
perpendiculaire  ^B\\xv  Taxe  CG  5  &  on  prendra  fur  cet 
asee  les  parties  DF tBM^a^FGxsixCD  toujours  du  côté 
oppofé  i  fon  prigine  C^  &  la  partie  G  JC  «■  f  c  vers  fon 
origine  C  lorfqu*il  y  a  -^  acxxy  &  du  côté  oppofé  lorf. 
qu'il  y  a  —  ^  ^  X  X.  On  mènera  enfuite  par  les  points  dé- 
terminés A^F^  une  ligne  droite  indénnie  ^i^,  &  par 
le  point  K  une  perpendiculaire  d  Taxe  qui  rencontre 
^  F  en  H  y  &c  on  prendra  iur  cette  perpendiculaire  la 
partie  H  £  a«4  ^  ^^  ^^^  ^  ^^î^  lorfau'il  ya-— ^^^/x,& 
du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a  -f  aadx.*  Cela  feit,  on  dé* 
crira  un  cercle  du  centre  -B,  &  du  rayon  EM^^^A E^ 
lorfque  le  terme  ^'/manque  dans  Tégalité  donnée ,  c*eft 
â  dire ,  lorfqu'elle  n*eft  que  du  troifiéme  degré  :  mais  lorf- 
qu'elle  eft  du  quatrième  ^.on  prendra;  (  après  avoir  nom* 

mé  AE-^  îw  }  )  le  rayon  ÉM ^=a^V  m  m'Z^  aj^  fçavoir 
^  4fs\\  y  a  —a'f,  &  — ^/s*il  y  a  -+  a^'f.  Enfin  des 
•points  M  où  ce  cercle  rencontre  la  Parabole  donnée ,  me^ 
nant  des  per^ndiculaires  M  ^fur  la  ligne  A  B  5  elles 
ierodt  ies  rjicines  de  Tégalité  donnée  jfça voit  celles  qui 
'tombent  du  côté  droit  de  cette  ligne ,  les  vraies,  &  celles 
jqui  tombent  du  côté  gauche  ;  les  fàuffes. 

Car  prolongeant  H  K  jufqu'à  ce  qu*elle  rencontre  la 
ligne  ^^  au  point  J?^  on  a  pai  la  conftruâion  ^iC  ou 
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^Z^ÈsnTrik  feivoir^i-4^  lorfqull  y  a  -4-  i*x»,& 
•)-46  lorfque  c'eft  — x6x*  i  &  par  la  propriété  de  la 

Parabole,  CI>  5=-.   Donc  D  G  oaDP-4-J'G  &=;-« 

voir  — 4 f  lorfqu'il  y  A-^acx  x  ,  Sc-^-^c  lorfqu'ii  y  a 

—  acjtx  ifc  l'on  doit  obferver  que  le  point  £  combe  da 
côté  de  PM  lorfque  ^£  S-l-S  ,  cieft  à  dire  lorr<|ue 
h  valeui  eft  pofitive  ,  &  du  côté  oppoië  lor/qu'elle  cft 
négative..  Or  à  caufe  des  triangles  femblables  ^DF, 
^^H,  on  aura  Pi' (  j-i).  D^  (I+T^)  ::  ^^(t+g). 

£H  ^^tit  fçavoir-ï- il  lorfque  les  valeurs'  de  ^D 
tcàt  AB  font  toutes  deux  pofîtives  ou  négatives  »  & 

—  i£  lorfque  l'une  d'elles  eft  pofitive  &  l'autre  ne^ive. 

Et  partant  BEt^^tl^ld^  fçavoir  —  Id  lorfqu'ii  y  t 

^-<*4«<ix,&-J-i^lorfqu'ilya-f-<«rf4^X}&  l'on  doit enco. 
ce  obferver  que  le  noiot  £  tombera  du  côté  de  FM  lorfque 
la  valeur  de  £  £  eft  pofitive ,  &  du  côté  oppofé  lorfau'elle 
cft  négative.  D'où  U  eft  évident  que  par  le  moyen  de  cec 
ce  conftrudion  on  déterminera  dans  cous  les  cas  poffibles, 
toûj^ours  comme  il  cfk  requis,  le  centre  b  du  cercle. 

Si  le  fécond  terme  ibx*  manquoic  dans  l'égalité  don* 
née ,  il  eft  clair  que  lés  lignes  uiB^AF^  tomberoientfur 
l'axe  c  G ,  enforçe  que  les  points  ^^Djt  confbndroienc 
avec  l'origine  C  î  puifque  b=ô.  Et  par  confequent  le 
Fie.  iiJ.  point  G  comberoic  fur  le  poinc  F,  &  les  points  iï, J9, fur 
le  point  K  îce  qui  rend  la  conftruddon  générale  beaucoup 

f>lus  fimple.  Car  il  ne  faudroic  alors  que  prendre  fur  l'axe 
a  partie  C/= 1^  toujours  vers  le  dedans  de  la  Paraboles, 


;  lorfqu'ii  y 

ver  le  refte  comme  dans  la  conftruûion  générale ,  en  obu 
fervant  (}u*ici  JS  C  s=r  m. 
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De  même  (i  le  terme  acxx  roanqae  ^  le  poînc  K  tom^  F  i  g.  ii7« 
bera  Car  le  point  OiScû  c'eft  le  terme  aadx^lt  centre 
E  du  cercle  tombera  en  if . 

C  O  K  O  L  L  A  I  B.  E      II. 

3B8.  O  N  peut  encore  trouver  une  conftruâion  plus 
(impie  pour  les  égalités  du  troidéme  degré  qui  ont  pn 
fécond  terme  ^  en  les  mokipHant  par  Tmconnuë  plus  ou 
moins  la  tjnantité  connut  du  feccmd  cerme ,  fçavoir  plus 
cette  quantité  quand  le  fécond  terme  eft  afiedé  du  J^e 
' —  i  &  moins  cette  quantité  loHqu^ly  a  le  ligne  •-)-  ^  ce  qui 
donne  une  équation  du  quatrième  degcé  c^  ie  iecond 
terme. eft  évanoui.  Qu*il faille  ,  par  exemple  j  trouver 
les  racines  de  Tégalitc  du  troidémé  degré,  xV — ixx 
^éfx^aaq  c^  ;  je  la  "multiplie  "par  x^b  pour 
«voir  d'égalité  4^  quatrième  degré ,  jk^  '^^ifxx^  aaqs 
^aaèq  tzzos    .  — bbxx^abpx 

dGtns  Uquelle  le  fécond  terme  eft  évanoui  ^  je  me  kts  i. 
prefent  de  la  amftniâion  ope  Ton  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d'égalités  où  le.  fécond  terme  manque , de  j*ai 

&  le  rayon  du  cercle  BMi^f^  mmmmhif  :  ce  «fui  doope 
ceue  cooftruûion. 

.  Ayant  mené  une  parallèle  â  l'axe  CD  qui  en  Coit  âiC.  Fie.  219. 
tante  vers  le  côté  gauche  d'une  ligne  égale  à  ^ ,  &  qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  ^ ,  je  tire  par  ^origine 
C  de  l'axe  la  droite  CA ,  fur  laquelle  j'élève  par  k>a 
point  de  milieu  ^  une  perpendiculaire  ^défifiie  o  G  apà 
rencontre  l'axe  tu  point  G.  je  prends  {wr  l'axe  vers  Ion 
origine  c  la  partie  G  K  ^\pyii  ayant  tiré  par  le  point 
K  une  perpendiculaire  à  l'axe,  qui  rencontre  la  ligne 
o.G  au  point  H  ,  je  prends  fur  cette  perpeodicnlairt 
prolongée  du  côté  de  fl  la  partie  fîE  sff ,  &  je  dé- 
cris  du  ceati«  £  &  do  rayon  £  ^  un  cercle.  Je  dis  qu'il 
coupera  la  Parabole  en  des  points  M  9  d'où  ayant  abaiA 
'  fc  fur  l'axe  des  perpendiculaires  MQ^  celles  qui  feront 
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à  droit ,  marqueronc  les  .vraies  racines  ;  '&  ceHes  qui  fe. 

ront  à  gauche  ^  les  ÊiuiTes  de  l'égalité  propofée  x*,mmixx 

'^afX'^daqmmo, 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  ^2>,  o  Z>  (âr 
Taxe  )  on  aura  par  la'  conitruâion  AD^b^ti  par  la 

propriété  de  la  Parabole  CD  E=~.   Donc  ptMfque  CA 

eft  divifée  par  lé  milieu  en  O ,  les  triangles  iêmblables 
c^D,  COZ  ,  donneront  OX  c=7^,  CZ  eriij  &  i 

cawÊ  de$  triangles  reâangles  femblables  CZO-,  OLG^  . 

onaura.CZ(^).'Xb(7^)::ZO(i*).ZGc=7'*,&         i 

par  confequent  CE.  ou  C£  -f  X<7— ^G  jc  ss7<«-f  ^ 
•—7^.  De  plus  à  caufe  de»  triangles  femblables  GZ  o, 
G  v?c  H ,  on- trouve  3C /f  s=  il ,  &  ic  J=f -f.  if  jB  ou' j:  « 

^^^H^tlqui  tend  du  côté  gauche  de  l'axe,  comme 

il  e(): prefcrit  dans  la  conftruâion  lorfqo'il  jz-+'aéidx. 
Le  point  e  eft  donc  le  centre  du  cercle  lequel  doit  dé- 
terminer par  Tes  interférions  avec  kiPaxabole  donnée  tou^ 
tes^  les  racines  de  Tégalité  du  quatrième  degré  x^  r\^ 
apxx  êcc.  Or  comme  les  racines  de  cette  égalité  font 
celles  de  la  propofée x' — bxxm^^afx^adq  sr^^avec 
une  faulTe  AD  (k)  i  il  s'enfuit  que  ce  cercle  doit  pafler 
par  le  point  A.   Donc  &c. 

On  neut  encore  s'aiTurer  par  le  calcul  que  EA^fklt 
rayon  du  cercle  cherché.  Car  menant  ES  parallèle  à 
Taxe  ,  on  aura  (à  caufe  des  triangles  reâangles  EBA^ 
£  /C  C  )  les  quarrcs  des  hypotfaenufes  E^  mm  £Ï*  -^  ^BA 
uTc^mm^K^-^KE^  &  par  confequent  il  s'agit  de 
prouver  que  eb^  ^l^^cmEK  ^KC  —  ^  f ,  puifqu'çn 
doit  prendre  EM:=:  j/^mm^bq.  Or  en  mettant  â  la 
place  de  ces  lignes  de  part  &  d'autre  leurs  valeurs  analy» 
tiques ,  on  trouvera  \ts  mêmes  quantités.  Et  c*eil  ce  qui 
doit  arriver ,  ii  le  rayon  cherché  EM^E^A. 
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Pour  rendre  cette  conftradion  générale ,  il  faut  ob- 
fcrver  i^.  De  mener  du  côte  gauche  de  Taxe  la  parallè- 
le qui  en  efl:  diftante  d'une  ligne  égale  à  b ,  lorfqu'ii  y  a 
^bxn  dans  régalité  propofée,  &  du  côté  droit  lorfqu'it 
y  a  H-  ^  XX.  x^  De  prendre  fur  l'axe  G  K  «i^  du  côté 
de  ion  origine  C lorfqu'il  ysL  H*  apx  ^6c  du  côté  oppo- 
fé lorfqu'il  y  a — apx.  3^  De  prendre  HE^^^q  du  cô- 
té gauche  lorfqu'il  ya--f^^f)&du  côré  droit  lorfqu'il 
ya— ^^f.  Tout  cela  eft  trop  évident  pour  m'arrâtcr  â 
le  démontrer  en  détail. 

R  E  M  A  1^  c^^  £    !• 

38^.  I  L  eft  ^^opos  de  remarquer,  i®.  Que  (î  le  cer-^ 
cle  ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu'en  deux  points ,  il 
s'enfuivra  que  Tégalité  propofée  n'aura  que  deux^  racines 
réelles  lorfqu'elle  eft  du  quatrième  degré,  &  qu'une  feule 
lorfqu'elleeft  du  troînéme,  &  les  deux  autres  ti^agin^lrfs  : 
comme  dans  la  figure  119.  où  le  cercle  ne  coupe  la  Para* 
bole  qu'en  deux  points  ^  ^  M  i  l'égalité  x^  ^ap  xx 
m^tbxx  &c«  n'a  que  deux  racines  réelM^s  ^  D ,  A/  ^  7  qut 
font  toutes  deux  tauflèf^  parce  qu'elles  tombent  du  côté 
gauche  de  l'axe,  i^.  Que  il  le  cercle  ne  coupoit  ni  qç 
rencontroit  la  Parabole  en  aucun  point  (ce qui  ne  peut 
arriver  lorfque  l'égalité  eft  du  troifiéme  degré  comme  l'on 
voie  par  les  conftruâions  précédentes)  les  quatre  racines 
/croient  imaginaires.  3^.  Que  s'il  la  toùchoit  en  un  point 
l'égalité  propofée  auroit  deux  racines  égales  ^chacune, â 
la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  ^  cç  qoi  vient  de  ce 
qu  on  peut  confîderer  un  cercle  qui  touche  une  Parabo» 
le  9  comme  s'il  coupoit  en  deux  points  infiniment  pro. 
chcs  Tiin  de  l'autre ,  qui  font  regardés  comme  réunis  dans 
le  point  touchant  :  mais  alors  l'égalité  propofée  iè  pour* 
roic  abaifler  â  une  du  fécond  degré  par  les  règles  de  l'Al- 
gèbre ordinaire ,  de  forte  qu'on  n'auroit  point  befoin  d'u- 
ne Parabole  pour  en  trouver  les  racines. 
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RlMAUQjJE     II. 

^90.  S I  l'on  Eut  accantion  à  ce  qn'oa  démontre  en 
Algèbre  qu'en  toute  égalité  où  le  fecood  terme  manque  , 
&  qui  A  toutes  iês  racines  réelles  ,  la  fomme  des  vraies 
eft  égale  â  la  fomme  des  ÙMfks }  on  verra  nattre  ce  Théo, 
rême. 
F 10,  iiS.  .  S'il  y  «  un  cercle  qui  coupe  une  P<Mubole  en  quatre 
points  M  d'où  l'on  abaiâè  des  perpendiculaires  MJ^ur 
l'axe  CF  t  \c  dis  que  la  fomme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe  y  fera  égale  à  la  fbmme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gaucfae. . 

Car  û  l'on  prend  vers  le  dedans  de  la  Parabole  fur 
Taxe  depuis  foo  origine  C  U  partie  c^  égale  â  la  moitié 
de  fon  paramètre  aue  j'appelle  a ,  Se  qu'ayant  tiré  du 
centre  e  du  cercle  la  perpendiculaire  BK  fur  l'axe  «  on 

feflè  F.K  S=t<"»  ^£  :^\dyÊc^EM*,=»afi il  eft  clair 
*jirf.  387.  par  la  omftruâioû  qui  efl:  i  la'  fin  *  du  Corollaire  pre- 
mier ,  que  les  perpendiculaires  Af  i;^  feront  les  racines  de 
cette  égalité  x**^s£xx-^aadx^a*/tiBO  dans  laqueK 
le  le  fécond  terme  manque  -,  fçavoir  celles  qui  tombent  en 
côté  droit  de  l'axe ,  les  vraies  ;  &  celles  qui  tombent  du 
côté  gauche ,  les  fauHès.   Donc  ôcc. 

Si  le  cercle  pafloit  par  Porigine  C  de  l'axe ,  il  eft  vt. 
fible  que  l'une  des  perpendiculaires  ifcf^  deviendroit 
nulle  ou  zéro  }  H  qu'ainfi  il  y  auroit  alors  une  perpen- 
diculaire d'une  part  de  t'axe  égale  aux  deux  autres  de 
l'autre  part.. 

Si  le  cercle  toachoit  la  Parabole  en  un  point  &  la 
coupoit  en  deux  antres  ,  il  fiudroit  prendre  le  double 
de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant }  puifque 
*jirt.  j8>.  (comme  l'on  vient  *  de  dire  )  on  peut  regarder  ce  cercle 
comme  s'il  coupoit  la*  Parabole  en  deux  points  infini> 
ment  proches  l'un  de  l'autre  ,  lefquds  fe  réttiiiâenc  «a 
point  touchant. 
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R  E  M  A  R  Q^U  £      III. 

39 1*  CioMME  Ton  ne  peut  imaginer  en  Geometr» 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimenfions  $  pmfque 
le  folide ,  qui  efl:  la  quantité  la  plus  compofiée  y  n'en  a 
que  trois  j  on  pourra  divifer ,  fi  Ton  veut ,  tous  les  ter* 
mes  d'une  égalité  propofée  qui  pafie  le  troifiéme  degré  ^ 
par  telle  ligne  donnée  qu'on  voudra,  élevée  â  unepuif. 
fance  moindre  d'une  unité  que  chacun  de  Tes  termes  n'a 
de  dimenfions  :  ce  qui  ne  troublera  point  l'égalité  ,  8c 
fera  que  chacun  de  tes  termes ,  n'exprimera  plus  que  des 
lignes  droites.  Soit ,  par  exemple  ,  l'égalité  du  quatriè- 
me degré  x*-f^i^jc'-{^  ^i^xx — aadx — ^'/a«^j  je  la 

divife  par  m'  ,  ce  qui  donne ï!-h  ~r  +  ~r  "~"  T  ""^ 
;=;  a  ^  dont  chaque  terme  n'a  qu'une  dimeniîon  ^  &  n'ex<^ 
prime  par  confequent  que  des  lignes  droites.  On  choi- 
^  fit  ordinairement  la  ligne  qui  fe  trouve  répétée  le  plus 
fouvent  dans  tous  les  termes  de  l'équation  propolée, 
comme  efl:  ici  la  ligne  a  ^  6c  même  quelquefois  oq  la 
fousentend  ,  en  la  regardant  comme  l^]nité  dans  les 
nombres  ^  qui  ne  change  rien  aux  quantités  qu'elle  mul. 
riplie  ou  qu'elle  divife  :  ainfi  en  fflifant  ^  :=^  i ,  on  écrira 
x^  — f  i^x^  -+rxx — dx — /eai^^aulieude  x*  H-  lix* 

^^rxx-^^^x-.^'/-*^oudeïlH-^^'-^-.~ 
.^f^csMû.  Il  en  eft  de  même  des  égahtés  du  cinquième  8c 
da  iixiéme  degré  y  &c 

R  E  M  A  R  Q^U  E.    I V. 

S9^^  S I  ^près  avoir  cooftruit  le  cercle  qui  eft  le  lieu 
de  la  dernière  équation  du  Lemme  y  on  conftruit  une 
SeâioQ  conique  qui  foit  le  lieu  de  telle- autre  de  fes 
équations  qu  on  voudra  ;  ces  deux  lieux  détermineront 
par  leurs  interférions  les  racines  de  l'égalité  pfopofée  ^ 
donc  la  raifon  eft  que  faifant  évanouir  par  le  moyen  de 
leurs  équations  l'inconnue^ ,  on  retrouve  l'égalité  même 
propofée. 
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Delà  il  eft  évident  qu'on  peut  condruire  cette  éga* 
lité  y  !•.  Par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Hyperbole 
ëquilatere,  en  fe  (ervant  de  la  feptiéme&  de  la  (îxiéoie 
équation  du  Lemme.  i^.  Par  le  moyen  d'an  cercle ,  2c 
d'une  Ellipfe  dont  Taxe  parallèle  à  ^^  cd  i  fon  para» 
roetre  comme  #r  eft  à  r^  en  fe  fervanc  de  la  (èptiéme  &. 
de  la  troifiéme  équation.  3^  Par  le  moyen  d'un  cercle ,. 
&  d*une  Hyperbole  dont  Taxe  parallèle  a  ^PcttiCon 
paramètre  comme  aét  cdm^tnié  ferrant  de  la  (ëptié- 
n}C  &  de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  ligne  ^^ 
dont  on  fê  fèrt  pour  réduire  fous  l'expreffion  ac  toutes 
les  quantités  qui  multiplient  xx^  fous  Texpreffion  add 
celles  qui  multiplient  x,  &  enfin  A>us  l'exprefGon  ^'/les 
.  quantités  entièrement  connues,  eft  arbitraire  }  il  s'enfuit 
qu'en  prenant  pckir  cette  ligne  a  une  infinité  de  difie* 
rentes  grandeurs ,  on  pourra  conftruire  l'égalité  propo- 
fée  par  le  moyen  d'une  infinité  de  cercles ,  &  d'EllipIcs^ 
ou  d'Hyperboles  équilateres  6c  non  équilateres  ^  toutes 
difièrentes  entr'elles. 

On  a  vu  dans  l'article  3^7.  ou^en  prenant  pour  Tunii- 
té  arbitraire  a  le  paramètre  de  Taxe  d'une  Parabole 
donnée^  on  peut  en  fe  fervant  de  la  première  &  de  la. 
fcptiéme  équation  conftruire  l'égalité  propofée  par  le 
moyen  d'un  cercle  &  de  la  Parabole  donnée  :  &  je  vais 
faire  voir  qu'en  déterniinant  cette  ligne  a  d'une  certâi- 
ne  manière ,  on  peut  conftruire  l'égalité  par  le  moyea 
d'un  cercle  &  d'une  Ellipfe  ou  d'une  Hyperbole  fembla- 
ble  à  un^Ellipfè  ou  d  une  .Hyperbole  donnée.  Car  la 
raifon  de  fès  axes  étant  donnée  par  la  fuppofition  ,  la  rai- 
fon  de  l'axe  parallèle  ï  A  P  avec  fbn  paramètre  fera 
auffi  donnée.    Si  donc  l'on  nomme  cette  raifon  donnée 

i.}  on  aura  lorfqu'il  s'agit  de  l'EUipfe  -  «.  —  ,  ôc  par- 

tant  aammtUHi  d'où  il  itiit:  que  fi  l'on  prend  pour  l'uni* 

"^Art.  J7S.  té  arbitraire  a,^  la  r^cipe  d'un  quàrré  aéi  égal  *  i  une 
quantité  connue  d  c  qui  multiplie  x  x  dans  l'égalité 

donnée 
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donnée, &  eft  multipliée  par  ^,  on  confFruira  l'égalité  en 

/r  fervant  de  la  feptiéme  &  de  la  troifîéme  équation ,  par 
fc  moyen  d'un  cercle  &  d'une  EHipfe  dont  l'axe  paralielé 
iAP^  fera  à  fon  paramètre  comme  m  eft  â  »,  puifque 
£.»■!.    Mats  lorfqu'il  s'agit  de  l'Hyperbole  \  on  aura 

i«^,  &  partant  rf-=^KJlj  d'où-  l'on  voit  que  fî  l'on 

©rend  pour  l'unité  a  cette  valeur  ,  &  .qu'on  conftruifc 
l'égalité  en  fe  fervant  de  la  feptiéme  &  de  la  quatrième 
équation ,  l'axe  paraHele  à  ^P  àt  l'Hyperbole  qui  eft 
Je  lieu  de  la  quatrième ,  fera  â  fon  paramètre  comme  m  eft 
à  n  ,,puifque  ^«=^'  Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofé. 

Remarque   V. 

JPJ.  La  lignes  qui  fait  l'office  de  Pànité,  &  qui  eft 
arbitraire  ,  fuffit  comme  l'on  vient  de  voir  pour  conf- 
«ruire  l'égalité  propofée  ,  par  le  moyen  d'un  cercle  & 
d'une  Parabole  donnée,  ou  bien, par  le  moyen  d'un  cer- 
cle ,  Çc  d'une  Ellipfe  ,  ou  d'une  Hyperbole  femBlable  à 
une  donnée.  Mais  lorfqu'il  eft  queftion  de  la  conftruire 
par  le  moyen  d'un  cercle ,  &  d'une  EUipfe ,  ou  d'une  Hy- 
perbole donnée  ,  une  feule  ligne  arbitraire  ne  fuffit  pas- 
ir  faut  en  introduire  d'autres  dans  l'égalité  propofee  * 
afin  de  pouvoir  les  déterminer  enfuite  de  la  manière  que 
la  SeOion  donnée  fcrve.  C'eft  ce  que  l'on  va  exécuter 
dans  le  Lemme  fuivant.  x 

LEMME-   FONDAMEhTTAE. 

T(mr  UcênfiruBim  dès  Egalités  J»  miféme  é'  dm-^atrOmt 

iegri ,  évtc  un  cercle ,  &  »tu  EUipfe ,  im  mu  Hyfer^ 

hle  demiée^ 

3»4«  So  I T  l'égaKté  dû  quatrième  degré  z^^atzxi 
' — * ^^<v-è-^'<^  =5  0,  dans  laquelle  les  lettres  4»,  ^,f^</ 
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marquent  des  lignes  données ,  &  la  lettre  it;.  exprime  les 
racines  inconnues  de  l'égalicé.  Je  prends  une  autre  in. 
connue  xa-Û  (l4  lettre  /  marque  une  ligne  prife  â  vo- 
kmec  ) ,  &  fubftituant  à  la  place  de  ^  ^^:  &  ^  leurs  va* 
Icuts  îî,  iii^,  &  ^^  dans  l'égalitc  précédente  ,  je  la 
change  en  cette  antre  x^-^tlxx^'Lx^tL^o  5  je 

prends  une  troifiéme  inconnue^  telle  qu'étant  multipliée 
par/fon  prodoit  fy  foit  égal  au  quatre  *  *  de  la  féconde} 
ce  qui  donne  les  équations  fuivaoïes. 

jc  xx^fy  ^«  i  ^  Tubâituant  à  la  place  de  xx,  &  de 
X*  leurs  valeurs  fy  Uffyy  dans  l'égalité  x*  4-^-«>f  &c, 
j'ai  pour  féconde  équation. 

^e  yyj^^Xy-^ tf je-f-i£aai^,  laquelle  étant  ajoutée 
k  la  première,  donne  pour  troifiéme  équation. 

l^.  yy-^''JLy- — ^fy^xx-^tlx'-^iîtmo  ^  dont  le 

*Art.  114.  ïic""  cft  *  un  cercle  lorfque  les  inconnues  &'  iadéterini- 

(^  jt^.       fiées  X  tay  font  entr'elles  un  angle  droit.    Je  multiplie 

la  première  équation  par  la  fraâion  C  dans  laquelle  g 

exprime  une  ligne  telle  qu'on  veut  de  même  que  f^tc 

i'ailjc-v — tky=it9  )  Et  ajoutant  cette  équation  avec  la 

féconde ,  &  l'en  ôtant  enfuite ,  je  forme- la  quaoriéme  &  la 
cinquième  équation. 

4C.  yy-^ly  —  ^y-^Lxx^tLxJ^il^o'.àoût 
*Art.  }i+.  le  lieu  eft  »  une-Ellipfe. 

5^  yy'\'tLy^iLy^Lxx—±xJk-i£^o,àotX, 
*Art.  jji.  Je  lieu  eft*  une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofëés. 

Remarq^ue. 

395^  s 'it'  arrive  que  quelques  termes  dtf  réalité 
propofée  ayenc  des  (ignes  diâTereos  de  celte-ci^  «a  qu'ils 
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De  la  coHrriLvcTtoif  ses  Egaliti'^.  51^ 
manquenc  ^  les  lieux  de  ces  ckiq  équations  feront  coû. 
purs  néanmoins  des  Serions  coniques  de  même  nom  : 
c'eft  à  dire  que  iee  lieux  de  k  première  &  de  la  iècoode 
équation  feront  toujours  des  Paraboles,  celui  de  la  troi;. 
ficme,  un  cercle, Çic. 

PROPOSITION     V. 

Problcinc. 

î^<^;  O  O  N  $  T  R  u  I  R  B  légalité  dm  quatrième  degré 
2,*^— h  abzz  —  aacz  -+a*'d«BiO  ,  avec  un  cerle  donné  ^ 
une  Hyperbole  fernblablt  h  une  donnée  î  ou  avec  une  Hjpdbole 
donnée  &  un  cercle. 

Je  cwftpttis  lepairéœeot  *  les  lieux  de  la  trotiiéme  &  de  •  Art.  JI4. 
\%  cinquième  équation ,  en  prenant  pour  les  iix:oniBac»ds  à"  ^u 
indéterminées  x  &  jr  le»  mêmes  li^»  «<i/>,  P  M,,  qui  Fic.  xxo. 
f*âeQE  eqtr'elles  un  angle  droit  AP  Myiii\%%.  infçrfcc-  &  ixi. 
lions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  â  déterminer  les  va- 
leurs de  l'inconnue  ^,  de  la  manière  qui  fuir. 

Soie  menée  p^r  le  poiac  ^  origine  à^t  k  .,  b  ligné 
^ Z) «wiÇ^ parallèle  i  PM^Sc  du  m£rae  côré^W» 

que  a  furpafle  ^  ,  Se  au  contraire  da  côté  oppoie  lorf. 
qu'il  eft  moindre.  Et  ayant  tiré  la  droite  indéfinie  D  O  pa- 
rallèle i.A.Py  fbient  ^iiès  fur  cette  ligne  du  côté  et  PM 
la  parne  DCana'JL,  &  foit  décrit   du  centre  C  ic  â\i  ' 

yayon  CJoa  CGimmJ.f^cC'-^aà'—tab'+bb  —  é^ad^ 

un  ccitcle.    Maintenant  ayant  mené  ^Hoat^^^pa- 

rallele  à  P  JWT  8c  du.  côté  oppofé ,  foit  tirée  la  droite  in- 
«iefinie  H  ^  parallèle  à  AP^fw  laquelle  foicnt  prifcs 
k  f*Hk  Hlm^^dn  côté  pppoië  i\PM^  d£.  de  p«f< 
<c  d'autre  du  point  /les  parties  / K^TZ.,  égales  cba- 
«une  iùl^cc^h-g-^i^dg  on  L  Khg-^^  dg^c  ^  (  on  « 

Rrij 
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pris  pour  abréger  h  :=  t±£,  j.  Soie  enfin  décrite  de  l'axe 

ZiC  (  qui  doit  être  le  premier  lorfqiie  r  r-f  4^g  eft  plus 
grand  que  hg^Sclc  fecond  lorfqu'îî  eft  moindre  )  qui  foie 
à  fon  paramètre  K  o  comme  ^  eft  à  g ,  une  Hyperbole 
ou  les  Hyperboles  oppofëes  qui  rencontrent  le  cercle  en 
des  points  My  M ^  d'où  foient  abaifTces  des  perpendi- 
culaires  MP^MP^  fur  la  ligne  A  P.  Je  dis  que  les  parties 
^  P ,  ^  P ,  de  cette  ligne  feront  les  racines  de  Tcgalitc 

X* H*  t^x X  —  îi!lx-+^  =  ^jen obfênrant <]u*elles font 

vraies  lorfque  les  points  P  tombent  du  côté  où  Ton  a 
fuppofë  /'ilf  enfaifaxit  la  conftruâion  »  &  fauilès  lorfqu'ils 
tombent  du  côté  oppoié. 

Car  on  trouvera  par  la  propriété  du  cercle  la  troifîé* 
me  équation  5  &  par  la  propriété  de  THyperbote  ^  la 
cinquième  j  &  ôtant  la  troifiéme  de  la  cinquième  ^  00 

aura tTy ^Jy  —  Lx x — x x:=to^  d'où  Ton  tire yz:^ll\ 

ic  mettant  dans  Tune  ou  dans  Tautre  de  ces  deux  équations 

â4a  place  de  >^  cette  valeur  If  »  &  à  la  "place  de  yy  fon 

quatre  Ij ,  on  trouvera  Tégalité  x^  &c.  Mais  ayant  les  va- 

leurs  de  X  ^ on  a  celles  de  a;  j  puifque  xj=z^ . 

Maintenant  pour  fatisfaire  â  la  première  demande  du 
problême,  je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  CF^r-^ic 

jii  par  confequent  r^=^'Ll^  cc^ad^^iab^^bb^^^ad-^ 
d*où  il  fuit  que  fi  Ton  prend/r=s    _  ,  le 

rayon  GF  on  CG  àja  cercle  qui  efl  le  lieu  de  la  tribifiéme 
écjuation ,  fera  égal  â  la  donnée  r.  II  refte  à  faire  que  THy- 
perbole  foie  femolable  i  une  donnée ,  c'efl  à  dire ,  que  fon 
pretnier  chi  fécond  axe  L  K  foità  fon- paramètre  j^O  en 
raifon  donnée  de  ;»  â  »  ^  &  il  eft  vifible  qu'il  ne  faut  peut 

cela  que  prendre  ^  ==  ^-,  puifque  LK.KOi  :a..g  :-.m.n* 
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Enfin  pour  faire  en  forte  que  l'Hyperbole  foie  don- 
née ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofc  que  fon  premier  ou 
iècond  axe  Z  /c  &  le  paramètre  ic  o  de  cet  axe  foienc 
^gauxi  des  lignes  données  5  je  nomme  d'abord  le  pre» 
mier  axe  LK^  1/  j  fon  paramètre  ko  ^p^^ic  j*ai  KO  (/>) 
«*X^  ULK{xt)^lf/'cc^^dg^hg  (il  faut  réf. 

fouvenir  que  A  — t±£j,-  ce  qui  donne  g  =  l?,  &/ 

«B  >       ^      =  :  d'oà  Ton  voit  que  fi  r^-+  4^5  furpafle 

h^^  &  qu'on  prenne  pour  g  &  pour/ces  valeurs,  on  trou, 
veradans  la  conftruâion  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axe  Z  x:  &  fon  paramètre  ko  les  lignes  don. 
nées  it  &  p.  Mais  s'il  arrive  que  cc^  ^dg  foit  moindre 
que  ^g,  il  faudra  nommer  le  fécond  axe  LK  ^  2/5&  fon 
paramètre  K  0\p  ;  ce  qui  donne  comme  ci  deflus  gaa 

lî  ^  &  fsm  .=::  I  où  Ton  doit  obferver  que  itSc  p 

ne  marquent  plus  i  prelènt  les  mêmes  lignes  qu*aupara. 
vant  :  &  s'il  arrive  que  Ag,  dans  cette  dernière  fuppofîtion 
oà  zt  marque  le  fécond  axe  5  furpafle  /:/:-+  4  ^g ,  il  eft  vi- 
fible  qu'ea prenant  pour  g&/ce5  valeurs  dans  la  conftruc- 
tion  de  la  cinquième  équation ,  on  trouvera  pour  le  fécond 
axe  Za:&  fon  paramètre  K  0  les  lignes  données  iticf. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  la  va. 
leur  de  /  foit  imaginaire  dans  l'une  &  dans  l'autre  de 
ces  fuppofitions  ^  &  alors  on  voit  que  la  conftruâion  de* 
vient  impoflible  du  moins  par  cette  méthode.  Or  coml 
me  tous  les  Auteurs  qui  s*en  font  (èrvis  après  M.  Sluze, 
qui  en  eft  l'inventeur  ^  la  donnent  pour  générale  ^  j*en 
rerai  une  remarque  i  part ,  où  je  ferai  voir  en  examinant 
par  ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver ,  que  danrrer 
exemple  même  il  peut  y  en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  réûffit  point. 

.  Si  c'étoient  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fuflènt 
données ,  la  conftruâion  feroit  toujours  poflible  5  car  fi 
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après  avoir  nomme  le  premier  axe  d*iine  de  ces  Hyperbo- 
les  ZK ^  1  r  j &  Ion  paramètre  KO  ^p  y  il  k  rrou voit  que  la 

valeur  de  /«=■  -; —  fût  imaginaire  .  c*çft  à  dire  ^ 

que  h  g  furpaiiâc  ^t  -4- 4.4g  j  il  o'y  auroit  qij*à  k  fervir 
daps  U  conftrudion  4  la  place  de  cette  Hyperbole  de  (f 
co.njugucé  &  de  fon  fécond  axe  ,  puifque  le  fécond  axe  de 
celle. ci  craw  le  même  que  le  premier  a??  de  Tay tre ,  U  va- 
leur de/ne  renfermeroit  plus  aucune  contradidion.  Je  doi* 
encore  averiir  que s*il arrive  que  ^^r+-4rfg«sAg,  Tcquâr 
tion  du  quatrième  degré  s'abaiiTe  à  une  du  fécond. 

R  E  M  A  R  Q^U  !• 

397*  J*.  S I  THyperbole  doqpce  eft  cquilatere.  Onaqw 
ra  g«p9ta^fc  on  k  iêryira  dans  la con(lru<%ion  du  Problème 
de  fo^  premier  axe,  lorfque  ^^-+-4^g  fqrpaflè  hg^  c'eft  l 

dire ,  çn  mettant  pour  h  fa  valeur  i±L  y  &  pour  g  Ql  v ^euf 

^ 

^,  lorfque  rrHr-4^^  furpaffe  ^  -4-^  }&  du  fécond  lorfL 
qu*il  eft  moindre.  Et  la  conflrudion  fera  toujours  poffible. 
1*.  Si  le  premier  axe  de  T Hyperbole  donnée  furpaffe 
fon  paramètre.  On  fe  fervira  dans  la  conflruiîàion  du 
Problème  de  fon  premier  axe  ,  lorfque  cc^j^ad  fur- 

paffe  i^a  5  car  il  fuit  de  li  que  ^  ^  -+-  4  ^g  furpajffe  h  g , 

ç  efl  à  dire  (  ep  npultipliant  par  ^  &  mettant  pour  A  fa 

1 —  *^\  ^        . 

▼aleur  ^X j  quc^^^ad  furpafle  h^g^  puifqac 

daas  cette  foppofition  g  (ii)  étant  moindre  que  <•  ,  U 

9Ufpt«4y'-f-4rf</fera  plqs  grande  qwe  ^ ^-*-4<*4»«ç 

^  -+g   fera  moindre  que  If+a,   Au  contraire  lorfque 

'^-+-4''<^  eft  moindre  que  b  — h"4  ,  il  faudra  fc  iècvif 
du  fécond  axe  j  car  il  fuit  de  li  que  ^r-|-4yg  cû  moin- 

4rç  que  /»g,  wqu(çm-+-4rf<;eft  moindre  que  *HkJ 
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puifque  it  marquant  à  prefenc  le  fécond  axe  qui  eft 
moindre  que  Ton  paramètre  p  la  quantité  ^  efl  ici  plus 

grande  que  a.  D'où  Ton  voit  que  la  conftrudioii  eft 
toujours  poflîble  ,  non  feulement  lorfqaé  THypérbole 
donnée  eft  équilatere ,  mais  encore  lorfque  le  premier 
aste  eft  plus  grand  que  Ton  paramètre. 

3^.  Si  le  premier  axe  eft  moindre  que  Ton  paramètre. 
Il   faudra  neceftairement   lorfque  cc^^ad  furpade 

i  -4-  a  ,  fe  fervir  du  premier  axe  j  car  fi  Ton  employoit  le, 
fécond  ,il  faudroit  que  f  r-4-4Jg  fût  moindre  que  hg^ 

ou  que  — -1-4^^61^  moiûdvtf  que  *-|-g  j  ce  qui  ne 
peut  être  ,  puifque  xt  qui  exprimeroit  alors  le  fécond 
axe  étant  plus  grand  que^,  la  quantité  g  (~)  kroit 
moindre  que  a.  Mais  cfn  fe  ferrant  du  premier  axe ,  il 
peut  arriver  que  ^-f-4^^  foit  moindre  que  ^«^-g 

puifque  g  (lî)  eft  plus  grand  que  ^  ^  &  alors  il  eft  évi- 
dent  que  la  conftrudion  du  Problème  devient  impoflî* 
ble  ,  parce  que  la  valeur  de //    ,     ^^        '  \  renferme 

une  contradidîon/  De  même  lorfque  cc^é^ad  eft 
moindre  que  b^a  ,  il  faut  neceffairetnenc  fe  iêrvir 
du  fécond  axe  ^  &  eomme  alors  la  valeur  de  g  (^)  eft 

moindre  que  «*,  il  peut  arriver  que— -4-4* </  foit  plu* 

g?:and  que  M^*,  &  qu'ainfi  la  valeur  de/^^;ç^=^ 

ièic  imaginaire. 

Il  eftdoric  éN^dent  qu'il  pe^t  arriver  une  infinité  de 
<ras ,  oû>la  conftruAîort  dt  l'égaHt'é  propoféfe'dàns  le  Pro- 
blênne  devient  irtvpbffiblé  j  &  cela  lorfque  le  premier  axd 
de  l'Hyi^l^dlè^  ddiHiée  eft  moindre  que' fon  paràinetre, 
car  autrement  elle  reuifira  toujours. 
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598*  Si  l'on  prcnoit  dans  Fe  Problème  preccdcnr 
la  quatrième  équation  au  lieu  de  la  cinquième ,  &  qu'on 
fît  la  conftrudion  de  même  en  fe  fervant  de  TEIlipie  qui 
eft  le  lieu  de  cette  équation  ^^u  lieu  de  THyperbole  qut 
eft  le  lieu  de  la  cinquième  :  il  eft  vifîble  que  Ton  conC- 
truiroit  régalité  propofée  a;,*  &c.  par  le  moyen  d'un  cer- 
cle donne  &  d'une  Eliipfe  femblable  à  une  donnée  ^  ou. 
avec  une  Ellipfe  doooee  &  un  cercle^ 

C0&0LLA1B.B    IL 

Î99*  I L  eft  évident  qu'on  peut  rendre  la  conftrue^ 
tton  précédente  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  dtr 
troifîéme  &  du  quatrième  degré.,  e0  ôblervant  i^.  De. 
faire  évanouir  le  fécond  terme  de  l'égalité  donnée ,  lorf» 
qu'elle  en  a  un  >  de  la  multiplier  enfuite  par  fa  racine  ;( 
lorfqu'elle  n'eft  que  du  troifîéme  degré  >  &  de  prendre  un 
plzïiat  égal  i  tous  tes  plans  qui  nuiltîplienrxLiz;.,  un  foli- 
de  aac  égal  à  tous  les  lolides  qui  multiplient  x.^  &  enfin 
on  furfolide  ^^^  égal  à  tous  les  furfolides  donnés*  i^.  D'ef- 
facer dans  les  valeurs  de  ^D^DC,  CF^  ^H^IH^ 
X  iC  ,  les  termes  où  fe  trouve  b  lorfque  xx  ne  fc  rencon- 
tre point  dans  1- égalité  donnée ,  ceux  dans  lefquels  (e  ren*^ 
contrent  c  oxxd  lorfque  le  quatrième  ou  le  cinquième  ter?» 
n>e  manquent  :  &  de  changer  de  fignes  tous  les  teimes  oà 
b  fe  rencontre  avec  une  dimenfion  impair ,  (î-  le  treifiéma 
terme  de  Téquation  donnée  a  un  fîgne  diâerent  du  troi-* 
fîéme  de  la  précédente  ;  comme  auffi  ct\x%  dans  lefquels 
^  ou  ^  fe  rencontrent  avec  une  dimenfion  impaire  lorf^ 
que  le  q\iatrième  ou  le  cinquième  terme  onc  àei  fignes 
difièrens  des  quatrième  &  cinquième  de  régalité  prece* 
dente.    3^.  De  prendre  du  côté  de  PMcqs  lignes  lorC. 
que  leurs  valeurs  font  pofitives  ^  &  du  côté  oppofé,  loc£. 
quelles  font  négatives. 
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400.  On.  peut  toujours  rendre  Irconftrudion  pre. 
«edente  jplus  fimple  dans  les  égalités  particulières  qu'on 


cette  autre  T^j^atzs-J^^^é' <H^ *'  ^ — *•  Ce  qui  a  em- 
pêché de  le  faire  d'abord  ,  c'eft  qu'on  avoic  en  vue  de 
rendre  la  conftruâion  du  Problême  générale  pour  tous 
ïts  cas ,  comme  l'on  vient  de  i^ire  dans  lé  Corollaire 
précèdent  >  &  que  pour  cet  effet  il  falloit  que  chaque 
ternie  de  l'égalité  renfermât  dés  lettres  différentes  byf^ 
à\  au  premkr  degré. 

PICOPOSITION    VL 

Pfoblcmc. 

Ar^'  TiLOUT»!».  les  racine  dé  fé^aUti  i*. —  bz^Fio.  iit; 
—  aczzH-aadz— faahh  =?o  ^par  le  moyen  etune  Hy~ 
fffbole  donnée  entre  Us  AJyinpMtet  ^(^,  d'un  cercle.  ^ 

Ayant  fait  j^  =»~'»  on  transformera  Tégàlirç  donnée 
en  cette  autre  **  —  tfx*. — ^^x x-^iîtx -4-i^/?  — .* 

Ayant  mené  d'un  point  quelconque  JW  de  4'Hypcrbole 
donnée  qui  a  pour  centre  le  point.^^  une.paralleleJM  F 
i  l'une  des  Asymptotes  -<*j^  &  qui  rencontre  l'autre 
ao  poinc  P ,  on  nommera  les  mconoucs  &  indéterminées 
wrf  P ,  *  j  P^f\y  $  lefquelles  font  entr'eHe»un  angle  don. 
niAPMyUon  aura  par  la.proprjeté  de  l'Hyperbole» 
xymtmm  ,  en  fùppoiànt  que  mm  en  fpit:  la  puiflancc- 
Maintenant  fi  l'on  prend /«w//^,  on  aura  hffa>,amm\.. 

& ~^ mmm*mmxxyy:li.  mettant  à  la  place  de i^ qui* 
eft. le  dernier  terme  de  l'égalité^  précédente  fa'valeur 
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X  xyy  y  &  diyifaot  enfuite  par  x  x ,  on  trouvera  xx-^  tfx 
— tij^miU^yy  :ro»  qui  fe  change  (  en  nuctant  dans 
le  terme  ^  à  la  place  de  x  fa  valeur  if  trouvée  par  le 
moyen  de  l'équation  xj';::  mi»  ssJ.")  en  cette  ancre  xx 

•  ^ft.  lit.  — ^^— ^H-^J'H-^y  «#,  dont  le  lieu  eft  *  an  ccr- 

<*"  J»>»      de  lorfque  l'angle  -^  PAf  efll^droit. 

Mais  lorfque  l'angle  «^P^n'eft  pas  droit,  ou  (ce 
qui  revient  au  même  )  lorfque  l'Hvperbole  donnée  n'eft 
pas  équilatere ,  il  eft  évident  que  le  lieu  de  la  dernière 
équation  n'eft  plus  un  cercle  ,  mais  une  Ellipiê.  Çel): 
pourquoi  afin  de  trouver  une  équation  dont  le  lieu  foit 
un  cercle  ,  je  prens  fur  l'Âfymptote  AP  U.  partie  ^  B 
^  ta:U  ayant  mené  £E  parallèle  à  l'antre  Afympto. 
te  y^j^  je  tire  du  centre  A  la  perpendiculaire  AE  fut 
SE:tL  nommant  les  données  BE^g  }  ^E^e^  je  mul. 
tiplie  l'équation  xy — mm  S9,  dont  l'Hyperbole  don- 
née eft  le  lieu,par|^î&j'aie2— €2^=  o.  J'ajoute  en- 
fuite  cette  équation  â  la  précédente  lorfque  l'angle  fait 
par  les  Âfympcotes  eft  aigu ,  &  je  l'en  retranche  lorfqu'il 
eft  obtus  comme  je  le  fuppofe  dans  cette  figure: cela  me 
donne  yy^i-xy-^ilyJ^xx-^tlx-^'IU^SZZsi  #, 

■j^^f».  )i7.  donc  le  lieu  eft  un  cercle  4^  qui  fe  cooftroic  ainfi. 

^  **'•  Soie  prife  fur  l'Afymptote  ^  ^la  partie  ^DfsiC 

du  côté  oppofé  à  PM:  foit  tirée  parallèlement  ^AE^ 

la  ligne  D  C  s=*/ —  '-£f  du  côté  dcPM  lorfaue  cet- 

ce  valcor  eft  pofiriTC  ,  &  du  côté  oppofé  lorfqu'dle 
eft  négative  :  Enfin  da  centre  C  &  du  rayon  CM 

wm'^  ^C  ^  ^r    ^^'^  foit  décrit  un  cercle.  Je  dis  qu'il  coUi» 

pera  THyperbole  ëennée  &  ion  oppofèe  en  des  points 
Jli*,d*ott ayant  mené  des  parallèles  MP  k  rAfyinptoce 
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^^  les  parties  ^P  de  l'autre  Afymptote  exprimeront  les- 
racines  dcVépàivéx^^tLx*^ilxx^ia.x^tÈflii^: 

f^9oit  celles  oui  font  du  côte  de  PM,  le»  vraies  j  tC 
celles  qui  font  au  côté  oppofé ,  les  UnSes, 
Car  par  la  propriété  du  cercle  r on  trouve  cette  équa- 

tion  >;'—' x/ -t-^O' 4- Jtf  J^— ^^ — '.£î^^^— »  qui  fe 

réduit  (en  mettant  pour  xy  fa  valeur  mm)  â  cette  antrr 

X*— i^jf— îZ-t-lff-î-XX  s#,  dans  laquelle  mettant 

é^  éi  Sf 

enfin  pour  jr  fa  valeur  ^  ou  i^,  &;  pour  /jr  le  quarré: 

de  cette  valeur \  on  trouve  l'égalité  même  propofée 
*♦ — tLx'^tcc 

Si  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  étoit  aigv  j  il  iândroie 
changer  dans  les  valeurs  de  w^D  &  die  CM^  \ti  figne» 
des  termes  où  g  fè  rencontre ,  dont  la  raifon  eft  que  £B 
(;g  )  devient  neeative  de  pofitive  qu'elle  étoit.  Mais  lor^ 
que  l'Hyperbole  eft  ^quilatere,  il  faut  effiicer  les  terme» 
où  g  fe  rencontre  &  mettre  pour  e  fa  valeur  i  a  parce- 
que  AE  tombe  alors  (wt^B  rce  qui  rend  la  conftruâion 
Beaucoup  plus-  Hmple. 

Lorfqa'on  a  les  di£Eèrentes  valeurs  de  x, il  eft  évident 

qu'on  a  aufll  celle»  de  ^,  en  Êùiânt  x^^tf,  £t  c'eft  ce 
qui  etoit  propofô. 

Co&OLLAIHB     Iv 

4^t«  Si  le  dernier  terme  de  l'égalité  proposée  dtr 
quatrième  degré^  avoit  le  figne  — ,  il  eft  clair  qu'en  ope- 
laac  comme  ci.defliis  ,  on  trouveroit  une  équation  dans- 
laquelle  le  terme// auroit  le  figne—»,  &  dont  le  Ueu par 
eonfequent  ne  ièroit  pas  un  cercle,  mais  ♦  une  Hyperbo»  *jirt,  ^^ 
bole.  D*oèk  l'on  voit  que  cette  inethode  ne  peut  fervir 
que  pour  les  égalités  du  quatriénae  degré  qui  ont-  leur- 
dernier  terme  av^  le  figne  -4r» 

&s  il 
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COROLLAIIl£      I.I. 

403.  O  N  pourra  toujours  en  fe  fervaut  de  la  mé- 
thode précédente  ,  refoudre  toute  égalité  donnée  du 
troifiéme  degré  x^Zjl.nxxZ:^  afx'I^aaq  s^  $  par  le 
moyen  d'une  Hyperbole  donnée  entre  Tes  Afymptotei^ 
&  d*un  cercle.    Car  la  multipliant  par  x^r  lorfqu'il  y 
^^aaq^ic  parx — r  lorfqueç'eft — ^^f  )OnlacliaB- 
géra  toujours  en  cette  autre  du  quatrième  degré. 
x*H^  nx^'^apxx^.aaqx^aafr  s^. 
qpr      ^nr       Z+afr 
dont  le  dernier  terme ^^fr. aura  toujours  le  fîgne  -)-'^ 
&  qui  (era  par  confequent  du  nombre  de  celles  qu'on 
peut  conflruire  de  la  manière  précédente. 

Mais  6n  abrégera  beaucoup  la  conllruâion  en  obfer- 
vanc  1^  De  prendre  pour  Tunité  arbitraire  a  la  ligne  m 
racine  de  la  puifTance  de  THyperbole  donnée ,  qui  eft  le 
lieu  de  l'équation  xj^zs  mm  t::aa^  puifque  m  sza.  l^ 
De  profiter  de  l'indéterminée  r  pour  égaler  le  dernier 

terme  aafr  avec  irf^s  xxjfy  :  ce  qui  donne  r  et—.  5^ 

Que  le  cercle  qui  doit  déterminer  par  ies  încer(eâioDS 
les  racines  de  l'égalité  coupera  neceflairement  l'Hyper* 
bole  lorfqu'il  ya  —  aaq,  &  ion  appofëe  lorfque  c'eft 
f^Q.  %x).  Hh^^f  9  CQ  nn  point  K ,  d'où  ayant  mené  une  parallèle 
KH  à  l'Afymptote  y4Q^  la  partie  \AHàt  l'autre  Afyrop. 
tote  doit  être  égale  â  r,  puifque  l'égalité  du  quatrième  de- 
gré a  pour  une  de  Tes. racines  x  mZI^r.  pCrli  4m  tire 
cette  <:onilruâ:ion  qu'il  efl:  facile  de  rendre  générale  pour 
toutes  les  égalités  -du  troifîéme  <legré. 

Je  fuppofc  que  Tangle  fait  par  les  Afymptotes  de  l'Hy- 
perbole donnée  ioit  aigu  ^  &  qu'ayant  pris  pour  l'unité 
arbitraire  a  la  racine  de  la  puiflance  de  l'Hyperbole 
donnée ,  on  ait  réduit  l'égalité  donnée  du  troiiîcme  de- 
gré  fous  cette  expreflîon  x*  —  »xx  —  apx — aaq  sr^« 
Ayant  pris  fur  TAfymptote  j4 P  la  partie  ^i?S  za  ^U 
mené  BE  parallèle  à  l'autre  Afymptote  ^^2.)  ^^  ^^ 
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dtt  centre  ^  la  perpendiculaire  AE  ixxx  BE  \iiL  ayanc 
pris  fur  AQ\^  partie  ALz^^qàxx  côte  de  jP-M  ,  parce 
qu'il  y  a — aaq  dans  régalité  donnée ^  on  tirera LK  pa- 
rallèle d  -rf-P,  &  qui  rencontre  l'Hyperbole  au  point  K. 
^ela  fait ,  on  nommera  les  données  BE^g\  AÈ^0  i 
ZK^r  i  &  on  prendra  fur  TAfymptote  •/^^la  partie 

jtD:=tL^q:s=i^d  pour  abréger  ,  &  on  tirera  DC 

»11±1IX^ parallèle  â  ^£  ^  en  obfervantvde  pren* 

dre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de  P  M  lorfque  leurs 
valeurs  font  pofitives  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elles  font 
négatives.  On  décrira  enfin  du  centre  C^éc  du  rayon 
C/c,  un  cercle  qui  coupera  les  Hyperboles  oppofées  en 
des  points  M^  d'où  ayant  mené  des  droites  MP  paralle* 
les  à  TAfyiiïptote  ^j^les  parties  ./^/^  dei*aurre  Afymp. 
tote  feront  Its  racines  de  l'égalité  propofiée^' — nxx 

Car  prolongeant  les  droites  MPy  K  fi  ^]\x((^*i  ce  ' 
qu'elles  rencontrent  la  ligne  D  C  aufls  prplongée ,  s*4l 
eft  necefTaire  aux  points  G  ^  F  ^  on  aura  (  à  caufe  des 
triangles  redangles   CF K^  CG  M)  ces  deux  égalités 

G^*  +  CG*a»C^\8ci^/C*H-C^^°»C^* '^parcon^ 

fequent  GAT-f-CG*— i^iC*-4-CjF\  puifque  les  lignes 
C M^  CK  y  font  rayons  d'un  même  cercle.  Or  par  la 
conflrudion  (  je  fuppofe  ici  pour  éviter  l'embarras  des 

iignes  •+-  & — ^  queil—^i  q  i=:-4-  </Vç'eft  à  dirç.,jque 

cette  valeur  efl,  pofîtive)    G  M  ou  P M^  P  G  ^y 

Ji^Â.x^d,CG  ou  DG^DC-'^-r^i^^=^^^^. 


XS  X» 


FK  ou   KH-^HF^a-i-Sr-^d^CF  ou   CD 

XS 

—  D  iT». l±Lir±i#_ II.  Cefl  pourquoi  'mettant  à 
la  place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques,  dans  Te- 
galité  précédente  GM^^ ^CG^ «« Fk* -+- c^* oii  en 
formera  d'abord  celle-dj^j^-^-^x^-f-i^^-l-i^-^i^xx 

Ss  iij 
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— nx — yxw^f-4-Jf^-î-i<i^-f-€£:!:!irr — nr — rf^^ 
en  s'cpargnanc  la  peine  d'écrire  de  parc  &  d'autre  le» 
quarrés  de  ^  &  dc'JLl^Ulqm  fe  dctruiiênt  mutuel- 
lement. Si  l'on  confidere  i  preiènt  qu'à  caufe  de  l'Hy- 
perbole ^le  reâangle  xjfss^r^  ^&  qu'd  caufe  du  trianl 
gle  reûangle  A  E  £  le  quarré  ^aa  £=gg-f-,^  on 
changera  l'équation  précédente  en  celle-ci  yy^xdj, 
-*-*•*  —  «•* — ''*Si^f-+-i//f  —  »r,  dans  laquelle 
mettant  d'abord  i  la.  place  àtid  d  valeur  tl .'  q ,  &  en- 
fuite  i  U  place  àtyityy  Icues-  valeur  ti «cl!!,  & ©rdon^ 
aant  l'égalité  il  vient 

X*  —  nx* — itpMx^^aaqx^a^z^Oy 
—  r     -f.«r       ^apr 
qui  étant  divifé  par  x — r,  donne  enfin  x'-^n.xx.r—aPx: 
—  ^aq  s*»»  qu^il  falloit  conftruire. 


^ppolé  _  ,  —  „.  „^  „  .  »  _^^  «  y  u^„5  4  cgsiicc  aonnce  t. 

6  de  changer  de  fignesles  termes  où.^  &  r  fe  rencontient 
dans  les  valeurs  de  ^2>,  jyc,  i»  De  changer  de  figne> 
le  terme  où  />  fe  rencontre  dans  la  valeur  de  ^  D  lorfoo'il 

7  a  '+-apx  dans  l'égalité  donnée,  &  de  l'efl&cer  lorfque 
ce  terme  y  manque  :  il  fout  faire  la  même  chofe  à  l'é^rd. 
du  terme  où  »  fe  rencontre  dans  la  valeur  de  DC  iotù 
qu'il  y  a  -f-  »  X  *.  y\  De  changer  de  figne  le  terme  où  « 
fe  rencontre  dam  la  valeur  de  DC,  lorfque  l'anefc  fe£ 
par  les  Afymptotcs  eft  obtus  ,^&  de  l'eflàccr  lorfqu'U  cft 
droit,enoofecvantalors.quer  siif. 

R;  B  M  A  A.  <J[^o  ». 

4^4»  L  'a  L  G  E  B  •.£  nous  fournit  des  moyeos  &dies< 
pour  transformer  toute  égalité  du  quatrième  degré,  eo^^ 
une  autre  du  même  degré  dont  les  fignes  des  teriic» 
ioient  alternatifs.   Or  comme  alois  ion  detnier  cenae 
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:aura  toujours  le  figne  •^ ,  il  efl:  vifible  qu'en  fè  favznt 
de  cette  préparation  lorfque  le  dernier  terme  de  Tëgalité 

3u'on  veut  cônftruire  a  le  (igné  — ,  on  rend  la  méthode 
u  Problême  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  du 
quatrième  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réel- 
les d'une  éealité ,  font  vraies ,  lorfque  les  fignes  de  (es  ter- 
mes  font  akematifs  ;  il  s'enfuit  qu'on  n*a  befbin  alors  que 
de  l'Hyperbole  donnée ,  puifque  fon  opoofée  qui  ne  (ert 
que  pour  les  racines  faufles  devient  inutile. 

P  RO  POSITION    VIL 
Problcma 

405*  Soit  fropB^ekcai^iu  J^tyihtè  Ju  jlxiime  de* 
yii^ — bx'  -+acx*-haadx'  -+a'exx — a*fxH-a*g 
wolo^cu  x^— bx*  •fcx^*+dx'-+exx  —  fxH*g—o 
{enfMsemendam  la  ligne  a  qui  rend  Je  nomire  de$^  ànunfiohs 
égal  dans  chaque  terme ,  ^  que  Cm  regarde  eo^Àme  fênitéj  j 
far  le  moyen  ^un  cercle ,  ^  (tun  lieu  m  treifiéme  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifîéme  degré  x* — mxH 
_« x^^ssiq  — p xy^  dans  lequel  les  quantités m^n^f^q^ 
<)ue  l'on  regarde  comme  données,  k  doivent  détermi* 
aer  d'une  manière  convenable  pour  iâtisfaire  au  Pcoblê- 
me  )  ce  que  je  fais  en  cette  k>rce  : 
en  quarrant  chaque  membre  »  j'ai 

Se  comparant  les  termes  — •iwiac',  —  iiifx,Hh  ^^,  avec 
leurs  cor^j[pondans  dans  la  propofée  "^--bxf^  -^fft  i.Hr  g^ 
je  trouve  mmm^A^qas^y^g^  »sa-^i5a  par  içonlcqucnt 

x^ tmx^^-^inqx^qqmmx'—ix^.^^^fx^g.   SiTon 

met  à  preient  i  la  place  de  x^ — ^tmo^^t^inqx^  qqù^ 
Taleiur  ffx^pjf  —  mmx^  &c.  trouvée  par  le  moye»  dd 
l'équation  mecedirnte  ^  &  à  la  place  de  j^^bx^^-^fx^ 
*+  g  £1  valeur -—r^x^ — ^â^  ficc.  trouvée  par  le  itibyen 
^  l'égalké  donnée, &  qu'ayant divifc  par  x;^^,  on  tran£» 
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pofe.  toutes  les  quantité»  du  iwêmc  côté  ,  on  fottaeofx. 
cette  équacioû 

PPyy  —  ntmxx — tmnx. —  nn  S», 

•  Jrt,  i  i8.  dont  le  lieu  fera  *  un  cercle  fi  la  quantité  c^^ui — mm. 

&  }»?•       (  qui  multiplie  le  quarré  xx)  eft  pofitive,&  qu'on  prenne^/ 

—  f-t-X  —  i^^iCar  divifant  par  ^/> ,  &  faifant-  pour 

abréger  »r«M -2 — «  ^^«" jr O" n        » 

on  aura  j^  -+  x  x  — ^  a  rx  -f  ^  J  C=  <>  •  »<Çavoir  H*  J  /  lorl- 
,  que  X mq^e  furpafle  »»  ),&  —  J -» ,  lorfqu'il eft  moindre. 
Pour  conftruire  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  de  la  pre- 
mière équation  x* —  x  x-^n  *-4-  q  = — /  xy ,  je  fuppofe 
à  l'ordinaire  deux  lignes  dfoites  inconmiëSr&  indétermi- 
F I c  1x4.  nc€» ^ P  ( X ) ,  PM {y) -qui faflent entr'elles un at^ledroit. 
AP  M  sW]C  tire  par  l'origine  ./^  des  x ,  une  ligne  droite 
indéfinie  ^  parallèle  à  PMy  fur  laquelle  ayant  pris  do 
côté  de  />  Jlf  la  partie  ^G -,  &  du  côté  oppofç  la  partie 

G  B  =X »  ie  mené  du  côté. de.  PM.  la  droite J?C  ss», 

perpendiculaire  à v^i^-  €ela  fàîr,  je  décris  fur  un  plan  fc* 
paré  une  Parabole  ME  M  qui  aie  pour  paramètre  de  fon 
axe  la  ligne  f  =3  f^v-f  i«— -  mm^U  ayant  placé  ce  plan 
fur  celujrci  ep  forte  que  l'axe  de  la  Parabole  fê  confonde 
avec  là  ligne  A  Q^ii  que  la  Parabole  s'étepde  vers  Je  côté 
c^ofé  à  ^Mj\t  prends  Km  cet  axe  depuis  fon  or^tne  £ 

verHe  dôdans  de-la  Parabole  la  partie  EFss  BG^<1^ 

Je  me  (tts  enfin  d'une  longue  règle  indéfinie  CF  nnobue 
autféot  du  point  fixe  c ,  &  <jui  paue  toi^our s  par  le  point  f^ 
it  la  fai^uit  cidurner  autour  dû.  point  c ,  en  forte  qu'elle  ùS- 
ft^UÎfer  la  partie  £  F  de  Taxe  de  la  Parabole  le  k>i^  de 
la  \\%tté*4Q^  ^  dis  que,  les  deux-interfêdions  continuelle» 
M»  Af  ;i^etee  règle  avec  là  Parabole  mem  décriront 
dans  ceiaouventeoc  deux  lignes  courbes  qui  ièront  Je  lien 

qu'on 
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qu*on  demande.  Car  par  la  conftru'dion  j4  B  oxx  A  G 
—  G  B  r;:  Z  —  J- ,  &  par  la.  propriété  de  la  Parabole 

£j2^— —  pujfque -^/^  ou  iW^crx.  Or  les  triangles 
femblables  T  QJ/f,  MDC^  donnent -F ^ou  E^^^—EF 

CD  {m  —  x).  Donc  en  multipliant  les  extrêmes  &  Iqs 
moyens ,  on  aura x' — mxx — »^-4-f  ïi: — fi^xj^.  Et  fi  Ton 
prend  fucceffivement  les  points  JW  dans  les  trois  angles  qui 
fuivenc  celui. ci ,  on  trouvera  toujours  la  même  éqgation^ , 
en  obfervanr  de  faire  ^  P  z3  — x  &  PM  —  — -/  lôrfquè 
les  points  P  6c  M  tombent  du  côté  oppofé  â  celui  ci  :  de 
forte  que  ces  deux  lignes  courbes ,  qu'onrpeut  appeller  ^^/i- 
choïdes*  paraboliques  y  feront  le  lieu  complet  de  toutes  les 
valeurs  tant  vraies  aur  faufles  de  Tinconnuc y,  qui  répon* 
dent  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'autre 
inconnue  X ^  dans  l^'égalitc  x^— ;» a; x—«x -4- f  ti^^fxy. 
Pour  conftruire  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  féconde 
équation  jrjp^^ XX — irx  hF^^  S^,  il  n'y  a  qu'à  pren- 
dre fur  la  drmte  indéfinie  AP\^  partie  A  H  ~ r  du  cô- 
té  de  -PjM/Iorfaue  la  valeur  de  r  eft  pofitive ,  &  du  côté 
oppofé  lorfqti'elle  eft  négative  3  enfyite  du  centre  H  & 

du  rayon  JFf  Jl^  s^rr^j/^fçavoir — *sSy  lorfqu'il  y 
a  -4-/ J  dans  Téquation ,  &  -f- Ji  lorfque  c'eft  — ss\  dé- 
crire ua  cercle  5  car  â  caufc  du  triangle  redangle  H  P  M^, 

00  aura  toujours  HM  wm.HP  ^P  M  ,  c'eft  à  dire  en 
mettant  les  valeurs  analytiques^  &  tranfpofant  tous  les 
termes  d'un  côté  y  y  -4-  x  x — ^.rxZ^ss  ^0. 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  pomts  M  où  ce  cercle 
rencontre  les  conchoïdes  paraboliques  on  mené  des  per* 
^ndiculaires  Afj^^ fur  la.  droite  indéfinie  y^^  ces  lignes^ 
Seront  les  racines  de  l'égalité  propofée  :  f^a voir  celles  qui 
tombent  â  droit ,  les  vraies  j  &  celles  qui  tombent  à  gau- 
cbe,  les  faufles.  Car  menant  des  parallèles  MP  i  A  Q^y 
an  trouve  par  la  propriété  des  conchoïdes  cette  équation^ 

Tt 
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x'  —  nixx^nx^q  S— >>xj^,c'eftâ  dire.ciiqoarrant 
chaque  membre  ypfx  xyy  s:  —  x' — i  m  x'  &c  j  &  par  la 
propriété  du  cercle  ,  cette  autrej^>'-+-xx —  irx  ^^ss 
wm  0 ,  laquel le  étant  multipliée  par //  x  x  donne  pf  x  xy  y  wm 
^^^fpx^J^xpfrx^^  ppssxx.  Et  comparant  en- 
femble  ces  deux  valeurs  de  pp  x  xyy ,  où  formera  une  cga- 
litc  dans  laquelle  fi  Ton  met  à  la  place  de  ir^ss  ^pp, 
myti^qy  leurs  valeurs  >  on  retrpuvera  Tcgalité  propoféc 


X 


—  ^x'&c. 


S'il  y  avoic  dans  Tégalité  propofce  —  ^x'  au  lieu  de 
-f.rfx',  il  eft  vifîble  qu'en prenantalors  2r»ii2iL±ii±i, 

le  refte  de  la  conftruâion  ne  changeroit  point ,  puifque  i 
ne  ie  rencontre  que  dans  la  valeur  de  r.  Et  comme  alors 
tous  les  fignes  à^s  termes  de  Tcgalité  propofée  fbntalter. 
natifs  )  c*efl:  une  maxime  re^ûë  en  Algèbre  que  toutes  fes 
racines  réelles  feront  vraies  ^  c'eft  â  dire  y  que  fi  cette  ^a- 
lité  a  deux  racines  réelles  &  quatre  imaginaires  ^  les  deux 
réelles  feront  vraies  j  fi  elle  en  a  quatre  réelles  &  deux  ima. 
ginaires^  les  quatre  feront  vraies  i  &;  enfin  fi  toutes  les  fix 
font  réelles, elles  fecont  toutes  vraies.  D'où  Ton  voit  qu'on 
n'a  befoin  alors  que  de  làconchoïde  qui  eft  décrite  par  la 
moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du  point  fixe  c, 
puifque  l'autre  ne  fert  que  pour  les  racines  faufies. 

S'il  arrivoit  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fiit  nulle 
ou  imaginaire ,  ou  enfin  fi  petite  qu'il  ne  touchât ,  ni  ne 
coupât  les  deux  conchoïdes  en  aucun  point  )  ce  (eroit 
4ine  marque  infaillible  que  toutes  les  racines  de  l'égalité 
feroient  imaginaires.    S'il  les  coupoit  en  fix  points ,  toutes 
les  racines  feroient  réelles.    Et  enfin  s'il  ne  \ts  coupoit 
qu'en  quatre  ou  en  deux ,  il  n'y  auroit  que  quatre  ou  deux 
racines  réelles ,  &  les  autres  feroient  imaginaires.    11  faut 
toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  toucboit  l'une  des 
conchoïdes  en  quelque  point ,  on  doit  regarder  ce  point 
comme  s'il  réuniflbit  deux  points  infiniment  proches  ^  en 
forte  que  l'égalité  propofée  auroit  deux  racines  égales  à  la 
perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  ^£« 
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Remarque!. 

40 ^«  Il  fuit  de  la  defchpdondes  deux  conchoïdes 
paraboliqiies ,  i^.  Qu'elles  ont  pour  Afynnpcote  commu* 
se  la  droite  B  E  innniment  prolongée  de  parc  &  d'autre. 
1^.  Qu'une  des  conchoïdes  paflë  par  le  point  fixe  C ,  & 
qu'alors  la  règle  c/  la  touchera  en  ce  point  j  puifque  le 
point  M  fe  réunifiant  au  point  C ^  la  règle  paâe  par  deux 

f joints  infiniment  proches  de  cette  ligne  courbe.  3^  Que 
orfque  le  point  F  tombe  fur  -B  ,  la  règle  CF  qui  décrit 
par  les  incerfèdions  M^  M^  avec  la  Parabole  les  con* 
choïdes  ,  tombefur  C5  jôc  qu'ainfi  la  ligne  MFM  àe^ 
vient  la  double  ordonnée  qui  part  du  point  F  :  c'ell  i 
dire  que  la  ligne  c  B  rencontre  les  conchoïdes  en  deux 
points  KyZ,  tels  que  B  KU  £Z  font  égales  chacunes 
d  l'ordonnée  â  Taxe  de  la  Par^ibole  qui  part  du  point  F. 
D*où  il  eft  clair  que  ù  SC  étoit  égale  i  cette  ordonnée ^ 
le  point  K  tomberoit  alors^  lun  le  point  C  $  &  qu'ainfi  la 
ligne  B  C  qui  paileroit  par  deux  points  infiniment  pro» 
ches  K^c  de  la  conchoïde.la  toucheroit  en  fe  réunifiant 
toute  entière  dans  le  feuL  point  c. 

Il  n'efl  pas  neceflaire  de  fe  fervir  de  la  Parabole  MEM  Fi  •«  2ij:« 
pour  trouver  les  points  des  conchoïdes  3  car  ayant  pris 
fiir  J?  £  la  partie  B  O  égale  au  paramètre  de  la  Parabo* 
le»&  décrit  d'un  diamètre  quelconque  OR  plus  grand 
que  0  Jf  un  cercle  qui  coupe  B  C  aux  points  D^D  y  on 
prendra  fur  ce.  diamètre  Ix  partie  R  S  égale  à  £  f,  &  on 
tirera  par  le  point  fixe  C  les  deux  droites  CM  ^  CM, 
parallèles  i  DS  ^  1)5  ,,qut> rencontreront  ks  parallèles^ 
DM  ,  DM  jà  EB  en  des  points  M^  M  ^  qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.  Car  ayant  prolongé  Cilf  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'Afymptote  BE  zm  point  F  >  &  mené 
^Q^  parallèle  â  £  c  5  il  eft  clair  que  les  triangles  rec 
cangles  MQJP  ^T>BS  ,  feront  égau>t ,  &  qu'ainfi  F  Q^ 
eft  égale  â  ^5/  Or  ayant  pris  RS  égale  à  £  J  i  o» 
aura  £ /-4-J^^,  ou  B^^RS^SB  ou  RB  3  &  la 
Parabole  EM  qui  a  pour  fommct  le  point  £  ,  &  pour 
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paramètre  une  ligne  égale  i  £0 y  pafTera  par  le  point 
M  }  puifque  par  la  propriété  du  cercle  le  quarré  dt  £  D 
ou  M  j^eft  égal  au  reâangle  de  ^  JS  ou  £Q^  par  le  pa- 
Tametre3e  £  O  ^  ce  que  donne  auffi  là  propriété  de  la  Pa- 
Tabole.  D*où  il  fait  que  le  point  M  trouve  par  cette 
conftruâion^  n'eft  pas  différent  de  celui  que  donneroic 
rinter(èdion  de  la  règle  CF  avec  la  demie  Parabole  £M. 
Et  c\fi  ce  qu*U  fdûoit  démontrer. 

Si  le  pomt  D  étoit  donné  ^  il  ne  faudroit  pour  avoir 
le  ooint  R ,  que  mener  D R  ()erpendiculaire  iO  D  'yli.\t 
relie  de  la  conftruâion  ne  changeroit  point.  * 

J^avertirai  ici  en  paflant,  i^  Que  fi  Ton  prend  fur  S  C 
du  côté  du  point  C^  une  partie  B  D  égale  â  la  vraie  ra. 
cine  de  Tegalitédu  troiftéme  degré  x*m^^mxxm^\mnp 
mmo{\ts  données  £  C:«7»^  fie»»  ^^Oa/)  ^  &  qu'on 
trouve  enfuite  le  point  M  comme  Ton  vient  d'enfeigner  : 
ce  point  fera  plus  éloigné  de  la  droite  £C  ^ue  tous  \t% 
rautres  points  de  la  portion  K  MC  yàt  forte  que  la  tan* 
gente  qui  pafle  par  ce  point  fera  parallèle  i  BC.  x^.  Que 
fi  Ton  prend  fur  B  C  prolongée  de  l'autre  côté  du  point 
£ ,  une  partie  B  D  égale  à  la  vraie  racine  de  Tcgalité 
^^mm.mnfmsaO'y\c  point  JK'de  la  conchoïde^  qui  rcpond 
au  point  D  y  en  fera  le  point  d'inflexion  :  c'eft  à  dire  le 
point  où  de  concave  elle  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  j*ai  établis  dans  mon  Livre  des 
Innniment  petits ,  on  doit  le  fuppofer  comme  vraie  ^  & 
remetre  à  en  chercher  la  raifon  après  avoir  lu  ce  Livre 
pu  quelque  chofe  d'équivalent  ,  d'autant  plus  que  cela 
eft  inutile  pour  la  refolution  des  égalités  du  fixiéme  de- 
^ré  dont  il  eft  ici  queftion. 

^        Remauq^ue   il 

407*  1 L  ^ft  vifible  que  pour  décrire  les  deux  con- 

choïdes  paraboliques ,  il  faut  i^  Que  la  ligne  £C  (^t) 
ait  quelque  grandeur,  &  qu'ainfî  l'cgalité  propofée  doit 
iivoir  un  fécond  terme.    1^.  Que  le  terme  f  ne  peut  être 
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mil  dans  récjuatioo  x^m^mxx.^nx'^q  ziz^mmfxy^  pu tf. 
qu'en  divifanc  par  x^  elle  deviendroic  cette  autre  Arx«-.mx 
—  »  S — p%^  dont  le  lieu  eft  une  Parabole  j  d*où  il  eft 
clair  que  le  dernier  terme  g  fe  doit  trouver  dans  Tcgalité 
propofée  avec  le  figne  -+- ,  puifque  f  :=:  ^g. 

De  plus  fi  le  terme  fx  avoit  le  figne  -f- ,  on  lui  don- 
^neroit  le  figne  —  en  changeant  auflî  les  fignes  du  deuxiè- 
me &  du  quatrième  terme  ;  ce  qui  ne  troubleroit  point 
régalitë  9  mais  changeroit  feulement  les  racines  fauffes 
en  vraies  &  les  vraies  en  faufles.  Et  afin  que  le  lieu  de  la 
deuxième  équation  pût  être  un  cercle  ^  il  faudrok  que 
£l+r  (fçavoir-f-r  lorfqu'il  y  a-t-^A:*,& — rlorfqu'il 

y  a  —  cx^)  fiirpaflât  \bb.  D*où  l'on  voit  que  le  terme/x 
manquant, il  faut  que  le  terme  cx^  ait  le  figne  •+, & 
que  c  fiirpaflè  ^  ^^  j  &  que  fi  le  terme  cx^  manque ,  X 

doit  furpafier  ^ib.^ 

Il  eft  donc  cviâent  que  ce  font  là  les  conditions  que 
doit^  avoir  necefTairement  i*égalitc  propofée  du  fixicme 
degrés  afin  qu'on  la  puifiTe  conftruire  immédiatement  par 
le  moyen  des  conchoïdes  paraboliques,  &  du  cercle , corn- 
4ne  Ton  vient  de  faire  la  précédente. 

Rbm  AlLQ^UE      III. 

408.  JLoRSQjjB  régalité  donnée  n'eft  que  du  cin- 
quiéme  degré  3  on  peut  fouvent  en  l'élevant  au  fixieme^ 
lui  donner  en  même  temps  toutes  les  conditions  necefiài- 
res  pour  être  conftruite  immédiatement.  En  voici  quel- 
ques exemples.       r 

^  Soit  i*^,  x' —  a^b  tnoyoii  Ton  fuppofe  que  a  furpafle  b. 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x —  b^  pour  avoir  celle  du 
iîxiémcx* — bx^  —  a^bx^a^bb  cr<7,qui  a  toutes  les 
conditions  requiiês  dans  la  remarque  précédente. 

Soit  x^. x' —  ^aa x*^  5 a^ x —  a^b  zzo^ dans  laquelle 
a  furpafie  b.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x  —  ^ ,  &  j'ai 
jtfV^  X**— î  a  a  x*-+-5  aab  x*-+- j  ^^xx— 6  a^  b  x^a^b  ixasù^ 
qui  a  toutes  les  conditions  neceilaires. 

Tt  iij 


Digitized  by 


Google 


334.  LiTHE    Nbvtxb'mi. 

Soit  3«.  X*—  éi X*— 4<rrf x'-4-3  <«'x  ar-t-  3  «* Xm.4*  o»  ». 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x — 4<»  •,  ce  qui  me  (Jonne 
X*— .5<fx*-f-'i9<«'x*— 9<ïrfxx— i3<»*x-4-  4«ï*53  «,Qui 
eft  une  égalité  du  fixiéme  degré ,  dans  laquelle  toutes  les 
conditions  neceflaires  fê  rencontrent. 

Il  eft  bon  d'avertir  que  la  première  égalité  x'— ^^^om», 
fert  à  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes  u^,  B  >  que  la  féconde  x'-.5^4x''&c.. 
fert  à  divifèr  un  angle  donné  en  cinq  parties  égales  -,  & 
enfin  que  la  croifiéme  x* — ax^  iac  (èrt  â  infcrire  dans 
un  cercle  donné  un  Polygone  régulier  de  onze  côtés  :  & 
c'eft  ce  qu'on  verra  dans  les  articles  du  Livre  fuivant. 
Je  vais  donner  la  conftruâion  de  la  première  de  ces  éga> 
lités ,  afin  qu'on  la  puiffe  comparer  avec  celle  qu'on 
trouve  à  la  fin  du  troifiéme  Livre  de  la  Géométrie  de  M. 
Defcartes. 
Pi  •.  xx6.  Ayant  décrit  une  Parabole  ME  <Jui  ait  pour  lé  para- 
mètre de  fon  axe  une  ligne  ^=5  Y"  a  a — Çkl^  &  pris  du 
côté  que  Ton  voit  dans  la  figure  les  lignes  AG  ^*S 

GB  ou  £J=:4>^G,  ^Cs4^,  ^Jf  t=Llli,  ecunc^ 

ligne  J  C: ~- ^4^^ — ^<r,  ou  ~  t^aa — 4^^  j on décri* 

ra  d'abord  une  conchotde  parabolique  COM  (comme  l'on' 
a  enfeigné  dans  l'article  404  )  à  l'aide  de  la  Parabole 
ME ,  &  d'une  longue  règle  C  F  qui  tourne  librement 
autour  du  point  fixe  c,&  qui  paffe  toujours  par  le  point 
JF,  pendant  que  la  partie  £  f  de  l'axe  de  la  Parabole  glif- 
fe  le  long  de  la  ligne  ^  Q^ta  enfuite  un  cercle  du  cco- 

tre  // &  du  rayon HM^ ^AH^Z^fs^  fçavoir -f-^* 
lorfque  ^bb  furpa(ïè  aa^U — ss  lorfqu'il  eft  moindre. 
Je  dis  que  fi  des  points  O ,  il/,  où  ce  cercle  rencontre  la 
conchoïde,  on  mené  des  perpendiculaires  QR ,  MP^  fur 
^  P  i  les  parties  ^  R,^P^  feront  les  racines  de  l'égalité 
X* — èx* — a*è  X'-^a*hb  gs^».  Cela  fe  prouve  comme 
dans  l'article  404. 
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On  peut  s'épargner  la  peine  de  trouver  une  ligne 

/  cr  ^l^à^bb — aa  .  o\xJLi^àid — ±bby  fi  Ton  fait  at- 

tention  aue  le  cercle  décrie  du  centre  M  y  doit  couper  la 
conohoïde  C  o  ;ii  en  un  point  O ,  tel  qu'ayant  niené  OX 
perpendiculaire  fur  ^i'  »  on  a  la  partie  ^  Rzzxb-^  puif* 
que  Tune  des  racines  de  cette  égalité  tÇkxzs^  b.  Ceft  pour- 
quoi ayant  pris  fur  ^P  la  partie  ^^=;  ^)&tiré  KO  per- 
pendiculaire  â  ^  P  &  qui  rencontre  en  O  la  conchoïde 
CO  Ai  j  il  n'y  a  qu'à  décrire  du  centre  /f  &  du  rayon  HO 
un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point  Af  ^  tel, 
qu'ayant  mtntXfP  perpendiculaire  fur  ^P,  la  ligne  ^P 
^ra  la  plus  grande  des  quatre  moyennes  proportionnelles 
qu'on  demande.  Comme  le  cercle  décrit  du  centre  H 
ne  coupe  la  conchoïde  qui  pafle  par  le  point  C  qu*en  deux 
points  O  ^  M  ^  &  ne  rencontre  point  l'autre  j  il  s'enfuie 
que  l'égalité  propofee  x* — bx^  &c.  n'a  que  deux  racines 
vraies  AR^AP^^\c^  quatre  autres  imaginaires. 

R  B  Al  A  R  q;^u  e.   1 V. 

409^  L  o  K  s  Qj;  E  l'égalité  donnée  du  fixiéme  degré 
n'a  point  les  conditions  necefiàires  pour  être  conftruite 
imniediatement  par  la  méthode  que  l'on  vient  d'expli. 
quer ,  ou  bien  qu'étant  du  cinquième  degré  y  la  remar* 
que  précédente  fe  trouve  inutile ,  on  pourra  fe  fervir  de 
la  préparation  qu'enfeigne  M.  Defcartes  dans  le  troifié- 
me  Livre  de  (a  Géométrie.  On  y  trouve  la  manière  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré  en  une  autre  du  fixiéme ,  dans  laquelle  tous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  fignes  alternatifs  ^  &  où 
la  quantité  coimuc  du  troifiéme  terme  furpafic  le  quar- 
ré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  :  ce  qui 
rend  la  conftrudion  du  Problême  générale  pour  toutes 
ibrtes  d'égalités  du  cipquiéme  &  du  fixiéme  degré.  Je 
ne  m'arrêterai  point  ici  â  expliquer  cette  préparation  ^ 
parce  qu'elle  dépend  de  l'Algèbre  pure  dont  je  n'ai  point 
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entrepris  de  parler »&  que  d'ailleurs  je  vais  donnerdans 
la  propolîtion  fuivaiice  une  conftrudion  générale  pour 
toutes  fortes  d'cgalitcs  du  dnquicme  &  du  fixicme  de. 
gré,  qui  ne  fuppolè  point  d'autre  préparation  que  cclic 
de  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

PROPOSITION    VI  IL. 

Problème- 

410,  ^  KO  V y  f^K  les TMînes de  légalité  x*-- bxt-^x* 
•+- d  X  X— f X  -+•  ga=»o ,  far  le  moyen  d^ujte  première  Pard^ 
bçU  cubique  donnée ,  &  (tune  ScBion  conique. 
Fi  G.  ii7#  Soît  aayz:^  s^  Tcquation  dont  le  lieu  c(V  la  première 
Parabole  cubique  MAM  {AP  S  x ,  PM  sr/,  A  B  tza). 
Je  mets  dans  l'égalité  propofée  i  la  place  de  x*fa  valeur 
a^yjyà  la  place  de  x^  fà  valeur  aaxy^  &  à  U  place  de 
x^  fa  valeur  a  ay  -,  ce  qui  la  change^  en  cette  équation  du 

fécond  degré >^/—-i. AT j(—-ljr^H-;i^^—^x H- i: 

^Art.  ix).^  0^ dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe * lor/que  d. forpaflè  j bb^ 
c'eft  â  dire  9  lorfquela  quantité  connue  qui  multiplie  xx 
fnrpaâfe  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  qui 
*  multiplie  x^ ,  comme  je  le  fuppofe  ici.  Et  fi  Ton  veut  que 
la  ligne  qui  fait  l'office  de  Tunité  dans  Tégalicé  propofée  », 
U  qui  y  eft  fousentendpe  ^  loir  égale  au  paramètre  a  de  la. 
Parabole  cubique  donnée  j  cette  équation  fe  changenLen 

celle-ci// — ^xy  .^cy^^txx — /x-4-4g  cs^i<loût 

voici  la  conftrudion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  lîi  partie  ASé^^^ 
on  tirera  parallèlement  à  P  Af  &  du  même  côté  les  droi- 
tes^È  ::z\b^AD  ^\c  :  &  on  mènera  par  le  pointa 
la  droite^ £  (^)>  &  par  le  point  D  une  parallèle  DG 
iAE^hàx  laquelle  on  prendra  du  côté  de  i'  Jlf  la  partie 

DC{s)^ -^^^^^^r ' ^  ^^  P"^  ^  d'autre  du  point  C les 

parties 
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parties  CK^  cz,  égales  chacune  à  t^  ^//^f^^^^^^V . 
Cda  fait /du  diamètre  ZAT  (  i/)  qui  ait  pour  paramètre 
une  ligne  KH       4édt^hbt  ^    ^^^  ordonnées  da  drois- 

tes  parallèles  â  PMj  on  décrira  rEUipfe  cherchée. 

Maintenant  fi  dçs  points  de  rencontre  de  cette  Ellipfe 
avec  la  Parabole  cubique  donnée ,  on  abaiiïe  des  lignes 
M  B  qui  faflènt  avec  ^  P  Tangle  donné  ou  pris  i  volonté 
«^  £  Ai  ^  les  parties  «^  P  de  la  droite  indéfinie  fiir  laquelle 
s'étend  l'indéterminée  x  feront  les  racines  cherchées ,  fça* 
voir  celles  qui  tombent  du  côté  où  l'on  a  fiippofé  PM  en 
faifant  la  conftruâion  ^  Içs  vraies  ^  &  celles^qui  tombent  du 
côcé  oppofé ,  les  faufies.  Car  par  la  propriété  de  la  Seâioa 

conique  ûvicot  yjr*--^xy — ^/H-*  -xx. — /x-J-^g. 
M ^,  &  par  la  propriété  de  la  Parabole  cubique ^j^m  ^  y 

&  mettant  cette  valeur  â  la  place  de/  &  Ton  quarré  à  la* 
place  de/j^  dans  Téquation  précédente ,  on  retrouve  l'é- 
galité donnée  A*" — aix^ — 4iacx*  &c.  s  o. 

R  E  M  A  R  Q^u  1    I. 

4ïl«  Tour*  égalité  du  cinquiénie  ou  dufixiéme* 
degré  étant  donnée  y  fi  Ton  en  fait  évanouir  le  kcond- 
terme  ,  &  qu'après  l'avoir  multipliée  par  l'inconnue  jc^ 
lorfqu'elle  nTeft  que  du  cinquième  degré  ^  on  fe  ferve  du> 
paramètre  a  de  la  Parabole  cubique  donnée  pour  redui- 
rcfous^  Texpreffion  ai  les  quantités  connues  qui  mu^ti- 
plient  x^,  tous  rexpreÛion.  ^2fr  celles  qui   multiplient 
jc*  &c  i  il  eft  vifîble  qu'en  faifant  la  fubftitution  comme 
ci^deflus^on  transformera  toujours  l'égatité  donnée  en 
un  lieu  du  (econd  degré.    D'où  Ton  voit  qu'ayanr  une 
fois  décrit  avec  exaâitude  une  Parabole  cubique  qui  ait' 
pour  paramètre  une  ligne  quelconque  a ,  &.  dont  Tângle^ 
^PJlf  que  font  les  appliquées  /^  ikf  açec  le  di^wnetrex 
^P^  peut: être  pris  à  volonté  3  on  pourra  toûjours>par 
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fon  moyen  ^  en  décrivant  de  plus  une  Se&ion  conique  con- 
venable  ^  refoudre  toutes  fortes  d'égalités  du  cinquième 
&  du  iiiiéme  degré. 

Rema  l^Q^U  E    IL 

4I2'»  L  o  K  S  q^u'a  p  1.  E^s  avoir  fait  évanouir  le  fécond 
terme  d'une  égalité  donnée  du  cinquième  &  du  fîxiéme 
degré  ,  U  Tavoir  multipliée  par  l'inconnue  x  fi  elle  n'eft 
que  du  cinquième  ^  la  quantité  connuiî  qui  multiplie  le 
quarré  xx  eft  pofitive ,  8c  furpaflè  le  quarré  de  la  moitié 
de  celle  qui  multiplie  x^  :  on  arrivera  toujours  en  hifint 
la  fubftitution  par  le  moyen  dcaay  tnx^^à  une  équation 
du  fécond  degré  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfc  y  comme  Ton 
a  vu  dans  ce  Problême.  Or  Ton  pourra  toujours  ÙMten 
forte  que  cette  EUipfè  devienne  un  cercle  ^  mais  alors  la 
Parabole  cubique  ne  peut  plus  être  donnée.  Voici  com- 
ment  il  s'y  faudra  prendre.  r 

*jtff.  )7$.  Ayant  trouvé  une  ligne  a  *  dont  le  quarré  de  quarré 
^^  foit  égal  â  la  quantité  connue  qui  multiplie  xx,  cm 
fe  fervira  de  cette  ligne  a  pour  réduire  fous  rexpreffion 
at  toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  x^^  fous 
l'expreflion  ^^r  celles  qui  multiplient  x'  &c  ^  ce  qni  redui. 
ra  l'égalité  donnée  fous  cette  forme  x^j^t  ^tx^  ^nac  x* 
^a^xx"^  ^fxz^  ^*  g  s  a.  Et  mettant  é^^yy^  aa xy  ft 
^^/  d  la  place  de  x^,  x^  &x\  oo  trouvera  cette  équa- 
tion du  fécond  degré  vy^  -i  xyzi:  cy -f- xxt+/xHh^^ 

'^jtrt.Jiij.  zs  o  ^  dont  le  lieu  fera  *  un  cercle  ^fi  l'on  £ûc  en  forte 
&  ji?.       que  l'angle  AEB  foit  droit  ^  ce  qui  eft  facile  en  cccK 

manière. 
Fi  ç.  xx%.     Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  uf  P  la  partie  A3 
zz  a  ^  Qïï  décrira  de  cette  ligne  comme  dîasiietre  ua 
demi  cercle  ^£J5,  du  côté  où  Ton  fiippoJê  qoe  PM 
doit  tomber  ,  lorfqu'il  y  a  —  Lxy^  le  do;  côté  oppoié 

Jorfqu'il  y  a  -4-  ^  x^.    On  portera  fur  la  demi  circoofe- 
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fcnce  dc-5en  JS,une  ligne  £Ea»^&ièc  ayant  tiré  ^£ 
|r  ) ,  la  ligne  P  M  doit  être  parallèle  à  5  £ ,  &  on  ache- 
vera  le  refte  de  U  condrudion  comme  pour  r£llipfè , 
qui  deviendra  alors  un  cercle  ^  puifque  l'angle  CGM 
fera  droit ,  &  qu'à  caufe  du  triangle  reâangle  ^£  £  il 
vient  ecwe^aa^^^bb ^  qui  doit  exprimer  la  raifon  du 
diamètre  L  K  iion  paramètre.  La  figure  qui  eft  ici  à  cô- 
té reprefcnte  la  conftrudion  de  Téquarion  jy^^xy^^cj.^ 

•4- xx^^fx—ag^sao^  qui  n'efl: différente  de  celle  du  Pro» 
blême  qu'en  ce  que  d^s^a. 

Maintenant  ayant  pr>s  fur  la  ligne  A  3  autant  de  par- 
ties ^/^,  -^  /^  1  &c.  qu'on  voudra  ^  &  mené  des  parallèles 
P  M  yP  M  ^  &LC.  iB  E  '^  on  prendra  chaque  P  M  égale  à 
la qqatriéme  proportionnelle  à  fa correfpondante  ^P  U 
la  donnée  ^  B.  £t  faifant  pafTer  une  ligne  courbe  J<^^ 

5>ar  tous  les  points  M  ainfi  trouvés  ,  il  efl;  évident  qu'elle 
èra  le  lieu  de  l'équation  x^i^aay^ic  par  confequent  la^ 
première  Parabole  cubique  qui  par  k%  points  d'interfec 
lion  M^M  ^ avec  le  cercle  ^  fervira  à  découvrir  \q& raci- 
TktsAP^A  P\  de  l'égalité  propofée. 

R  £  M  A  R  Q^U  E    III. 

4*3-  OoMM  E  l'on  a  parlé  £>uvent  dans  ce  Livre 
àts  Paraboles  de  tous  les  degrés^,  &  qu'on  vient  même 
d'employer  la  première  Parabole  cubique  pour  refou* 
dre  les  égalités  da  cinquième-  &  du  fixiéme  degré  j  je 
crois  qu'il  n'eft  pas  hors  de  propos  d'esuuxûnerles  dififè» 
lentes  figures  qu'elles  peuvent  avoir.  Soient  donc  don^ 
nées  de  pofîtion  deux  lignes  droites  indéfinies  JBC ^DE^ 
qui  s'ientrecoupent  au  point  A  ^  &  foit  dans  l'angle  S  AD  Fis»  xx^ 
«ne  Parabole  ^iVf  de  tel  degré  qu'on  voudra  ,  dont  la 
aacure  eflf  telle  qu'ayant  mené  d'un  de  (ts  points  quel* 
conques  M  une  parallèle  Af  P  à  Z>  £ ,  qui  rencontre  B  c 
an  point  P  ^  &  ayant  nommé  les  indéterminées^^/',  x  ^ 
p  M  ,^  j  la  donnée  j4  S  ^i  /on  ait  toujours  jc*  a.^?  (  les. 
kttres  m  iL  n  marqtent  les  expofàns  des  puifiances  de 
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X  Ujf  <\fxi  peuvent  être^Is  nombres  pofitifs  entiers  qu*oa 
voudra  j  &  Ton  fuppofe  feulement  que  m  furpafle  n].  il 
eft  évident  i*.  Que  ^P  (x)  étant  nulle  ou  zéro,  PM  (j) 
Teft  auffi,&  que  plus  AP  {x)  croît,  plusauffi  PM{y) 
^Art. xij.  augmente^  & cclaà  Tiofini*  i^  Quelafootangente  PT* 

(ixVeft  toujours  moindre  que  AP  (x),  puifque  Ton 

fuppofe  ici  que  n  fait  moindre  que  m.  D'où  il  fuit  que  la 
Parabole  A  M  de  tel  degré  qu'elle  puifle  être ,  paiTera 
toujours  par  le  point  A  ^  qu'elle  s'éloignera  <l£  plus  en 

J>lus  A  l'infini  de  la  droite  B  C  que  Ton  regarde  comme 
on  diamètre  5  £c  «nfin  qif'elle  tournera  fa  convexité  du 
côté  de^e  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  A  M 
qui  tombe  dans  l'angle  DAB^  n'-eft  qu'une  portion  de 
cette  Parabole ,  il  reue  à  examiner  dans  lequel  des  angles 
BAC  y  CAE^EASy  elle  doit  fe  continuer  }  &pour 
cela  il  faut  diftinguer  trois  difièrens  cas. 

Premier  cas.  Lotfque  rexpofant  m  de  la  puiflance  de 
X  eft  un  nombre  pair ,  &  l'expofant  n  de  la  puiflànce  de 
y  un  nombre  impair.  La  racine*w  de  x*  fera  î+x ,  &  la 
racine  n  dej^'  fera  feulement  -+j' }  car  foit  par  exemple , 
m  :=r  4,  &  »  rr  3  ,  il  efl:  clair  que  le  quatre  de  quarré  où 
la  puifTance  quatrième  de  Hf  x  eft  toujours  x^,  &  qu'il 
n'en  eft  pas  de  même  du  cube  de  1+ j^ }  puifque  le  cube 
Fi  c.  Aij.]  de  -^y  eft/ ,  &  cekii  de  — y  eft  — /.  De  là  il  eft  évî- 
dent  que  AP  {x)  peut  être  pofitive  &  négative,  &  PM 
{y  )  toujours  pofitive  5  d'où  l'on  voit  que  la  Parabole 
A  M  doit  fe  continuer  dans  l'angle  D  ^  C ,  qui  eft  à  cô. 
té  de  l'angle  ^-^Z),  en  forte  que  fi  par^m^oint  quelcon- 
que K  de4a  ligne  A  D  ,  on  tire  une  parallèle  k  B  C  elle 
rencontrera  la  Parabole  M  A  M  en  deux  points  M,  M^ 
qui  feront  également  éloignés  du  point  K.  Telle  eft  la 
Parabole  ordinaire  qui  eft  le  lieu  de  r«juatioD  x  x=irjr, 
ou  xxisB^yetï  faifànt  le  paramètre  a^rmi. 

Second^as.  Lorfque  les  expofans mien  font  des  nom- 
bres impairs.  La  racine  m  de  x^  fera  feulement  --+  x ,  & 
de  mjème  la  racine  nkvz  ^yi  mais  parce  que  Téqnacion 
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^^^i^màm^y''  eft  la  même  que  x^oi^*,  &  que  la  racine 
m  de  -i^'*  eft — X,  &  la  racine  n  de— ^'^  eu *^y  ^  il  s'en- 
fuie  que  ^P  {x)  peut  êcre  pcficire  &  négative  de  même 
que  PM  (>^) ,  en  obfervanc  que  lorfque  ^P  eft  pofîti- 
ve ,  PM  Teft  au£B  ,  &  au  contraire.  D*où  Ton  voie  que  F 10.  ijo. 
la  Parabole  ^  M  doit  alors  fe  continuer  dans  Tangle 
C  ^  B  oppofé  au  fommet  d  Tangle  BA  D ,  dans  une  po. 
fition  toute  femblable,  mais  renverfëe  ^en  forte  que  pre- 
nant ^  P  égale  i  ^  P  yic  menant  P  M  qui  fade  avec 
A P  VsLTï^lc  A P M  ég^k  à  Tangle  AP M  \  cette  ligne 
PM  rencontre  la  portion  A  M  qui  tombe  dans  Tangle 
CA  £  ,  en  un  point  M  tel  que  PM  cft  égal  i  PM.  Telle 
eft  la  première  Parabole  cubique  x^amaay^o^i x'aa^en 
faiiant  a^sni. 

TroiSémc  cas.  Lorfque  Texpofant  m  de  la  puiflànce  . 
de  X  eit  un  nombre  impair,  &  Pexpofant  n  de  la  puiO^n- 
.  ce  de/  un  nombre  pair.  La  racine  m  de  jc**  fera  toujours 
^H*  AT  y  &  la  racine  n  de  /•  fera  Zj^y  ^  wr  foie  par  exem- 
ple,  -^  ^  une  féconde  Parabole  cubique  qui  eft  le  lieu 
de  réquation  x^=mayy  ^  ou  x^isayy  ^  il  eft  clair  que  la  Fie.  iju 
racine  cubique  de  x'  eft  feulement  -J-  a;  ,  &  que  celle  de 
y  y  eft  ^y^  D'où  il  fuit  que  la  Parabole  .A  M  doit  fe 
continuer  dans  l'angle  ^J^£  qui  eft  à  côté  de  langle 
S  AD  5  en  forte  que  fi  Ton  mené  par  un  point  quelcon- 
que  P  de  la  ligne  A  B  une  parallèle  à  D  £  ^  elle  rencon. 
trera  la  Parabole  entière  MAMen  deux  points  M^M^ 
également  éloignés  du  point  P, 

Or  réquation  générale  x'*».^"  appartient  toujours  à 
Tun  de  ces  trois  cas  ^  car  (î  ;n  &  »  ctoient  deux  nombres 
pairs ,  on  extrayeroit  de  part  &  d'autre  la  racine  quar- 
rée  autant  de  fois  qu'il  feroit  paifible  \  ce  qui  la  redui- 
roit  à  une  équation  dont  Tun  des  expofans  feroit  necef«> 
fairement  impair.  Et  Ton  peut  toujours  fuppofêr  que  wf 
furpafTe  n  5  car  s'il  étoit  moindre ,  &  qu'on  eût  par  exem.  Fi  o.  iji. 
ple>  aaxta»y\  on  trouveroit  en  rapportant  les  points 
de  la  «Parabole  AMk  ceux  de  la  ligne  D  £  ^  &  nom. 
mant  alors  AK^x  -,  KMyj  j  cette  autre  équation  Vs=?^  a  y 

Vu  iij 


Digitized  by 


Google 


34^  L I V  K 1  N  B  u  T 1  b'm  I. 

qui  exprimeroic  auffi  la  nature  de  la  même  ParaBoIe 
^  M^  &  daos  laquelle  Texpoianc  de  la  puifTance  de  jc  eft 
plu$  graod  que  celui  de  la  puiflànce  dej^^  de  /brte  qu'on 
pourroic  faire  alors  le  même  raifonnement  par  rapport  i 
ta  ligne  D£,  qu'on  vient  de  faire  par  rapporta  la  ligne 
BC.  De  là  il  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu'elles  puiflent  être  ^  auront  toujours  Tune  des 
trois  figures  précédentes. 

PROPOSITION    IX- 
Problème^ 

4^4*  b  Oirpopofeeh  cenfiiuin  Ngalité  du  huitième  degri- 
X*—  b  x*-4-  c  x'~  d  x'-f-  e  x*~  f  x'-h  g  x  x~h  xH- 1  «o, 
dans  laque  Se  aucun  terme  ne  manque ,  fai  le  moyen  de  deux,  lieux 
géométriques  ;^  tun  du  feo^nd  degré  ^  ^  l'autre  du  quatrième. 

Ayant  pris  xx=zay  pour  le  lieu  du  fécond  degré, 
on  fubftituëra  à  la  place  de  x^  ^x\  x^^  x\  x* ,  x*^,  &  xx , 
leurs  valeurs  a'^y ,  ^'/  ^  »  ^Y  »  ^  ^//  ^  »  ^  ^yy  »  ^^^  ^  >  ^/ 1 
&  en  prenant  la  droite  donnée  a  pour  l'unité  «  on  aura 

cette  auçre  équation  y — ix/^f-r/  —  dxyy^aeyy 

-r-afxy^aagy  —  aahx^aU^szp  dont  le  lieu  eft  du 
quatrième  degré ,  &  des  plus  fimples  ^  puifque  l*une  des 
inconnues  x  n^étant  qu'au  premier  degré,  on  pourra  en 
déterminer  tous  les  points  en  ne  fc  fervant  que  de  cer. 
cies  &  de  lignes  droites. 

Si  Ton  coqftruit  i  preiênt  la  Parabole  qui  eft  le  liea 
de  la  première  équation  xxmsay^&c  qu'ayant  pris  pour 
y  autant  de  différentes  grandeurs  que  l'on  voudra  j  on 
détermine  les  valeurs  de  x  qui  leur  répondent  dans  la 
féconde  équation  5  le  lieu  qui  paflera  par  les  extrémités 
de  toutes  les  jr ,  &  qui  fera  par  confcquent  celui  de  Ja 
féconde  équation ,  déterminera  par  le  moyen  des  points 
où  il  rencontre  la  Parabole ,  les  valeurs  cberdices  .des 
racines  de  l'équation  donnée.  Ce  qui  eft  vifiblc }  puifque 
mettant  dans  cette  ieconde  équation  pour^  Êi  valeur 
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^ ,  &  poqr  les  puifTacces  de>^  les  puiflances  de  cette  va- 
leur ,  on  trouve  Téquation  donnée  x' — ^  x^  &c  8  ^. 

Corollaire    I. 

415*  O  o  M  M  £  Tunité  a  efl  arbitraire  »  on  peut  fup* 
pofer  qu'elle  eft  donnée  y  &  qu'ainfi  la  Parabole  qui  eft 
le  lieu  de  Ja  première  équation  xx  ziayciï  donnée.  Or 
il  eft  évident  qu'on  pourra  toujours  par  le  moyen  de  cet- 
te équation  transformer  toute  égalité  du  ièptiéme  ou  Iiui. 
tiéme  degré ,  en  une  autre  équation  du  quatrième,  dans 
laquelle  l'inconnue  x  ne  fe  trouve  qu'au  premier  degré/ 
D'où  il  iuit  que  toute  égalité  du  feptiéme  ou  du  huitié. 
me  degré  ^  dans  laquelle  ou  tous  les  termes  fe  rencoo. 
trent  ou  feulement  une  partie  ^  fe  pouixa  toâfours  conf** 
truire  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée  &  d'un  liea 
du  quatrième  degré ,  dans  lequel  l'une  des  inconnues  ne 
(è  trouvera  qu'au  premier  >  &  cela  iàos  autre  préparation 
ç^uc  de  prendre  pour  l'unité  le  paramètre  st  de  la  Para* 
bole  donnée  ,  afin  de  réduire  fous  Texpreffion  se  les 
quantités  connues  qui  multiplient  x^  ^  fous  l'expreflion 
\aad  celles  qui  multiplient  x' ,  &c. 

COHOLLAIHB      IL 

4-^6*  Çj  N  prouvera  de  même  que  toute  égalité  du 
neuvième  ou  du  dixième  degré  fê  pourra  toujours  conf- 
truite  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée,  &  d'un  lieu 
du  cinquième  degré  dans  lequel  Tune  des  inconnues  ne  fe 
trouvera  qu'au  premier  degré  :  que  les  égalité^  de  l'on-* 
ziéme  te  du  douzième  degré  fe  conftruiront.  encore  par 
le  moyen  d^une  Parabole  donnée ,  &  d'un  lieu  du  iixiéme 
degré  }  &  ainfî  de  fuite  pour  les  autres  a  l'infini. 
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PROPOSITION    X. 

Problême. 

417.  CoNSTRuinfi  tégalité  âu  neuvième  degré 

X» bx^-t-cx^&csso,  dans  Laquelle  tous  les  termes fe 

rencontrent  excepté  le  fécond  l  par  le  moyen  de  deux  lieux  géo- 
métriques chacun  du  troijième  dogré. 

Ayant  pris  y^  zsnaay  pour  1  un  des  lieux  du  troifîéme 
degré, on  fubftitucra  à  la  place  de  x*,x^,x*,  &c.  leurs 
valeurs  ay\  à^xyy ,  a^yy^  &c ,  &  Ton  aura  pour  Tautrc 
lieu  du  croificme  degré  ,  en  prenant  a  pour  runité  i 

y— i  xyy^^cyy  &cc  s=::o  dans  lequel  TinConnuc  x 

ne  peut  monter  qu'au  fécond  degré  ,  puifqu'on  fuppofe 
que  par  tout  où  il  y  a  x'  dans  la  propofée ,  on  fubftituc 
i  fa  place  aay. 

Or  il  eft  vifible  que  fi  Ton  conftruic  ce  Heu  avec  la  Para- 
bole cubique ,  qui  eft  le  lieu  dePaucre  équation  x'  =^^/î 
leurs  points  de  rencontre  détermineront  les  racines  de 
régalicé  donnée. 

C0110LLAIB.B. 

41^*    1  ouTE  égalité  du  fixiéme  »  du  huitième  ou 
du  neuvième  degré  étant  donnée ,  il  eft  vifible  qu'après 
avoir  fait  évanouir  fon  (ècond  terme ,  &  l'avoir  multi- 
pliée  par  fa  racine  x  lorfqu'elle  eft  du  huitième  degré , 
8c  par  fon  quatre  xx  Ibrfqn^elle  n'eft  qiie  du  feptiéme,  on 
la  transformera  toûjoors  en  un  lieu  du  troifiéme  degré 
en  fe  fervant  de  1  équation  x^ss^aay  dont  le  lieu  eft  une 
Parabole  cubique  donnée ,  &  faifant  la  fubftitution  conv- 
me  ci-deflus  :  de  forte  que  cette  manière  eft  générale 
peur  toutes  les  égalités  du  feptiéme ,  du  huitième  &  du 
neuvième  degré.    On  trouvera  de  même  que  toute  éga- 
lité  du  douzième  degré  dont  le  fécond  terme*  eft  éva- 
noui ,  fe  transformera  en  un  lieu  du  quarrîènBe,  en  k 
ièrvant  encore  de  fèquation  x^sssaayi  comme  auifi  celles 
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«la  dixième  &  du  onzième  degré  en  les  élevant  au  dou- 
zième. 

Mais  fi  Ton  propofê  une  égalité  dd  fèiziéme  degré 
dans  laquelle  tous  les  termes  fe  rencontrent  ,  excepté  le 
deuxième ,  on  trouvera  qu*en  fe  fervarit  du  lieu  du  qua: 
triéme  degré  x*isi^^,  on  la  transformera  en  un  lieu- 
du  cinquième.  On  trouvera  de  même  qu'une  égalité  du 
vingtième  degré  fe  transformera  en  un  lieu  du  fîxième  ^ 
en  fe  fervant  encore  du  lieu  du  quatrième  degré  x^^a^j  •  . 
comme  auffi^elles  du  dix-feptiéme,  dix  huitième  &  dix- 
oeuvième  degré  :  que  les  égalités  du  vingt- cinquième  de- 
g^é  dans  lefquelies  tous  les  termes  fc  rencontrent ,  excep:^ 
té  le  deuxième )  fe  transformeront  en  un  lieu  du  fixiéme 
degrés  en  fc  fervant  du  lieu  du  cinquième  x^z=za^y  5  comi 
meauffi  toutes  les  égalités  du  vingtunième^  vingt- troifié- 
me  &  vingt-  quatrième  degré.  Et  Ton  peut  continuer  cette 
secherche  autant  qu'on  voudra. 

4^9*  Il  eft  à  propos  de  remarquer  que  fi  dans  une 
égalité  du  fèiziéme  degré  non  feulement  le  fécond  ter- 
me manquoit  ,  mais  le  troiHéme  &  le  fixiéme  ^  le  lieu  du 
cinquième  degré  lequel  joint  avec  celui  du  quatrième 
x^essa^  fert  à  conftruire  l'égalité  fe  transfbrmeroit  en 
un  du  quatrième ,  &  on  peut  faire  des  remarques  fem- 
blables  fur  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.  Mais  quoi, 
qu'il  foit  vrai  de  dire  qu'une  égalité  du  fèiziéme  degré 
dans  laquelle  Jl  n'y  a  que  le  deuxième  terme  qui  man» 
que^ne  fe  peut  transformer  qu'en  un  lieu  du  cinquième , 
u^l'on  employé  a  cet  effet  le  lieu  <lu  quatrième  x^^a^y 
qui  n'a  que  deux  termes  ^  on  n'en  doit  pas  conclure 
en  gênerai  ,  que  les  lieux  Jes  plus  fmvples  pour  refoudre 
une  équation  complette  du  fèiziéme  degré,  doivent  être; 
l'un  du  quatrième  &  l'autre  du  cinquième.  Car  au  con^- 
trdire ,  il  me  paroît  évident  que  fi  Ton  fe  fert  d'un  lieu 
du.^uatriéme  jdegré  compofé  de  plufieurs  termes  â  la^ 
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place  de  x^  ±=a*y  qui  n'en  a  que  deux  ^  on  pourra  chcpû 
fîr  ce  lieu  en  forte  qu'il  iervira  à  transformer  l'égalicé 
oomplette  du  ièiziéme  deg^ë  en  un  autre  lieu  du  quatriè- 
me. En  voici  la  raifon.  Si  l'on  prend  deux  lieux  du  qua- 
triéme  degré  dans  l'un  defquels  l'inconnue  x  monte  aa 
<juatriémc  degré ,  &  dans  l'autre  l'inconnue  / ,  il  cft  cont 
tant  par  les  règles  de  l'Algèbre ,  qu'en  faifant  éTanoUtr 
hnconnuë^  par  le  moyen  de  ces  deux  équations,  oa 
4irrivera  à  une  égalité  dans  laquelle  Tincoonuc  x  n»onte- 
xa  au  ièiziéme  degré.  Or  comme  deux  lieux  du  quatriè- 
me degré  y  peuvent  avoir  enfemble  plus  de  feize  termes, 
puifque  chacun  en  peut  avoir  quinze  difierens ,  ii  s'ea- 
luit  qu'ils  peuvent  contenir  toutes  les  quantités  connuëi 
de  l'égalité  donnée  :  ce  qui  fu£t  pour  ÙLÎte  voir  la  poA 
iîbilitê  de  conflruire  une  égalité  complette  du  iducoie 
ilegrc  par  deux  lignes  du  quatrième.  ^ 

On  doit  de  même  penfer  que  les  deux  lieux  les  pkif 
iimples  pour  conftruire  une  égalité  complette  du  vingtiè- 
me, dix-neuvième,  &  dix.feptiémedegré,  feront,  Tun  du 
quatrième  ,  &  l'autre  du  cinquième ,  parce  que  la  rédui- 
te de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième  degré ,  & 
<]u'ils  pourrockt  contenir  enfemble  plus  de  termes  que  la 
propofee ,  &  renfermer  par  confèquent  toutes  les  quanti, 
tés  connues  qui  s'y  rencontrent.    Et  fi  Tinconnuë  avoir  u^ 
21,23.9 14,  ou  25  dimenfions  dans  l'égalité  propofee, il 
faudroit  deux  lieux  de  cinq  degrés  chacun.    De  iâ  on  for- 
ixie  la  règle  fuivante,  qui  fert  a  trouver  les  degrés  des  deux 
lieux  qui  peuvent  refondre  une  égalité  propoTée  5  en  forte 
<ju'ils  ioient  les  plus  fimples  qu'il  eft  poflîble* 

Il  faut  extraire  la  racine  quarrée  de  la  plus  haute  di- 
menfion  de  l'inconnue.  Si  elle  eft  exade  ,  chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  autant  de  degrés  que  cette  radne 
contient  d'unités  5  &  û  elle  ne  TeS  pas,  ou  le  reftc  eft 
égal ,  ou  moindre  que  la  racine ,  &  alors  Tun  des  lieux 
aura  pour  degré  le  nombre  de  la  racine  ,  &  Tautre  ce 
même  nombre  augmenté  de  l'unité  :  ou  le  refte  eft  plus 
grand  que  la  racine ,  &  alors  chacun  des  deux  lieuxaura 
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pour  degré  le  nombre  de  la  racine  augmenté  de  Punirez 
Soit  propofé,  par  exemple  ,  de  trouver  les  deux  lieux 
les  plus  fimples ,  qui  peuvent  refoudre  une  cgalicc ,  donc 
la  plus  haute  dimeniion  de  rinconnuë  foit  de  trente- /êpt 
degrés.  Cpmme  la  racine  quarrée  de  37eft  6  /&  que  le 
wlte  I  eft  moindre  que  ce  nombre  6  ,  il  faudra  que  l'un 
des  lieux  foit  du  fîxiéme  degré  ^&  Tautre  du  feptiéme  j 
on  trouvera  la  même  chofe ,  fi  la  plus  haute  dimenfion 
eft  38 ,  59  ,  40 ,  41  &  41.  Mais  fi  elle  ctoit  4 j ,  comme 
la  racine  quarrée  de  43  eft  6 ,  &  que  le  refte  7  eft  plus 
grand  que  cette  racine ,  il  faudroit  deux  lieux  qui  fufient 
4;hacun  du  feptiéme  degré  i  &  il  en  eft  de  même  fi  la  plu&- 
haute  dimenfion  étoit  44^^  45 ,  46 ,  47 ,  48  &  49. 

Rbma  KXijj  E    1  L 

420#  Il  arrive  quelquefois  c^u'on  peut  conftruire* 
une  égalité  donnée  par  le  moyen  d'une  feule  &  même 
courbe  mife  en  deux  differentcs  pofitions  3  &  c'eft  ce 
qu'on  verra  clairement  dans  cetxxemple. 

Soit  propofée  à  conftruire  l'égalité  du  neuvième  degré 
x^'^u*  xm^a*  ifssMïf  ^  dans  laquelle  tous  les  termes  moyens^ 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l'équation 
pc^ms^aay ,  dont  le  hen  eft  une  Parabiole  cubique  M  ^  M 
qui  a  pour  paramètre  la  ligne  droite  donnée  ^  B^ama^ 
£c  pour  appliquées  des  lignes  droites  PM  (y  ),qui  fonr 
avec  les  parties  correfpondantes  ^ P  {x)  de  fon  axe  oa^ 
iiiametre  un  angle  pris  à  volonté  ^  P  M  que  je  fuppofc 
ici  droit  j  &  en  cubant  chaque  membre  ^  j'ai  x*  =a^'^*  r. 
ce  qui  change  par  la  fubftitution  l'égalité  propoiee  en 
cette  équation >^n^^^—-^<i^x ,  dont  le  lieu  fe  conftruic 
ainfi. 

Soit  prife  fur  ui  P  prolongée  du  coté  de  P  la  partie  F  i  c.  x^^ 
^  C^^h  5  &  ayant  mené  par  le  point  c  la  droite  indefi- 
ïaie  c  je  parallèle  iPM^  foit  décrite  une  autre  P'arabo- 
le  cubiquç  M  c  M  qui  ait  pour  axe  c\K  ,  &  pour  appli.        - 
^éfis  des  droites.  K  M  parallèles  â  ^P^6c  dont  le  pa- 
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ramerre  CD^ssa.   Je  dis  qu'elle  fera  le  lien  requis. 
Car  par  la  conftrudion  MK  on  Ci^gg^«—Ar  ,8c  par 

la  propriété  de  la  courbe  CK'^imMK^  c d\  c'efti 
dire  eii  termes  analytiques  yama a 6^^  a  a  x.  Or  il  eft 
évident  i^.  Que  fi  des  points  M  où  cette  dernière  Para- 
bole cubique  M  c  M  rencontre  l!autre  M  ^  M  ^  on 
mené  des  parallèles  M  P  à  C  E  -^ks  parties  ^  P  expri- 
meront les  racines  x  de  régalité  propofée  x^-^ax 
^^a  b^rno.  1^.  Que  les  Paraboles  cubiques  MC  M^ 
M^ M  ^  font  précifcment  les  mêmes  >  puifque  leurs  pa-- 
rametres  ^B  ,C  D^  font  égaux ,  &  que  les  angles  ^  PM^ 
CK  M  ^  que  font  leurs  appliquées  avec  leurs  axes  le  fonc 
âuffi. 

La  fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  M  ^  M^ 
MCM^  fait  connoître  que  Tégaltté  propofée  jt'-J-^*;^ 
*^ab^zo\  n*a  qu'une  racine  réelle  ui  P  {x)^  qui  eft 
toujours  vraie  &  moindre  que  ^  C  (^)  î  de  forte  que  les 
iiuit  autres  font  imagitiaires. 

PROPOSITION    XI. 

Problème 

42Î-  Construire  toute  égalité  de  tel  degré  qSeBe 
fuijje  être  ,  far  le  moyen  £une  ligne  droite ,  ^  d^un  lieu  du 
même  degré  ^  duquel  lieu  toutefois  on  puijfe  déterminer  tous  Us 
points  en  n^employant  que  des  lignes  droites. 

Il  faut  mettre  le  dernier  terme  de  Tégalité  propofée 
tout  feul  d*un  côté  en  le  rendant  égal  â  tous  les  autres, 
&  divifer  enfuite  toute  Tégalité  par  la  ligne  qui  fait  Tôt 
fice  de  Tunité ,  répétée  autant  de  fois  qu'il  fera  neceflai. 
re  ,  afin  que  chaque  terme  n*exprime  que  des  lignes: 

commefi  l'on  propofoit x^ bx^-^a c x^^^aadxx-^a^ex 

^a^f^o,  on  auroit/«i!^iï!j-Ifl_il^j.'f 

fso.  *54.  Cela  tait ,  on  prendra  fur  une  ligne  droite  indéfinie  ^Jt 
dpnt  Torigi^e  fixe  foit  au  point  ^ ,  une  partie  quelcoa- 
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^ue  j4P  pour  la  valeur  dcjc  j  &  ayant  mené  parallele- 
«(lenc  â  Ja  ligne  ^C  donnée  depofîtion  une  droite  PM 

^-ïI^^^4^fiLv^ifi!^î^(ce  qui  fe  peut  toujours 

faire*  en  n'employant  cjue  dçs  lignes  droites),  fon  ex-  ^Art.^f^. 

tremité  JW   fera  l'un  des  points  d'une    ligne  courbe 

j4  DEJM  'y  dont  les  interfedions  M  ^  M  y  M^  &c.  avec 

une  ligne  droite  KM  menée  parallèlement  à  >^^  par 

Je, point  K  tel  que  AK^^  détermineront  des  parties 

JCM  ,  K  M  y  K  Af ,  &c.  qui  feront  les  valeurs  cherchéef 

de  rinconnuë  x  dans  Tégalité  donnée. 

Car  menant  les  droites  MP,  MP  ^  MPyècc.  parâL 
lelesà  ACy  &  nommant  les  indéterminées  AP^x  j  PMji 
on  aura  par  la  poprieté  de  la  courbe  AD  EM  cette 

équation   i>  Af  (/  )  =.^;-.  t^'  -H  ^^~  l^-h  li  qui 

eft  un  lieu  du  cinquième  degré  ;  &  par  la  propriété  de 
ia  droite  iClW  cette  autre /=«/    Ce  qui,  en  fubftituant 

{)our^  fa  valeur/,  &  multipliant  par  a^ ^  donne  l*éga. 
îté  mcmepropoféex'^— ^jt"*  H*  acx^f^aadxx-^a^ ^x 

Ces  fortes  de  conftruâbions  peuvent  être  tres^^utiles 
j)our  trouver  les  limites  des  égalités.  Suppofons  ,  par 
exemple ,  qu^on  art  une  méthode  pour  déterminer  fur 
Ja  ligne  AC  les  parties  A  F ^  AG  ^  telles  que  les  droites 
FD  y  GEy  parallèles  i  A  S  touchent  la  courbe  en  des 
points  JD ,  JE  i  il  eft  clair  j?.  Que  Ci  A  K  {f)  cA  moin. 
<ire  que  A  F  U  plus  grande  que  A  G ,  conmie  on  le  fup. 
pofe  dans  cette  figure ,  l'égalité  propofée  aura  trois  ra<^ 
cines  vraies  KM ^  KMy  K M^  &  les  deux  autres  ima- 
iginaires  5  parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  que 
la  ligne  KM  \sl  rencontrera  eh  trois  points  ,  &  jamais 
«n  davantage-  i^  -Que  (x  AK  (/)  eft  moindre  que  ^6^ 
la  ligne  K  M  coupera  la  courbe  en  cinq  points  ^  c'eft  i 
dire  que  Tégalité  aura  cinq  racines  vraies.  3^,  Que  fi 
AK  furpafle  AF.^  Végalité  n'aura  qu'une  racine  vraie, 
&  les  quatre  autres  imaginaires.  4^.  Que ÇiAKtistAF^ 
i^é^alité  aura  ^rois  ^racines  vraies ,  dont  il  y  eo  aura  dewc 
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égales cotr'cUcs  j  fçavoir  JD,  FD.  5^.  Et  enfin  que  ff. 
^  Kzmm^G^  régalicc  aura  cinq  racines  vraies ,  donc  il  y. 
en  aura  deux  égales  ^  fçavoir  G  £  ,  G  e. 

La  même  ligne  courbe'^  /)  £JVf  étant  continuée  du. 
côté  du  point  ^ ,  fervira  à  trouver  les  racines  de  Tcga- 
licé  x^ — b x^ -^ a c x^ ^^a a d X X -^ a^ e X -^ a^fss^o ^  qui 
ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  le  dernier  ter- 
me a  le  figne  -^^  ce  qui  fait  voir  qu'on  doit  mener  alors 
la  droite  K  M  au  deflbus  de  ^  B^  puifque  fon  lieu  doit: 

R  I  M  A  H  QJJ  B. 

42^*  O'Nf  peut  varier  la.  conftrudion  précédente  en  ^ 
différentes  manières  j  car  au  lieu  du  dernier  terme  qu'on^ 
égale  à  tous  les  autres ,  on  poui'roit  prendre  tel  autre 
des  termes  qu'on  voudroit^  ou  même  deux  quelconques, 
qui  fefuivent  immédiatement,  &  les  divifer  enfuite  d'une 
nianiere  convenable  ,  afin  que  les  égalant  â  Tincon- 
nue/,  le  lieu  de  Téquation  ne  fut  eue  du  premier  degré. 
Soit  par  exemple,  l'égalité  du  troifiéme  degré  x^^^abx 

^^.aacvs9  0  jje  fais  —  -^-^  r  «r  ~ ,  &  j'ai  ces  deux  équa* 
tions  x^s=,aay  ,  &  j/^^—^-i-  ,,dont  les  lieux   étant 

conftruits  feparement  donneront  les  racines  de  l'égalité 
propofée.    Voici  comment. 
FiG.  ZJ5.       Ayant  prisa  l'ordinaire  pour  încoanu  es  &  indéter- 
minées \q^  deux  droites  v/rf 7^  {x).  PM  (>)  qui  font  en*. 
tr'elles  un  angle  quelconque  ^P  M^  foit  décrite  une 
première  Parabole  cubique  MA  M  qui  foit  le  lieu  de; 
la  première  équation  x^omaay.    Soit  menée  par  le  poini 
^  origine  des  x  une  ligne  droite  parallèle  à  PM ,  fur  la- 
quelle foient  prifes  les  parties  ^Camb^  ^ 2)=»^,  du  cô- 
té où  s'étend  /^Ji  5  &  ayant  pris  fur  ^P  prolongée^ 
du  côté  de  A  la  partie  A  £ma^  ,  foit  tirée  par  le  point 
D  une  parallèle  indéfinie  i  £C.   Je  dis  que  fi  des  points 
M   où  elle  rencontre   la  première   Parabole  cubique 
M  A.  M  y  on  œcoc  des  parallèles  MP  LA  C  j  les  cou-. 
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pées  AP  feront  les  racines  de  Tégalité  donnée  x^^^^bx 

Car  menant  2)£  parallèle  d  ^Z',  les  triangles  fèm* 
blables  ^^^C,  D £ iV/, donneront -ff  ^  [a).    ^C{b)i\ 

DE{x).  £;«=.—  ,& par confequentP-WO^)=  if -f-r, 

Or  à  caufe  de  la  première  Parabole  cubique  M  ^  m  ^ 
Ton  aura  x^^amaay.    Si  donc  Ton  met  à  la, place  de/  fa 

valeur  Jf  -J-  ^ , on  retrouvera  Tcquation  donnée  x^^^abx 

S'il  y  avoit  -f-'^  dans  Tegalité  dcmnce  ,  il  faudroit 
prendre  ^  C  da  côté  oppofc  i  P M  ^hc il  en eft  de mê- 
me  de  ^D  lorfqu'il  y  a  -+-^  :  de  forte  que  cette  conf^ 
tru(5bon  eft  générale  pour  toute  égalité  donnée  du  troi« 
fiéme  degré.  Car  il  eft  évident  qu'après  en  avoir  fait  éva<> 
nouir  le  deuxième  terme ,  on  peut  toujours  la  réduire 
fous  Tune  de  ces  formes. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  fe  fervk  d'tme  Parabole  cubiw 
^ue  donnée^  puifqu'il  n'y  a  qu*â  prendre  l'unité  arbi- 
ftraire  a  égale  à  fon  paramètre. 

PROPOSITION    XI  ï. 
Problème. 

425  •  A  P  P  i^  o  c  H  ï  R  ^iT  plus  enpks  à  t infini  de  lajujle 
^ktieur  des  racines  de  toute  égalité  du  troifiéme  (^  du  quatrié^ 
me  degré  5  ^  des  égalités  qui  piffen$  le  qmatriénêe  degti  lorf^ 
qt^ elles  rimt  qur  deux  termes  :  en  ne  fe  férvant  que  de  lignes 
dtoites  ^  de  cereles. 

Soit  donnée  l'égalité  du  troifiéme  degrié  a:' Ilfi^/^ 
,,^aa  q^smo  ;  je  la  multiplie  parx  pour  l'élever  au  quatrième 
&  tranfpo(ant  \t  terme  aaqx^  j'ai  x^  -+  tapxxsïsaaqx^ 
î'ajoûte  de  part  &  d'autre  aapp  pour  faire  que  le  pre* 
mier  membre  foit  un  quarré  ^  ce  qui  me  donhe 
x^tTf  tapxx-^aappts^aapp-^aaqx^  &extrayant 
de  part  &  d'autre  Ja  racine  quanrée  ^  il  vient  xx  ^af 
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«^  f^fphp  i  tranfpofaot  enfin  ap ,  &  extrayant  dé  noi>^ 

v^u  la  racine  çjuarrce^ je  trouve  x^^^  ^ap-^a^fp-^qx. 
Je  confidere  â.prefenc  que  fi  au  lieu  de  la  jufte  valeurs 
de  la  racinjî  vraiç  x,  je  prends  une  grandeur  qui  Tex^ 
cède, comme  par  exemple  c  j  il  s'enfuit  i^.  Que  c  fiirpaïïe 

fera  encore  pluç  grande,  que  la  jufte  valeur  de  x.    Cette, 
fronde  propofitioh  eft  vifibie  ,  mais  pour  la  première  elle  - 
fe  prouve  ainfi. 

Si  l'cgalitc  dU:troifîéniç  degré  a  -^i^px^  iLeft  clair 
"^^eftgne  q»e  c'^'^.iapcc  *  >^^f  ^^  d'où  il  vient  en  ajoutant  dei 
mnfi  fnmi  part  &  d'autre  le.  quatre  aa^pp  ^  &  achevantv  le  calcul 

fttrpaflcr'  '  ^ni^rnc  ci-dcffiis ,  r  >  ^^—  <ï/>-l-^  A^;> Z'-i"?  ^-    Mais  lorf- 
qu'il  y  â—  z/^^x,  on;. aura  en  tranfpofant  xapx  &c  divi«  . 

fant  par  x  cette  égalité  xx=i^,/>4-.ll? ,, d'où  il  fuit 

que  fi  Ton  met  dans  111  pour  x  une  valeur  c  plus  grande 
que  la  racine  vraie  de  Tégalité  x^^.xapx^masqtsMO^, 
la  quantité  i  ^^ -|- lli  fera  moindre  que  le  quarré  xx 
(puifquellleft  mpindre  quelle?)  &  à  plus,  forte  raifon  i 

que  le  quarré  cc^     On  aura  dcfnc  rr  >  xap^  Hî ,  & .. 

multipliant -par^^,  il  vient  c^ ..^xapcc  "^.a^qc ^  ài^^  ^ 
Ton   tire  (en  opérant    comme   Ton  ..vient,  de.  faire). 

c  ^Vap-^^  ^ PP-'Ç^c*    Orceci  fuppofé,  je  forme  cec^ 

te  faite  ;  V  -^^ap^al^fp^q  ç  ^  ^  '^àp^l^fp-^g  L  ", 

^lïap-^ai^pp^qgi^c ,  dans  Jaquelle /exprime  le  : 

terme  '^  ;^ap  ^aKpp^^c  qui  Iç  procède  immédiate*: 

mfnt^ôc  de  pi^meg  exprime  le  terme r^dp-^^l^pp^^-^gf. 

Il  eft  donc  évident  par  ce  que  Ton  vietit  de  démon- 
trçr,  que  tou^  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grandi^, 
qiae  la  jufte  valeur  de  la  vraieracinc  ^  »  &  qu'ils  en  ap-. 
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forocBenc  toujours  de  plus  en  plus.  Je  dis  â  prefent  que 
£  on  la  continue  â  rinfini ,  le  ^cerme  infiniciême  (is'il  eft 
permis  de  s'exprimer  ainfi  )  ou  le  dernier  terme  de  cette 
uiite,  fera  précifément  égal  à  la  valeur  cherchée  de  l'in- 
connue X.  Car  fôit^  ce  dernier  terme  ,  il  eft  certain  par, 
là  nature  de  la  fuite  qu^il  approchera  de  plus  près  de 
^inconnue  x  que  tous  les  autres  termes ,  6â  qu'aind  le 

terme  ^  -^:_ap^arpp^q7^Q^\  le  foivroit  immédia- 
tement ,  s'il  n'ctoirpas  le  dernier,  ne  peut  être  moindre 
que  lui  $  puisque  s'il  étoit  moindre  il  à^rocheroit  de 
plus  près  de  l'inconnue  x ,  &  (èroic  par  confequent  •  le 
dernier  terme ,  ce  qui  eft  contre  la  iùppofition.  Or  il  ne 
peut  être  plus  grand  ,  car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  les  termes  de  la-fuite  vont  en  diminuant:  Il  faudra  ^ 
donc  qu'il  lui' foit   égal  ,  Ôc  t)n  aura  par  confequent 

a:aa^H*^;>-H^  /^/r^^^^c*eft  â  dire  en^otant  les  in- 
commeniurables  7l'::^xafx,^^aaq^sao^  d'où  l'ott  voit 
que  ;^  =5  X.    Ce  qu'il  fallait  démontrer^ 

On  prouvera  par  un  raifonnement-femblable^que  ù 
ron  prend  une  grandeur  c  plus  petite  que  la  jufte  valeur 
de  X,  tous  les  ternies  de  cette  fuite,  iront  toujours  en^ 
augmentant,  ea  forte  que  le  dernier  fera  précifément 
égal  â  la.  valeur  cherchée  de  x.  Voici  maintenant  conw 
ment  on  peut  conftruire  par  Géométrie  cette,  fuite ,  en 
a*employant  qqe  des  lignes  droites  &  des  cercles. 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  ^  BD ^CM^Vig^  t^i. 

i  s'entrecoupent  â  angles  droits  au  point«i«^,  .on  preiu  ^Vh 

a.  fur  Tune  d'elles  les  parties  A B^sa.ayADcsxpy  du 
même  côté  du  .point. ./i^  lorfqu'il  y  a-4-^i^jp  x,  &  de  part 
&  d'autre  lorfqu'il  yz^^iapXy  comme  on  le  fuppofe  dans 
ces  deux  figures  y  &  fur  Tautce  les  parties  ACswuq  ^ 
AP^Btc^  toujours  de  pai:t.&  d'autre  du  point  A^  Ayant 
décrit  du  diamètre  C/'  un  demi  cercle. qui  coupe  AJ^ 
en^^on  prendra  fur  ^C.la.  partie  ^ inégale  à -^£,  & 
on  portera  fur  AD  depuis  le  point  T>  vers  le  point  -^' 
.daui  le^premier  cas  ,.&  vers  le. côté  oppofé  dans.le^- 
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fécond  ,1a  partie  DG  égale  i  DF.  On  décrira  enfin  â« 
diamètre  BGxxn  demi  cercle  qui  coupe  -^  -P  en  ^ ,  je 

di«  que-^jg=a^  ^P'+^^^pp'^qc.  Carâcaufedu  de- 
mi-cercle  C £ P  la  ligne  ^ E  om  ^ Fcm^ qc^tfLz  caufe 
du  triangle  redangle  F^D  Thypothenufe  FD  ou  DG 

B9  ^fp-^q  r ,  &  par  confequent  •/^  G  — />-l-  ^pf+^^ 
U   à  ^a^^g    du    demi  >  cercle  M  QJî  la    ligne    ./^  i:^ 

^ss  rap-^  a  ^pp-^q  c    Nommant  à  prefent  ^Q^f\  & 
réitérant  la  même  opération  en  fe  fervant  de  AQ^  au 

lieu  de  ^  P  ^  on  trouvera  A  Rw^f^a p^+  arpp-+  qf^ 
-&  en  fuite  par  le  moyen  de  ^  ^  que  j^appelle  g ,  on  trou- 
vera AS^sm'^  ap--h  a  y^pp-^qg  en  réïterant  encore  la 
même  opération  :  de  forte  que  la  continuant  autant  que 
Ton  voudra.,  on  trouvera  é^s  lignes  ^  P ^  *^  Q^  AR^ 
^Sy  &c  qui  approcheront  de  plus  en  plus  à  l'infini  de 
la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x  de  l^aUté  propofée 
x^'^iapx.^aaqasao. 
ûle&i  remarquer  que  Ton  peut  prendre  d^abord  pour 
/  AP  [c)  telle  grandeur  que  Ton  veut ,  car  fi  cette ^ran^ 

deur  fe  trouve  plus  grande  que  la  racine  x ,  les  autres 
lignes  ^Q^A  R^^  Sy  &c.  vont  toujours  en  diminuant^ 
&  au  contraire  fi  ^Z'  eft  moindre  que  x,  elles  iront  en 
augmentant  :  de  forte  que  la  vraie  racine  eft  renfermée 
entre  ^  P  de  Tune  de  ces  deux  figures  6c  A  P  de  l*au- 
tte^  ^ QjcAdjARiL  AR,  ASbi^S.    D*où  l'on 
voit  qu'en  formant  deux  fuites  convergentes^  dans  Pynt 
defqûelles  le  premier  terme  foit  plus  grand  que  la  vraie 
racine  ,  de  dans  l'autre  plus  petit ,  ^on  aura  toujours  ea 
prenant  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  fuites, 
^ies  limites  entre  lefquelles  fe  doit  trouver  cette  racine? 
^e  forte  que  la  différence  de  ces  limites  diminua  de  plus 
«n  plus  à  l'infini . 

Si  Ton  demandoit  les  deux  autres^  racines  de  régalîté 
:propofée  x^^^iapx^^aaq^sao.  Nommante  la  racine 
.approchée  que  Ton  vient  de  trouver ,  on  la  r^ardera 
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comme  étant  exaâe  :  c'eft  pourquoi  divifant  cette  cga. 
Jké'par  x— .?»,  la  diviûon  (e  fera  au  jufte  (car  le  reftc 
>»* — ^apm — aaq^sM^^  puifqu*onfûppofexsxii^w),&  on 
on  aura  pour  quotient  l'cgalitc  x x  -^ m  x -^mm^^ia f 
^mo^  donc  la  refblutioo  touroira  les  deux  racines  qu'on 
demande. 

.  Toutes  les  égalités  du  troifiéme  degré  peuvent  (è  ré- 
duire à  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  formes  5  car  après 
avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme ,  s'il  y  zvoit^aaq 
en  mettant*— ^^f  ^  on  ne  feroit  que  changer  les  raci- 
nés  vraies  en  faufles  &Je$  fau des  en-  vraies.  D'où  Voû 
voit  que  les  conftrudions  précédentes  iuififent  pour  trou« 
ver  les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée  du^ 
troifiéme  degré.  Paflbns  maintenant  au  quatrième. 

Soit  propofée  l'égalité  du  quatrième  degré  a;*— 3  apxx  - 
^^aaqx,^a^rz=^p^4ont  il  Jrailic  trouver  les  racines ^ap^ 
prochées.   Je  cherche,  comme  Ton  vient  d'enfcigxicr^  les^ 
racines  approchées    dîe   l'égalité    du    troifiéme    degré: 

•4-4ïfr/-tT8^jpr 
—  a^q 
où  l'on  doit  obferver  d'écrire  — t^'  lorfqu*iI  y  a  dans 
la  propofë-J— 3  apxx  -,  — é^ar  lorfqu'il  y  a  -^--^'r  j  & 
ennn  -— 8^^r  lorfquc  les  fignes  des  termes  ^afxx&c 
at  t  font  difFerens.  Je  regarde  enfoite  Tu^e  de  ces  racines 
approchées >^  comme  étant  exade  ,  &  ayant  trouvé  une  • 

ligne  v^sx^ray'Zj^xaf^  fçavoir  ^xaf  lorsqu'il  y  a  « }<^^xx, 
pL  —  xaf  lorsqu'il  y  ^^^afxx  5 j'ai  pour  les  quatre- 
racines  approchées  de  la  propofée ,  celles  de  ces  deux 

égalités  du  fccond  degré  xx^^vx^-^'^^'^^tH^^^ 

&  xx^vx^/'^^^.j^^^^B  (en  obfervant -de - 

prendre  —  af  lorfqu'il  y  a  —  ^apxx  dans  Tésalité  pro- 
pofôe,  &H-4f/  lorfque  c'eft  --^iapxx)  que  l'on  confr 
tctdra  ai^tement  en  n'employant  que  des  cercles  &  des  ^ 
lignes  droites.    Tout  ceci  n'eft  qu'une  foice  de  k  réglé 
que.doûne.M..Deicartes  daûs  le  troifiéme  Livre  de  fa- 
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Géométrie  pour  réduire  couce  égalité  du  quatrième  de« 
gré  à  une  du  troifîéme ,  de  laquelle  connoiflant  une  da 
racines ,  on  a  les  quatre  de  la  propofée  ^  &c  comme  cela 
dépend  de  TAIgebre  pure ,  je  pourrois  le  fuppofer  ici 
comme  démontré.  £n  voici  cependant  4a  fai(on  en  peu 
de  mots. 

On  regarde  TégaHcé  du  quatrième  degré  x^^^^ap^xx 
^f^aaqx^^^a^r^izo ^  comme  le  produit  des  deux  planes 

dans  lefquelles  les  lettres -z/,  ^^^  ^  f,  marquent  des  in. 
connues  qui  doivent  être  déterminées  dans  la  fuite ,  en 
forte  que  le   produit;  de  ces    deux    égalités    qui    eft 

i«^r''7*-i^^t/x-^*^^*=^,  foit  en  effet  Tégalité 
même  proppfce.  Pour  cela  j'en  tompare  les  termes  cor. 
rcfpondaos,&  j'ai  i».  ctz^,  t».  ^—  ^ziHH,  »•.  ^/u-f  é 

î=— <jr,  ou  H^cc^ar=zoi  c'eft i  dire  en  meccanc 
pour  i  éc  pour  c  les  valeurs  que  i*on  vient  de  trouver  8c 

ordonnant ,  l'égalité  f'— 6  ap  v*  -^'**f^^  ^J*aass«  Et 

*****  ''^ 
fi  l'on  hit  Wissay-i-'iap i  oa  trouvera  par  la  fubfti- 

tution  l'égalité  du  troifiéme  degré 
*4  *!■  j  ^  8  « f  r  =  0 ,  de  laquelle  connoiilàoc  une-racine/^ 

-on  aura ,  en  prenant  la  racine  quarrée  de  ay-^^taj»^  la 
valeur  de  v,  &  enfuite  ceHes  de  è  &  de  i- ,  lefqueîles  étant 
mifes  dans  les  deux  égalités  planes  que  J'on  a  foppofées 
4'abord  ,.on  en  formera  deuoc  autres  dont  le  produit  fera 
J'égalité  même  ptopofee ,  &  dont  la  refolution  par  con- 
fequent  fournira  les  quatre  racines  qu'on  demande.  S'ii 
n'etoit  queftion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d'une 
^^alité  du  quatrième  degré, on  fourroit  la  trouver  im^ 
médiatement  par  une  fuite  en  cette  forte. , 

Soit  X*  ^xapx  X — a  a  qx- — a*  rs^o ,  onxrouvera  ea 
opérant    de    même    que    pour    le    troifiéme    deerc 

^■*  -^ap-^a  V  qx^pp~3f-a r,  ce  qui  donne ,  en  fai, 
4ânt  j)our  abréger //^.-<«rs^=«»,  cette  ftite  convcr- 
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-rZ+ap-^a  ^^nn-^q^^  &c  ^  dont  la  condradion  n'eft 
différente  des  précédentes  quen  ce  qu'il  fltut  prendre 
^F^n  &  DG^FE. 

SiTonavoit  x^^iapxx.^aaqx-^a^rsao^  on  trou- 

verôit  xssm^^ap^j  t^qx^pp^^ar^  &  on  formeroic 
lorfque/^/  furpifle  ^r  (en  hiÙLixt pp^^ar^s^nn)  la  me* 
me  fuite  convergente  que  ci-deflus.  Mais  il  eft  à  remar- 
quer que -lorfqu'tl  y  a  -^lapxx  dans  Inégalité  don- 

ïice  /il  hùt  que  ^qx-^pp  —  ar  furpafle  p  afin  que 

y — ap-^^a  l^qx^pp  —  ar  valeur  de  la  racine  x 
lie  renferme  -point   de  contradiékïon  j  ce  qui  donne 

X  >  —,  &  par  confequent  il  Êiudra  prendre  c  plus  gran* 

de  que  II. 

Si  pp  eft  moindre  que  a  r ,  Ton  formera  alors ,  en  faifant 

^armmpptmqn^  cette  fuite  convergente  c^  f^'Z^^ap-^a^qc^n^ 

f^^ap^a^f^qf^qny^^ap^aV  qg^qn^Scc^ 
Ton  doit  remarquer  que  lorfqu'il  y  a — lapxx  dans 

l'égalité  donnée,  il  faut  que  x  ibrpaHe  n  ou  lIUlLzBù 

que  ^^p  '^a  r^xrhppm^ar  valeur  de  x  ne  renferme 
j>oint  de  contradiâion,ic  qu^âinll  on  doit  prendre  c  plus 
^rand  que  n. 

Il  peut  arriver  lorfqu^il  y  a  -4-^  dans  l'égalité  don- 
née  que  ces  racines  foient  toutes  quatre  imaginaires,  & 
alors  on  tombera  infailliblement  tlans  quelque  contra* 
•didion  en  conftruifànt  la  fuite  5  car  on  n'a  démontré 
qu'elle  eft  convergente  qu'en  iuppofant  qu'il  y  eut  une 
racine  vraie  dans  l'égalité  donnée.  Au  refte  la  conflruc- 
tion  de  la  dernière  mite  ell  un  peu  différente  des  autres, 
mais  comme  elle  n'eft  pas  plus  difficile  ^  je  ne  m'y  arrê* 
terai  pas. 

Cette  metliode  devient;  embarraffee  lorfqu'on  la  veut 
^ndre  â  des  égalités  complettes  qui  pailent  le  quatrîé* 
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me  degré  j  c'eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  Tdpplk 
quer  à  une  égalité  du  cinquième  degré  qui  n'a  que  deux . 
termes ,  &c  qui  fervira .  de  metiiode  pour  les  autres  plus . 
compofées  t\u\  n'ont  pareillement  que  deux  termes. 

Soit  x^  .^a^èesso  •  multipliant  par  jc ,  &  tranfpoiànt  il^ 
vient  ji(^flM^^é^,&  extrayant  la  racine  quarrée  on  aura 
x^vssaaVjbx  ou  x^„ssaaxV^x y  èc  extrayant  de  nou- 
veau deux  fois  de  fuite  la  racine  quarrée,  on  trouvera. 

enfin  x*»^  af^x  sflx  j  ce  qui  fournit  cette  fuite  conver-. 

gente.f,  ^a t^TVTc,  ^at^JTTf,  ^a ^gTJl ,  &c, 
dont  voici  la  conftrudion  géométrique. 
F:iG,  2}8.       Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  £  D,  CP^ 

3ui  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  ^^  on  preo* 
ra  fur  Tune  d'elles  la  partie  ABzxs^a  y  &  fur  l'autre ,  les 
parties  AC^s^h^  AP^ss^c ^àt  part  &  d'autre  du  point 
A.  Du  diamètre  /^C  ayant  décrit  iin  demi-cercle  qui 
coupe  B  A  prolongée  du  côté  à^  A  en  D  ^  &  ayant 
pris  fur  A  C  Xz,  partie  A  FersAB  ^  on  décrira  du  dia- 
mètre  P-F  un  autre  demi- cercle  qui  coupe  AD  em  E.. 
On  décrira  enfin  du  diameire\B£  un  troifîérae  dcnu- 
cercle  qui  coupe   u^P  en  dj  il  eft  vifible  que  AQ^ 

^^ at^cy/bc.  NommantàpreiêDtu^i2^/5 3c réitérant: 
la  même  opération  en  fe  fervant  de  -^i^au  lieu  à^  AP  ^ 

on  trouvera  ARasm  ^ a>/f7hffii  demême  AS^^  a>/^by 


Et  les  droites  AP\  A O^  AH^  &c.  approcheront  de 
plus  en  plus  â  l'infini  delà  jufte  valeur  de  l'inconnue  x 
de  l'égalité  donnée  x^^^a^i^^o.   Cela  fe  prouve  de  la 


même  manière  que  pour  les  égalités  du  troifiéme  de- 
gré. 

M.  Bernoulli  célèbre  Profeflèur  des  Mathématiques  i 
Bâle  j  eft  TAuteur  de  ces  fuites.  On  peut  voir  ce  quil  en 
dit  d^ns  les  Âc^es  de  Leipfic  de  l'année  lâS^.page  445.^. 
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PROPOSITION    XIII. 
Problcmc. 

4*4*  U  'NE  pùrtion  de  ScFiion  conique  étant  donnée  y  trott* 
verpar  fon  moyen  Us  racines  d^une  égalité  donnée  du  troifiéme 
;  ou  du  quatrième  degré. 

On  a  vu  dans  le  Problême  précèdent  qu^une  égalité 
du  quatrième  degré  écant'donnée  ^  on  en  peut  toujours 
trouver  une  du  troifiéme ,  de  laquelle  coonoiflànt  une 
racine  on  a  Jes  quatre  de  la  propofée  \  en  ne  fe  fervanc 
que  de  {lignes  droites,  &  de  cercles.    On  fçait  de  plus 
que  toute  égalité  du  troifiéme  degré  fè  peut  réduire 
tous  cette  forme  x^^iapxm^aaq^=^o  ^  dont  l'une  des 
racines  eft  vraie ,  &  \t^  deux  autres  ou  fautes  ou  imagi- 
naires. Cela  pofé  5  foit  x*z:^xapxm^aaa)=^^  dont  il  faille 
trouver  les  racines,  par  le  moyen  de  la  portion  donnée  Fi  g*  2^ 
^D  d'une  Parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  CH  dont 
l'origine  eft  au  point  C.  Des  points  JB  ^Dj  extrémités  de 
la  po/tion  donnée  ayant   mené   les   perpendiculaires 
£GyDH\far  l'axe,  il  eft  manîfefte  que  fi  la  vraie  ra- 
cine ctoit  plus  grande  que  £G^6c  moindre  que  D  H^ 
le  cercle  décrit  du  centre  £ ,  trouvé  comme  ion  a  en- 
feigné  à  la  fin  de  l'article  3S7.  pour  les  égalités  qui  n'ont 
Doint  de  fécond  terme,  &  dû  rayon  £C,  couperoit  in^ 
railliblement  la  portion  ^  D  en  quelque  point  M  ^  d'oà 
menant  la  perpendiculaire  MQ^  fur  Taxe  ,  cette  ligne 
MQ^cn  feroit  la  vraie  racine.    Il  eft  donc  queftion.  lort 
que  ce  cercle  ne  coupe  point  la  portion  B  D^àt  trans* 
former  cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
foit  renfermée  entre  les  limites  J?(?,  D  H.  Pour  le  fai- 
ïe ,  je  nomnoe  les  données SGyf^  D  H^g  )&c  je  fuppofe 
que  l'on  ait  deux  limites  »j,»,  entre  lesquelles  4a^ vraie 
racine  x  foit  reflerrée  (w«  eft  moindre  que  »^,  &  /moin- 
dre que  g).    Ce  qui  donne  x  plus  grand  que  m  éc  moin» 
^re  que  n^  &  multipliant  chaque  terme  |>ar/^  4ivifant 
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par  m ,  il  viencÛplus  grand  que/&  moindre  que-ÛÎ.    Sir 

Ml  Ml 

l'on  fait  à  prefenc  s;.»  —  ,  &  qu'on  mecte  dans  l'égalicé 

Ml 

x*::+iapx^^aa^sMo^à  la  place  de  x  fa  valeur!!^,  on. 
la  transformera  eo  celle-ci  z*'2zt£Jt£^i!JfL^o .  qui 
^ura  fa  vraie  racine  ;?;^«"if  plus  grande  que /&  moin^ 

Ml 

4re.que^..  D'pùU  fuie  que  fi. tes  limites  »r>»,étoieQ( 

telles  que-^fâc  égale  OU  moindre  que  g ,  it  tf y  auroir 

qu'à  conftruire  cette  djerniere  égalité  félon  l'article  387^ 
pour  avoir  fa  vraie  racine  MQ^(z,)  par  le  moyen  dela^ 
portion  donnée  Bj).   De  là  on  tite  la  conftcudion  fui^ 
vante, 

On  fera  par  Je  Problème  précèdent  deux  fuites  con-. 
vergentes  qui  approcheront  Tune  en  deflus  &  .l'autre 
en  defTous  de  la  vraie  racine  x  de  Tégarlité  donnée 
y  H*  iafx*^aaqz^0.  On  choifira  deux  termes  corref- 
pondans  dans  ces  deux^  fuites  tn^^n^  qui  foient  tels  que 

^foit  égale  ou.  moindre  que  g  :<:e  qui  (e  pourra  toàr 

jours  faire  >puifque  /  cft  moindre  que  g ,  &  que  la  diffc- 
rènce  qui  eft\ entre  m  U  n  diminue  continuellement  à 
rinfîni.    Cela  fait ,  on  transformera  Tégalité  donnée  en» 
une  autre  s^'^tfîf  ^  lllC  mao^  dont  Tinconnuë  fera 

mm  m^ 

^«■^3  &  en  la  CQnftruHànt  félon  la  fra  de  l'article . 

m 

357.  le  cercle  coupera  iqfaiUibdement-.  la.  portion  don- 
née ^ 2)  en  un  point  Mi  duquel  avant  mené  fur  Taxe 
K perpendiculaire  Afîg^,  elle  fe/a  la. vraie  racine  z^dc 
cette,  féconde  égalité  :  &  faîfant  enfuite  xautZf: ,  cette 

ligne  x  fera  la  vraie  racinp  dft  régalité  x^Z^^iafx 

Si  l'on  veut  trouver  les  deux  autres^  racines  de  cette 
égalité  lôrfqu'eUes  ne  font  pas  imaginaires }  il  n'y  a  qu'à 
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la  divifer  par  Tinconnud  x  moins  celle  que  Ton  vient  ck 
découvrir  pour  Tabaiflèr  à  une  du  féconde  degré,  donc 
on  découvrira  les  deux- racines  par  te  moyen  d*un  cercle^ 
en  fe  fervant  de  Tarcicle  380. 

Tout  ceci  eft  trop  évident  pour  m'y  arrêter  davanta- 
ge  ,  je  remarquerai  feulement  que  fi  la  portion  donnée 
£1)  éioii  d'une  Eiiip/b  ou  d^une  Hyperbole,  il  faudroit 
fe  fervir  de  l'article  39s.  ou  403.  &  que  toute. la  dilEculté 
ft  reduiroit  à  transformer  l'égalité  donnée  en  une  autre, 
dont  la  vraie  racine  eut  des  limites  données  :  &  c'eft  ce. 
querpn  feroit  comme  dans  la' Parabole. 
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LIVRE     DIXIEME. 
Des  Problêmes  déterminés, 

s. 

PROPOSITION     GENERALE- 

425 U  N  Protlème  de  Géométrie  déterminé  étant frê^ 
pofé ,  en  trouver  la  fêlution. 

On  regardera,  d'abord  le  Problème  propofé  comme  s*H 
ècoit  refolu ,  &  où  tirera  les  lignes  que  Ton  jugera  les  plus 
propres  pour  faire  connoicre  ce  qui  n'eft  eue  fuppofë.  On 
nommera  enfuire  coures  ces  lignes  (  qui  font  pour  Tordi* 
naire  des  triangles  reâangles  ou  femblables  )  par  des  Ict- 
très  de  l'Alphabet  ^  i^voir  les  lignes  qui  font  connues  par 
les  premières  lettres ,  &  les  lignes  inconnues  par  les  der« 
nieres  lettres  ;  &  on  parcourra  toutes  les  conditions  du 
Problème  y  en  comparant  ces  lignes  entr'elles  dans  Tordre 
le  plus  fîmple  &  le  plus  naturel  au'il  fera  poffible  :  ce  qui 
doit  fervir  à  former  autant  de  dÎTOremes  égalités  qu'il  y  a 
d'inconnues.  On  empirera  enfin  les  règles  ordmairésde 
TAlgebre  pour  réduire  ces  difieremes  égalités  a  une  feole 
dans  laquelle  il  ne  (e  trouve  plus  qo'une  inconnue  ^  U  pour 
l^abaifTer  s'il  k  peut  i  un  maiqdre  degré  i  &  Tayant  refc 
lue  par  les  règles  prefcrites  dans  Je  Ltrre  précèdent  ^  on 
en  tirera  la  fourtion  cherchée  dn  Problême.  Ced  s'éclair- 
cira  parfaitement  par  les  exeaiple£  qm  foi venc. 

Exemple    L 

Fie.  140.  4^*  La  ligne  droite  ^ B  étant  donnée,  trouver 
hors  de  cette  ligne  le  point  C  tel  qu'ayant  mené  les  droi- 
tes y4CyC£  y  ï^.La  fomme  de  leurs  quarrés  foit  au  trian- 
gle  vrfC-ff  en  1^  raifon  donnée  de/ig,  i^  L'angle  ^C3 
qu'elles  comprennent  foit  égal  à  l'angle  donné  GDK. 
Je  fuppofe  que  le  point  C  foit  celui  qu'on  cherche  ,  & 
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je  raenc  CH  perpendiculaire  fur  AB  que  je  divife  par 
le  milieu  au  point  £.  Je  nomme  la  donnée  -^  £  ou  £  ^ ,  ^  j 
&  les  inconnues  £  H ,  Jf  i  /f  C,^  i  &  fai  ^  /f  s=^  —  x , 
B  H  :=za  -f  X.  Donc  à  caufe  des  triangles  reâangles 
A  HCyBHC^\ts  quarrës  des  hypothenufes  ÂT*z:^  aa 
—  lax-i'XX'+yj'.icBC  tZ  aa-^iax  -f  jrx-+yy; 
&  par  conlequent  AC  Hr  BC  ZZ  xaa  -\-xxx-\'  xyy. 
Or  puifque  le  triangle  ACB  tzAEx  CH{ay)^  il  s'en- 
iuit  par  la  première  condition  du  Problême  que  laa 
'+XXX  -+  iyy:ayiif.g'y  ce  qui  donne  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens, &  divifant  par  1  g,  cène  équa. 
tion  aét-+  XX  -^yy  srt^yzi  imy^to   prenant  (  pou* 

êter  les  fraâions)  une  ligne  m  r=l^. 

Il  refte  maintenant  a  accomplir  la  féconde  condition , 
fc^SLVoit  que  l'angle  ACB  foit  égal  i  l'angle  donné  G  D/C. 
Pour  y  réûffir  »  je  meac  d'un  point  G  pris  â  difcrecion 
dans  la  droite  G  i>s  la  perpendiculaire  G  F  fiir  Iç  côté 
DKt  prolongé  >  s'il  eft  neceiBiire  ,  &  du  point  A  lat^ 
perpendiculaire  A  L  fur  le  côté  B<:  prolongé  aufli ,  s'iK 
eft  necefiàire  ,  afin  d'avoir  deux  triangles  reâangles 
^mblables  AC LyGDF^  dont  l'un  GDM  tH  donné. 
Cela  fait,  je  nomme  les  données  DP, h\FGyC -^fa hu 
(ànt ,  pour  abréger  »  BC  ss»,  je  trouve  â  caufe  des  trian. 
gles  redangles  femblables  BCH  y  BAZ^ccs  propor- 
tions BC  («).  CH  [y)ixBA  (t^).  AL  C=i^.   Et 


m 


parcoofeqiieiircz  ou  B  l^b  C:— ill±-*lîm.  Dont 
jwifquc  Tangle  ^  CZ  doit  être  égal  à  TaBgle  QDF^  H 
fout  queCZ  ("r^^^;^^7  a4Z  (112)  t.DF  (i).  FG  {c)y 

d'où  Ton  tire  en  multipliant  \ts  extrêmes  &  les  moyens 
uiac^+iacx  —  cnn  tz^^ty^  c'eftàdire,  en  mettante 
fovLtn fLÙ^  yaleur  aa^  lax^^xx  ^yy»  cette  féconde 
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équacioa^^^^  cxx — cyyzs^  laby  qui  renferme  la  fé- 
conde condition  du  Problême. 

Comme  i*on  a  trouvé  autant  d'égalités  qu'il  y  avoic 
d'inconnues  /  &  que  Ton  a  fatisfait  â  toutes  les  condi- 
tions du  Problême  j  il  ne  faut  plus  que  fe  fervir  des  rè- 
gles ordinaires  de  TAl^ebre  ^  pour  réduire  ces  égalités 
a  une  feule  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue  ^  ou  x  :  & 
c'cft  ce  qu'on  peut  faire  en  cette  forte.  J'ai  pour  premie- 
re  équation  aa^+x  x  ^yyZi  imy^  6c  pour  iecodde, 

at^c^cxx^^cyj^BMxabj  ou  ^^i— Arx«^j^^e»il£2 ^  c'eft 

pourquoi  ajoutant  enfemble  d'une.parc  les  deux  premiers 
membres,  &  de  l'autre  les  deux  iëconds ,  je  trouve  xaa 
,^llll  -+  i«y ,  d'où  je  tire/.-—,  en  prenant  /«if .  . 

Et  mettant  cette  valeur  â  la  place  ûey  &  fon  quarré  à  la 
place  de  j^j^  dans  Tune  ou  l'autre  des  équations  preceden- 

tes. ie trouve  xxmm  ^    ^   ^■■ocx— —        ^      .; 

d'où  je  connois  que  ûmm  étoit  moindre  que  a  a  ^+ff\c 
Problême  /eroit  impoflible.   £n  voic4  la  conftrudion. 

^i«.  ^41.  Par  le  point  £  milieu  àe  A3  ayant  tiré  une  perpendi* 
culaire  indéfinie  ONiAB^on  mènera  par  le  point  A  la 
ligne  A  M  qui  fafle  avec  A  B  l'angle  T.  A  M  égal  à  l'an* 
gle  JD  G  -F  qui  eft  donné.  Du  point  M  où  cette  ligne  ren- 
contre la  perpendiculaire  0  iST, comme  centre  ^  &  du  rayon 
MA^on  décrira  un  arc  de  cercle  ACB.  On  pendra  cn- 
'fuite  fur  E  M  prolongée  du  côté  de  M  la  panie  MN^aM-^ 
&  ayant  joint  NA^on  lui  mènera  la  perpendiculaire  AO 
qui  rencontre  NO  au  point  O ,  par  lequel  on  tirera  une  pa* 
Tallele  à  «^  B.  je  dis  que  cette  parallèle  rencontrera  l'arc 
de  cercle  ^  C-B  au  point  cherché  c. 

Car  ayant  mené  CH  perpendicnlaire  fur  A  B  ^-W  eft 
^lair  que  C  H  zz  EO  =:  ^.  puifqu^à  canfe  des  triaiw 
jgles  redangles  femblables  NEA  ^  AEO  ^  iKvient  ^JS 
im^f).  AE  {a)i:  AE  (a).  EO:iiJ^.   Dfi  plusi; 
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caufe  du  cerclie  cm  wB»ZdM  xa^aa^J^g  '^  &  paitani: 
puifque  MO  ^f-^  -^,  il  s'enfuie  à  caufe  du  trian- 
gle rcûangle  Jl^CO  que  CO  ou  EH  (xx)  r^aa-^k-ff 

^/_tiir_ fl aamm-.sf-..*^  DonC&C. 

R  £  M  A  H  Q^U  £• 

4^7^  L  o  B.  S  Qjj*A  p  K  e'  S  avoir  fatisfait  â  toutes  les 
<]ueftioDS  d^uD  Problême  3  on  eft  arrivé  à  deux  équations 
qui  renferment  chacune  les  deux  mêmes  inconnues  ,  il 
ti'efl:  pas  neceflaire  ^  fi  Ton  v«u€ ,  de  les  réduire  â  une  feule 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue  ^  comme  il  eft  pref- 
crit  dans  la  propofition 'générale  :  mais  l'on  peut  refondre 
le  Problême,  en  conftruifant  feparément  les  lieux  de  ces 
<leux  équations,  car  leurs  points  d'interfeâion  ferviront 
â  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  inconnues.  Ceft  ce  qui 
iè  voit  clairenœnt  dans  cet  exemple,  où  l'on  a  pris  pour 
inconnues  les  droites  £/f  (x) ,  if  C  (7)  qui  font  entr'- 
elles  un  angle  droit  £  H C}  &  où  après  avoir  fatisfait  aux 
xonditions  requifes  ,  on  eft  arrive  i  ces  deux  équations 
^a^^rxx  ^^yyzszimy^Uaa^^xx^^yy^atifyi  caries 
•cercles  qui  en  font  les  lieux  étant  décrits  feparément  don* 
«seront  par  Idurs  interfeâions  des  points  qui  fatisfèront  : 
voici  comment. 

Ayant  décrit  comme  dans  la  première  conftrudiooJ'arc 
-de  cercle  j4CB^  on  décrira  du  centre  ^,  &  du  rayon 
^Pxtam^tin  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendiculaire 
JE  M  en  P.  On  prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  par- 
tie £ i2j=  ^ ^" ^^^^ ^^ ^*^^^  ACB^ic  on  décrira duceû* 
tre  S^  du  rayon  j2^C«.  £  P  ,  un  cercle  qui  coupera  Tare 
^  CB  Qn  des  points  C qui  iàtisferonc. 

Car  i  caufe  de  ce  dernier  cercle  on  aura  i2^  c  ou  £^* 

\mrH^aa)^SS  {mmm^imy  ^yy)^^  OC  (xx), 
vc'eft  â  dire  la  prçmiere  équation  aa  ^xx  ^yymm  1  m  y  ^ 
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&  à  caufe  de  Tautrc  cercle  \ACB  \\  vient  MC  ou  M  ^ 

à  dire  la  feconde  c<)uâtion  ^/f — xx — yy"^  ify.  D'où 
il  luit  Que  le  point  cherché  c  fe  doit  trouver  en  même 
temps  fur  ces  deux  cercles ,  c*eft  à  dire,  qu'il  doit  (t  coa- 
foDdre  avec  leurs  points  d'interfeâion. 

Il  eft  viiible  qu^il  y  a  deux  differens  points  C  qui  fatis* 
font  â  la  queftion ,  lorfque  ces  deux  cercles  fe  coupent  e& 
deux  points  comme  dans  cette  figure;  qu'il  n'y  en  a  qu'un^ 
lorfqu'ils  fe.  touchent  ^  &  qu'enfin  il  n'y  en  peut  avx>ir  au« 
cun^  lorfqu'ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fe  touchent. 

Il  faut  bien  prendre  garde  q^i'en  refol  vant  un  Problême* 
par  le  myoyen  de  deux  lieux,  oa  ne  tombe  pas  dans^une 
conftruâioo  plus  compofce^  que  fi  étant  arrivé  i  une  feule 
égalité  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue  jir,  on  l'eut  conf- 
truite  felon  les  règles  du  Livre  précèdent,  je  m'explique  : 
qu'il  faille, par  exemple >  refondre  un  Problême  (c'eft  le 
troifiéme  exemple  qui  fera  propofé  >  dont  les  conditions 

foient  renfermées  dans  ces  deux  éq«uttions/  tz* f  ^  &. 

ttyymmaa^  XX  ^  fî  l'on  fe  fervott  des  lieux  de  ces  deux. 

équations ,  il  e(l  clair  qu^  faudroit  mener  une  ligne  droi^ 
»  Art.  jotf,  te  *  qui  feroit  le  lieu  de  la  première  équation ,  &  décrire 
*^Ft. 33p.  une  Hyperbole  *  qui  feroit  le  lieu  de  la  féconde,  pour, 
&  5)^«       avoir  par  leurs  interfedions  les  valeurs  des  deux  incon. 

nues  X  &^.    Mais  parce  qiji'ep-  réilnii&nt  ces  deux  équa. 

lions  en  une  feule  y  00  trouve  l'égalifé  du  fecond  degré. 

X x^  ^x -4- ' ' ^ ^^l^^S  ^,  qui  fc  conftruiten  tfem. 

ployant  que  des  lignes  droites  &  dts  cercles  ^  ce  feroicnne: 
^te  coufiderable  de  fe  fervir  d'une  Hyperbole. 

Exemple    Ilv 

F I  «•  x^u  4^9*  L  B  quatre  ^B  C  D  étant  donné  ;  il  fautmener 
d'un  de  fes  angles  ^  la  ligne  droite  y/£,  en  ferte  que 
(à  partie  J?E  comprifé  entre  Içs  côtés  SCyCDy.  oppo- 
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fés  à  cet  aogle  fait  égale  â  une  ligne  donnée  é. 

Je  fuppofe  que  le  point  £  pris  Uir  le  côté  DCprolon. 
^é ,  foit  tel  que  la  partie  FE  de  la  ligne  ulE  (oit  égale 
àiy  c'eft  à  dire  que  je  fuppoiê  la  queilion  refoluj;  j  &  je 
nomme  la  donnée  u4 £  ou  AD  ou  DC  ou  CBy  a,, 
l'inconnue  DE»  x.  Cela  fait,  les  triangles  femblables 
EDA^ECFtdonncntED(x).DA{a)::BC  (x^a). 
CFmm^mit  &  le  triangle  reâangle  £  CF  donne  ^E* 


X 

-•        — — » 


»mx x^'X  *'  X.4. , 


«X 


«b£  C-f-^-f  ■■xx  —  iax-i~aa~{- 

Mais  puifquepar  la  condition  du  Problême  FE  doit  être 

égale  à  ^»  on  aura  xx  —  iax^aa-^*^'""'^'''"*-*! 

XX 

D*où  l'on  voit  que  la  refolotion  de  cette  égalité  doit  four- 
nir ipoxxv DE{x)y  une  valeur  telle  que  menant  la  droite 
^  £ ,  fa  partie  FE  comprife  entre  le>  côtés  C  B ,  DCy  foit 
t^gale  â  la  donnée  b. 

L'égalité  que  Pon  vient  de  trouver  étant  du  quatrième 
<lçgré ,  il  faudroit  envployer  pour  la  refoudre  une  Seâion 
Conique.  C'eft  pourquoi  je  dois  chercher  auparavant  par 
les  règles  que  fournit  TAlgebre,  fi  elle  ne  fe  peut  point 
abaifler  a  un  degré  plus  (Impie ,  &  je  trouve  en  efïet  que 
il  l'on  prend  ccmma a  ^bb^  elle  fera  le  produit  des  deux 
iigalités  xx-^aa  —  ax  —  ex  izo,  ècxx^aa  —  ax 
Hh^x  ET  ^,  qui  font  chacune  du  fécond  degré  ,  de  forte 
i]ue  pour  avoir  les  quatre  racines  de  l'égalité  du  quatrième 
degré  jc*—  i^*  x  &c ,  il  ne  faut  que  trouver  les  racines  de 
chacune  de  ces  deux  égalités  Je  ne  m'arrête  point  à  cher- 
cher les  racines  de  l'égalité  xx-+-/i^ — xx^cx  tr^} 
parce  que  c  furpaHant  a ,  la  difpodtion  des  (ignés  me  fait 
cônnoitre  qu'elles  font  toutes  deux  faudes:  mais  je  trouve 
celles  de  l'autre  égalité  xx-+-^^—^-^—^-^«>^$  que  je 
<onnois  être  toutes  deux  vraies  ^  de  la  manière  qui  fuit. 

Soit  pri(ê  for  le  côté  ^  S  prolongé  la  partie  SG  i::  c , 
&  (bit  occrit  du  diamètre  ^G  un  demi-cercle  qui  cou<^ 
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pe  en  E  le  c^ti  D  c  prolongé.   Je  dis  que  ic  point  fera- 

celui  qu'on  cherche. 

Caj:  nommant  DE,x  y  &  menant  la  perpendiculaire 
JSif  jonaura  HG  tza^c — x ,  &  par  ta  propriété  du 

cercle  AH^^HG  {ax^cx  —  xx)  ::iEH^{aa]. 
R  E  M  A  R  C3iP  E     I. 

419«  Lorsqjj'ap  re's  avoir  fatisfait  aux  condi: 
tions  d'un  Problème ,  on  arrive  à  une  égalité  compofce  qut 
a  plu  (leurs  racines  réelles ,  il  eft  vifîble  qu'il  n'y  a  qu'une 
de  ces  racines  qui  exprime  la  valeur  de  l'inconnue  qu'on 
cherche  :  mais  on  doft  bien  remarquer  que  les  autres 
peuvent  auffi  fervir  à  la  refolution  de  la  queftion ,  dans 
un  fens  qui  ne  peut  être  différent  de  celui  qu'on  s'eft 
imaginé  que  dans  quelaues  circonflances  particulières^. 
Ainfi  dans  cet  exemple  la  petite  racine  vraie  DZ  {x): 
de  l'égalité  x;»  —  ax  —  ex^^aa  ^r ^ ,  donne  ûir  le  cô<; 
té  D  c  un  point  Z  tel  qu'ayant  mené  la  droke  A  L  qui 
rencontre  le  côté  RC  prolongé  en  x:^  £i  partie  Z/C  eft 
égale  â  la  donnée^.  De  même  (î  Ton  prend  £  g  ^r  fur 
le  côté  BA  prolongé  vers  A^  &  qu'on  décrive  du  dia- 
mètre ^g  ttn  demi- cercle  ,  il  coupera  le  côté  CD  pro- 
longé vers  2>aux  points  ^ ,  />  en  forte  que  D  ^ ,  &  O/^ fe- 
ront les  deux  racines  fauflfes  de  régalitcxx-f-f  x — dx 
-t-  aaszo:6cfi  l'on  mené  les  droites  A  e ,  Al^qui  rcn* 
contrent  le  côté  C-B  prolongé  aux  points  f^k  j  les  droites 
tf/,  Ik ,  ferontencore  chacune  égale  i  la  donnée  k  De  là 
on  peut  voir  que  quoiqu'en  refolvant  le  Problême  on  n'ait 
eu  en  vûë  que  de  trouver  la  valeur  de  Z>£ ,  on  eft  cepen^ 
dant  arrivé  i  une  égalité  dont  les  racines  ont  fourni  d'au«* 
très  valeurs  D  Z ,  D  ^ ,  2>/^  qui  ont  toutes.fervi  i  refoudre 
ie  Problême  en  quelque  fens. 

R  £  MA  RQJJ  E    IL 

45^*  O'it  y  a  lieu  de  croire  que  l'égalité  qui  ren* 
ferme  les  conditions  d'un  Problème  fe  peut  abaifler  d  un 
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moindre  degré ,  il  eft  à  propos  de  tenter  d'autres  voies 
cjpe  celles  qu'on  a  fuivies  quand  même  elles  paroîtroient 
moins  naturelles  j  parce  qu'il  arrive  fouvent  qu'elles  con* 
duifent  à  des  égalités  plus  (impies  ,  &  que  d'ailleurs  il 
eft  aflez  difficile  d-abaiuer  des  égalités  compofées.  Voici 
deux  autres  manières  de  refoudre  le  Problême  précèdent 
qui  pourront  fervir  a  faire  comprendre  cette  remarxjue. 

Ayant  fuppofé  le  Problême  refolu,  je  mené  EG  per  Fig.  142* 
pendiculaire  fur  AE  qui  rencontre  le  côté  j4B  prolon- 
gé en  G ,  &  je  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
j4F  hi  BG  que  je  nomnie  y  &  z^^.  Cela  fait ,  les  triangles 
redanglcs  femblables  -^J9jF,^£G, donnent  ^ B  {a). 
u4F^y)::A^E{j-i^lf)^AG(a^z^).  Et  partant^/H-^jr 
K:Baa'^aZc  Or  comme  j'ai  deux  inconnues  ôc  que  le 
problème  eft  déterminé  ,  il  faut  encore  chercher  une 
autre  égalité.  Pour  la  trouver,  je  coniîdere  que  EG==iy4F 
{y  )  i  car  menant  E  H  perpendiculaire  fur  ^  G ,  le  trian- 
gle reftangle  EHG  cA  femblaWe  au  triangle  redangte 
u^B  F^6c  de  plus  égal  y  puifque  les  côtés  homolpgues 
j4B ^EH ^  font  égaux  entr'eux.  J'aurai  donc  ( â caufe 
du  triangle  redangle  AEG)  cette  autre  égalité  aa-^iax^ 
^X,z^^yy-^iby  ^bb^y  =tiyy  -|-  i^^-f-^^, 
dans  laquelle  mettant  â  la  place  de  2 >^/ +  2 4)^  ^^  valeur 
iij^^ -1-1^^2^ trouvée  par  le  moyen  de  la  première  éga- 
lité ,  il  vient  aa^^  iazj^zj^,msziaa'^iazc^bb<\Mi 

fé  réduit  à  cette  égalité  tres-fîmple  ^Casa/^JJipTT^qai 
fournit  d*abor4  la  même  conikuâion  que  ci-deflîis. 

AtJ  T  RE    Ma  n  I  b're. 

La  manière  fuivante  a  ceHude  particulier  qu'elle  réûflit  F  i^.  i^é 
également  foit  que  la  figure  ABCB  foit  un  quarré  ^  ou 
qu'elle  foit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché 
i?,  que  je  regarde  comme  donné ,  la  lig(ie  F  G  c\mv  faflfe 
av^ec  A  F  Tangle  AFGi%^  à  l'angle  donné  >^C£  &  qui 
rencontre  au  point  G  la  diagonale  AC  prolongée  autant 
qu'il  eft  neceUaire ^  on  aura  trois  triangles  ACE^AFG^ 
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GCFy  qui  feront  femblables  entr'cux.  Car  \^.  L'aegle 
en  A  étant  commun  aux  deux  triangles  ACE  y  A FG^ 
&  les  angles  ACE  ^  AFG^  étant  égaux  par  la  fuppo- 
Hcion  5  il  efl  vifible  que  ces  deux  triangles  feront  fem- 
blables 1^.  Le  triangle  ADC  étant  ifofcelle,  Tangle 
DCA  ou  £CG  fera  égal  à  Tangle  DAC  ou  ACF^^ 
ajoutant  de  part  &  d'autre  le  même  angle  FCE^  Tan- 
gle  FCG  lèra  égal  i  Tangle  ACE  oa  AFG  i  ic  par- 
tant puifque  Tangle  en  G  el\  commun ,  les  deux  triangles 
AGFy  FGC y  feront  femblables.  Cela  pofé,  foientles 
inconnues  CEsmx^  AGt=m\^^  &  les  données  DCss^, 
F E=:=^b^AC^=c ^  on  aura  fâcaufedes  parallèles  AD^ 
Ci^,)  cette  proportion :C£<x).  F EXb)\iCD\a).  AP 

ctai-.  Or  à  caufe  des  triangles  iêmblables  ACE^AFQ^ 
GCF,  on  trouvera  AC  {c).  CE  (x)  ::  AF  f^\.  FG 
^tt.EiAGi  O.  FG  {tt)  :  :  if .  CG{z^^c).  D'où  l'on  for. 
me  en  multipliant  les  extrêmes' &  lès  moyens  ,  Pégalitc 
^i,^^ c x^tss^^  qui  fournit  cette  conftrudion. 

^  c 

F I  c.  14J.       Ayant  mené  du  point  A  perpeodiculaipement  iîir  AC 
k  ligne  AHie^»^^  on  tirera  par  le  point  du  milieu  Z 

de  la  diagonale  ^C  la  ligne  ff  Z ,  &  on  prendra  fur  cet- 
te diagonale  prolongée  du  côté  de  C  la  partie  Z  G  éga. 
le  i  Z  H.  On  décrira  enfuite  du  centre  <?  &  du  rayon 
GF  égal  â  AH ^  un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  côté 
i?C  au  point  cherché  F.    Cela  eft  évident  5  puifque  par 

la  conûrudion  5;^^-.  rij^«=rliif,&  que  G-F cas  i?. 

ce  ^  4 


Exemple    IH. 


FiG.  ^4.4.  451-  Xkouver  furune  ligne  droite  indéfinie  D s 
donnée  de  pofîtion ,  deux  points  Z) ,  £  5  defquels  ayaflt 
mené  â  deux  points  donnés  O ,  C,  hors  de  cette  ligne, 
les  droites  DO,OE,DC,  C£ 5  l'angle  DO E  {oit  droit 
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&  Tangle  /)C£  égal  à  un  angle  donne  TPS.    ^ 

Suppofons  la  chofe  faite  ,  je  décris  du  diamètre  t>E 
un  demi  cercle  qw  paflcra  par  le  point  Q ,  puifque  Tan- 

§le  D  0  £  eft  droit  ^  &  fur  la  corde  D  E  ]t  décris  un  arc 
e  cercle  capable  de  Tangle  donné  >  lequel  paflera  *par 
confequent  par  le  point  C.  Du  point  H  centre  de  cet 
arc ,  &  des  points  donnés  O^C/]^  mené  fur  DE  les  per- 
pendiculaires H Ky  O  A ^  C^^ôcje  nomme  les  données 
O  A  ^a,,  CB^h  j  ^^,^i  les  inconnues  AK^x  ^  ^tî^y^ 
•Cela  pofé  ^  il  eli  clair  par  les  Eiemens  de  Géométrie ,. 
1®.  Que  le  point  K  fera  le  milieu  de  la  ligne  DE^^  par 
confequent  le  centre  du  demi-cercle  DOE.  1^.  Que  fi 
par  le  fommet  P  de  Tangle  donné  7"P5  on  mené  une 
perpendiculaire  P Q^i  l*un  des  côtés  PT^  l'angle  CtPS 
qu'elle  fait  avec  l'autre  côté  PS  y  fera  égal  à  l'angle  KEH. 

Or  à  caufe  du  triangle  redangle  ^i<0  le  quarré  KQ 

ou  X^  nzxaa-^xx ^  &  â  caufe  du  triangle  rectangle- 

HKE\q  quarré  HE  s=:^^-+-xjc-t->'>':  mais  prolon- 

Îjeant  HK  jufquU  ce  qu'elle  rencontre  en  R  une  paraU 
ele  CR  à  Z)£,  on  aura  (â  caufe  du  triangle  re^angte 

CRH)  le  quarré  C  H*—/  h-^^^iby  -^yy  -f-  r  r  4- 1  r  a: 
^-  AT  AT.  Donc  puifque  les  lignes  HE ,  HC  ^  font  rayons  du 
même  cercle  ^  on  formera  par  la  comparaifon  de  leurs  va* 
leurs  analytiques  cette  équation  aa^xx-J^^yy^shb 
-4-  1  by  -^yy -+- ^^ -H ^cx -f- xx ,  qui ,  en  effaçant  de 
part  &  d'autre  yy-^xx^  &   pour    abréger,  faifant 

^-^•^^'«^^  fe  réduit  à  celle  ci  ^.y^'Jtrz^. 


%c 


Si  Ton  conHdere  le  chemin  qu'oo^  %  fuivi  pour  arriver 
à  réquaripn  précédente ,  on  verra  qn*elle  renferme  cette 
condition  ,  fçavoir  que  les  cercles  décrits  des  centres 
X,  H ,icàes  njoos  KO,  HC ^  k  rencontrent  fur  la 
ligne  DE  dani  les  mêmes  points  D^EjM  forte  qu*il  ne 
refte  plus  qu'à  faire  que  Sangle  KEH  foit  égal  à  langlc 
QPS.    Pour  en  venir  â  bout. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  PQ^\z  partie  -Pj^égale  à  CB^ 
&  tiré  QS  parallèle  au  côcc  PT^&L  terminé  en  S  par 
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Tautrc  côté  PS  ;  il  cft  évident  que  le  triangle  redangle 
EK H  àoxt  être  femblable  au  triangle  reûangle  P QJ ^ 
&  qu*ainfî ,  en  nommant  la  donné  Q^S^  />  on  aura  cctr^^ 

pri^ortion  j  EK  (  l/^aa^xx).KH  (y)  :  :  PQJ^  h).  QS  (/)} 
d'où  Ton  lirej'*»  ^r  aa^-Ç^x^s^  7^"^*  Quarrant  cha- 
que membre  pour  -oter  les  incommenfurables  ,  &  met* 
tant    par    ordre    Tcgalité  ,    on  trouve  xx*— -iii-.x 

.^illizlli^ao^  dont  fune  des  racines  fournira  pour 

jiK  {x)  une  valeur  telle  que  décrivant  un  cercle  du 
centre  7C  &  du  rayon  KO ,  il  coupera  la  li^ne  D£  aux 
xieux  points  cherches  JD ,  £. 

On  peut  trouver  les  racines  de  cette  égalité^  félon  les 
articles  }8o.  ou  381.  (  Liv.  prcced.)  :  mais  quoique  les 
méthodes  qu^on  y  explique  foient  très- (impies  eu  égard 
â  leur  généralité,  il  arrive  néanmoins  très  louvent  qu'en 
xoniiderant  avec  att-ention  la  nature  d'u^ne  queftion  par. 
ticuliere ,  on  trouve  des  conftrudions  plus  faaies.  Par 
«exemple  5  on  peut  remarquer  ici ,  1^.  Que  fi  par  le  point 
de  milieu  F  de  la  ligne  OC  qui  jomt  les  deux  points 
donnés,  on  mené  la  perpendiculaire  >^ 6  qui  rencontre 
en  G  la  ligne  JD£  donnée  de  poiîtion  ,  ob  aura  JGbbcI^ 
CSLT  nommant  JG  ^  s^^  les  triangles  redangles  G âO 
G  £C^donncront  GO^ssax.z^'^aa  èLGC^mx^z^z^hi^X, 
>^cc^hb^  &  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs 
qui  doivent  être  égales  entr'çllcs ,  puifque  le  point  G 
eft  dans  la  perpencnculaire  F  G  qui  divife  par  le  milieu 
ia  ligne  OC,  il  vient  x,z^¥-\^aa^=ns^x^'^xczr^cC'^bb^ 

d*où  Ton  tire  AG  (  O—  ^^^^—tt=ll^d.  x^  Que  Tégalitc 


xç 


ff^aa-^xx^amcd^^cx  qui  renferme  les  conditions  du 
Problême  ,  (è  réduit  â  cette  poportion  5  GK  {d — x). 
KO  (  t^  aaJ^xlc  )  :  :  iQ^S  if)A£{c):dc  forte  que  fî  Ton 
fjirt.  $50.  décrit  *  le  lieu  de  tous  les  points  K  tels  qu^ayant  me«é 
aux  deux  points  donnés  G,  O,  les  droites  KG  y  KO^ 
elle  foient  toujours  entr*dles  en  4a  radfon  donnée  de 
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^  à  if  ^  5  ce  lieu  coupera  la  ligne  2)  £  au  point  cher- 
çhë  R.  Ce  qui  donne  la  conftruâion  fuivanre  qui  eft 
très  fîmple. 

Par  le  point  de  milieu  F  de  la  ligne  O  C  qui  joint  les 
deuic  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  FGj 

3ui  rencontre  en  G  la  ligne  D  E  dqiinee  de  pofition  ,  on 
ivifera  la  ligne  0  6  au  point  M^cn  forte  que  G  M. 
MO::  QJS.  A B.  Et  on  ta  prolongera  du  côté  de  G  juf- 
qu*au  point  Ny  en  forte  que  G  -AT.  NO  :  :  i^^.  ^^.  Du 
diamètre  M  Non  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  ligne 
D£en  un  point  K^  duquel  point  comme  centre  ^  &  du 
rayon  K  0  ayant  décrit  un  cercle  ^  ce  cercle  rencontrera 
4a  ligne  D  E  aux  deux  points  cherchés  D  >  E. 

Comme  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligpe  MN^ 
coupe  la  droite  DE  non  feulement  au  point  K ,  mais  en- 
core en  un  autre  point  Z  i  il  s'enfuit  qu'on  peut  fe  fervir 
du  point  Z  de  même  que  l'on  a  fait  du  point  K^  pour 
trouver  fur  la  ligne  D  B  deux  autres  poids  qui  fatisfe- 
ront  également  ,  &  qu'ainfî  cette  queilion  peut  avoir 
<ieux  différentes  Iblutions. 

Si  Tangle  BCE  devoit  être  droit  auffi  bien  que  Tan- 
^le  DOE^W  efl  clfiir  que QS  (/)  deviendroit  nulle ,  & 

qu'ainfî  l'égalité  fy  aa-^  xx^sscd^^c x  k  changeroic 
'en  celle-ci  cd^^cx^s^o  y  d'où  l'on  tire  xzaad  j  c'cil  â  dire 
que  le  centre  K  tomberont  alors  fur  le  point  G.    fit  fî  le 

point  B  tomboit  fur  le  point  A ,  l'égalité  fJ^  aa^xx 

,„B^cd^^cx  fechangéroitencelle-ci//^/^^-4-xxB=:iîII-i 

en  mettant  pour  cdùi  valeur  ^^^^^'^''S  &  eflfàçant  en. 

fuite  les  termes  où  c  (qui  devient  en  ce  cas  nul)  fe  reo- 
<:ontre  }  d'où  Ton  voit  que  dans  ce  cas ,  fî  du  point  O 
<:omme  centre ,  &  du  rayon  OK«»»^~tian  décrit  im 

arc  de  cercle /il  coupera  la  ligne  D  £  au  point  cherché  K. 
Ceci  s'accorde  parfaitement  avec  les  articles  66.  67.  68. 
du  Livre  fécond ,  &  la  conflruékion  générale  peut  fer- 
vir à   trouver  tout  d'un   coup  dans  une  Ellipfe  donc 
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deux  diamètres  conjugués  font  donnés ,  deux  autres  d»* 
mètres  conjugués  qui  faflènt  entr*eux  un  angle  donne  ), 
ce  qui  dans  l'art.  6j.  avoit  été  renvoyé  ici. 

ExiupleIV, 

Vi^.  145.  452.  Trois  points  y^,  iî,  C,  étant  donnés,  en  tro». 
v«r  un  quatrième,  M,  duquel  ayant  n>enc  à  ces  points 
les  droites  M^^  MB  y  MC  j  les  diflFcrences  de  l'une 
d'elles  aux  deux  autres  foient  données. 

Cette  queftion  eft  fufcepcible  de  trois  diffifrens  cas^ 
Car  ou  les  rràii  lignes  M^  ,  M B  j  MC  ^  font  toutes 
égales  emr*elies  }  ou  il  y  en  a  feulement  deux  qui  (oient 
égales  entr'elles  j  ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 
entr'elles. 

Premier  cas.  Lorfqoe  les  trois  lignes  MA  ^MB^MC^ 
font  égales  entr'elles  5  ou  ce  qui  eu:  la  même  chofe  lorC 
que  les  deux  difîerences  données  font  nulles.  Il  eft  clair 
que  le  point  cherché  M  fera  le  centre  du  cercle  qui  pat 
ie  par  les  points  donnés  A^B ^C. 
F I  (^  24^.  Second  cas.  Lorfque  deux  des  trois  lignes  M  A  y  MBy 
M  C  y  comme  MA ,  MB ,  doivent  être  égales  entr'elles  ; 
ou  (  ce  qui  eft  la  mêitïQ  chofe  )  lor (qu*une  des  différences 
données  eft  nulle. 

Ayant  tiré  du  point  donné  C,  la  perpendiculaire  €0 
fur  la  ligne  AB  qui  )oint  les  deux  autres  points  dçnncsil, 
B'^du  point  JVf  que  l'on  fuppofe  être  celui  qu*on  cherche > 
ayant  mené  les  droites  MPy  MQ^  parallèles  à  CO ,  OB  y  il 
eft  clarr  que  AP  fera  égale  à  PSy  puifque  A  M  doit  être 
égale  a  MB.  Nommant^lonc  les  données  AP  ou  PBya-y, 
OPyb  y  OCyC  y  A  Mm^MCyf'yifi  les  inconnues  AMy^^ 
P Myy  y  les  triangles  reâangles  A  PMy  M QS  y  don. 
neront  ces  deux  égalités  z^z^^^^aa  ^yy  yti  zj^^-^^f^ 
H+-jf«ri^ré— a ^j' -+-//-+- ^^^  d'où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  pre- 
mière >  il  vient  i/;;^— jfe«^^  — ^^-+-ify  — ^^^  9"î  fe 
réduit  à  cette   proportion  s^  y'+-  HnilHii^::  cf. 
De  la  on  tire  la  conftrudion  fuivante. 
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Soie  menée  par  le  powc  de  milieu  P  de  la  ligne  AB  ^ 
la  perpendiculaire  i^  I)  «  ll=l£i^lii£.    Soit  divifée 

Thypothenufe  AB  prolongée  du  côté  qu'il  fera  neçeC 
faire ,  aux  points  £ ,  -F  5  en  forte  que  A E,.  El^\\c.f\  &c 
A  F.  F  D  :  :  c.  f.  Du  diamètre  EF  foie  décrit  un  cercle  3 
il  coupera  la  ligne  PB  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  M  A  ^}\  eft  clair  par  Ja 
propriété  du  cercle  E  2^  F  ^  *  que  A  M  (^).  MD  *-^r;.  jjo, 
/  ^  -|-  ^^— ^^— gg-»/  \  :  :  r.  /j  &  par  la  propriété  de  la  per- 
pendiculaire PM,  que  zj^=saa^jfy.  Or  comme  ces 
deux  équations  renferment  les  conditions  du  Problème^ 
il  s'enfuit  &c. 

Si  par  l'autre  point  2\r,  où  la  ligne  DP  rencontre  la 
circonférence,  on  mené  les  droites  2^A  ^  N£^  NC^ 
les  deux  7^ A  ,  2/B  ,  feront  égales  entr'eHes  ,  &ia  difl 
ference  de  chacune  de  ces  deux  droites  à  la  troifiémc 
NC  fera  égale  à  la  donnée/  5  de  forte  que  le  point  If 
fatisfait  auffi ,  mais  avec  cette  difFercnce  que  W  C  eft  là 
J)lus  grande  des  trois  droites  KT A ^19 B ^  NC  ^au  lieu 
que^îfCeftlaplus  petite  des  trois  MA^  MB.MC. 

On  peut  encore  refoudre  ce  fécond  cas  fans  aucun  Fig.  247, 
talcul.  Je  ^uppofc  comme  auparavant  que  M  foit'  le 
point  cherché ,  &  ayant  tiré  les  droites  MA^MB^MCy 
je  décris  du  centre  C,&  du  rayon  CD  =  M -/^—.JWC, 
un  cercle  DEK  F  H.  Du  point  D  où  la  ligne  MC  ren- 
contre ce  cercle ,  je  mené  aux  deux  points  donnés  A  y  B^ 
les  droites  DA^DB(\m  rencontrent  le  cercle  aux  points 
E  ^  F  y  par  où  je  tire  les  rayons  EÔ ,  C  JF ,  &  la  corde 
EF.  Cela  fait ,  puifque  MC^CD  ou  MDc=MA, 
&  que  les  lignes  CD^  C E^  font  rayons  d'un  même  cer- 
cle ,  les  triangles  D  M  A  ^  DC  E  ,  feront  ifofcelles  ^  & 
par  confequent  femblables  parce  que  l'angle  en  D  eft 
commun  :  c'eft  pourquoi  les  lignes  CJE,  M  A  y  iêront  pa-  ^  •  '  '  * 
ralleles.  On  prouvera  de  même  que  les  lignes ,  C  P^  M B^ 
feront  auffi  parallèles  j  ce  qui  donne  DA,  D£î:  Di^. 
DCiiDB.  D  F.   Et  de  là  on  voit  xjne  toute  la  difficulté 
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fe  réduit  à  trouver  fur  la  circonfercace  du  cercle 
DEKIB Hy  le  point  D  tel  qu'ayant  mené  les  droitei 
H  A  y  D  jff ,  qui  rencontrent  la  circonférence  aux  points 
£ ,  F  j  la  corde  E  F  foit  parallèle  à  la  ligne  A  J?.  Or  cela 
fe  peut  faire  ainfi. 

Ayant  décrit  du  point  C  un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  C  Z)  =»  y*  M^MC^  &  tiré  AC  qui  rencontre 
ce  cercle  aux  joints  /c  ,  /f  j  on  prendra  fur  y^  ^  la  par- 
tie  A  G  quatrième  proportionelle  à  A  j^\  AH^A  K  yii 
on  mènera  du  point  G  la  tangente  GE  au  cerclé  EDHFK., 
Ayant  mené  par  le  point  touchant  E  la  ligne  A  E  qui 
rencontre  le  cercle  au  point  D ,  on  tirera  D  Cy  fur  laquelle 
on  prendra  le  point  M  tel  que  DM.DCw  DA.  DB; 
Je  dis  qu'il  fera  celui  qu'on  cherche. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  DEKFHlt  redangle 
H  Ah  A  Km^DA^AEi  Et  par  confequent  BA.AD  :: 
AE.  A  G  :  c'eft  pourquoi  les  triangles  D  A  M  ^  G  A  E., 
qui  ont  Tangle  A.  commun  y  iL  les  côtés  autour  de 
cet  angle  rçpiproquement  proportionnels ,  feront  fera* 
blables.    L'angle  gj^  J? G  fera  donc  égal  à  rangle  ASDy 
mais  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  EG  ti 
par  la  corde  D  E  prolongée  du  côté  de  £ ,  a  pour  n)e« 
fgre  la  moitié  de  Tare  DE.    Il  fera  donc  égal  (en  tirant 
par  le  point  F  où  la  ligne  BB  rencontre  la  circonferea* 
ce  ,  la  corde  EF)  ^  l'angle  D  F  E  ^U  par  confequent  les 
lignes  F  E^AB  y  feront  parallèles  cntr*eJles*    Or  par  la 
conftrudion  D  C.  DM.  wBE  DA  :  :  D-F.  FB^   Les  triait 
gles  D  MA yVMB  y  feront  donc  ifofcelles  j  puifque  les 
triangles  D  CE  ^  DC F ^  qui  leur  font  femblahles  font 
ifofcelles.    Les  lignes.  A  M  y  MB  y  feront  donc  égales 
chacune  âJ9  M  y  &c  par.  cpnfequent  entr'elles  ^  &  de  plus 
AMoii  DM  furpafTera  MC  de  la  grandeur  donnée 
CD.   Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofé. 
F 10/148.       Trçifième  ca4.    Lorfque  les  trois  lignes  M  A  y  MPy 
MC  y  font  inégales  entr'elles.    Du  point  donné  C,  je 
mené  la  perpendiculaire  CQ  fur  la  ligne  AB  qui  joint 
les  deux  autres  points  donnés  ^  &  du  point  ilf  ,que  je 
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fopf  ofe  être  celui  qu'on  demande ,  les  perpendiculaires 
MP ,  M{l,  fur  les  ligne»  ^^,  co.  Je  nomme  les  données^ 

les  inconnues  OP  ,)c-.,PM^j  j  AM^i^:  ce  qui  donne 

CM=sK.~~f.  Par  le  moyen des-trianglesreaanglei  ^pm^ 
BPMt  CQM ,  je  trouve  les  trois  équations  fui  vantes  j  la- 
première,  x.XjM^aa^xax^xx-^'yj  .^  la  deuxième,. 
x^x^^'Ldt.'^dàmn^bb^xbxJ^xx'^yy  y\z  troifiéme, 
5L^—  1 A-4-/— f  i^—  î  cy  -^yy  -+  x  x  i  &  retranchant 
par  ordre  les  membres  des  deux  deunieres  de  ceux  de  la- 
première ,  je  forme  une  quatrième,  &  une  cinquième  équa- 
tion j  fçavoir  la  quatrième ,  idz^.^ddmnaa^^bb-^  xax 
H- 1  ^  X ,  &  la  cinquième ,  ifz^ffz^x  rf— f  c-iriax^x  cy. 
Je  mets  dans  la  première  équatioaâJa  place  àçyy  le  quar- 
rè  de  la.  valeur  de/  trouvée  par  îemoyen  de  la  cinquième} 
&  enfuite  â  la  place-de  x  fa  valeur  trouvée  par  letnoyen  de- 
là quatrième ,  &  à  la  place  de  x  jt  le  quatre  de  cette  valeur  :- 
ce  qui  donne  enHn  une  égalité  on  il  n'y  a  plus  d'inconnues 
que  la  ièulex,quivne  monte  qu'au  quatre.  C'eft  pourquoi 
on  la  pourra  toujours  refoudre  en  n'employant  que  des  li- 
gnes droites  &  des  cercles  ,.  comme:  l'on  a  enfeigné  dans 
les  articles  380 ,  ou  381.  (  Liv.  preced.  )  Orayant  la  valeur 
de  l'inconnue  s^,  il  eft  facile  de  trouver  lé  point  cherché  ^ 
M }  car  il  fera  dans  i'interfeâioii  de  deux  arcs  de  cercle, 
dont  l'un,  aura  pour,  centre  le.  point  A ,  ôcpour  rayon  la-  * 
ligne  ^  /4  (  O  >  &  l'autre  pour  centre  le.point  B , &  pour 
ïayon  la  ligne  ^iW  (î;.—^), 

Oo  voit  aflèz  qu'en  achevant  le  calcuF,  on  fêroit  arrivé- 
âjine  égalité  du  deuxième  degré  qui  auroit  renfermé  dans^ 
/es  termes  des  quantités  tre^.  compofées  ;  deforte  que  pou^ 
les  réunir  ibus  des  exprefUons  fimples,  comme  le  deman^ 
dent  les  ttrticles>38o,&  382,  on  auroit  befoin:  d'un  grand» 
nombre  d'opérations  >  ce  qui  rendroit  la  conftruéUon  très- 
longue.  C'eft  pourquoi  on  fe  fervira  de  celle-ci  parle- 
moyen  de  laquelle  on  réduit  ce  cas  au  précèdent 

Les  deux  droites ^-Jîr,  AC^  qui  joignent  les  pointrFi*  144. 
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donnes  étant  divifccs  p^r  le  miliea  aux  deux  points 
D^i^i  &  ayant  mené  du  point  M  aue  je  fuppote  être 
celui  qu'on  cherche^  les  perpendiculaires  M  P ,  M â^ 
fur  ces  deux  lignes  ^  on  nommera  les  données  AB  txa-^ 
BC^xb'yA  M — MB.xCsAM — MC^xd^^  les  in- 
connues BP  ^^  sF  Q^y.  Cela  pofé ,  fi  Ton  nomme  1  ^  la 
fomme  inconnue  des  deux  droites  AM  ^BM  s^z  plus 
grande  A  M  fera  r  -f  c  &  la  moindre  B  M  fera  t —  c. 
Or  les  triangks  redangles  APM  ^  B  P M^  donnent 

YIa  ^ZTm  ^A  P  ^  Tai  —  'Wp^  c'eft  â  dire  en  ter. 
mes  analytiques  tt^xct  ^cc — a  a — xax — xx  xzLtt 

^^^xct^cc — da  ^xax  —  xx^d'oùTon  tire/^  tr— > 
&  par  confequent  A  M  {t^c)  et—  H-r.  On  trou- 
vera  de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  reâan- 
gles  ^ QJdy  CQJ^,  que  ^-M  c  —  H- </ }  ce  qui ,  en 
comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  A  M\  donne 
cette  équationlil^r  si^H-^,  ou— aai^H- ^/ — c 

e     ■  d  '        t    ^    ^d 

^J2  -+  /,  en  faifant  pour  abréger  i — r  r;  /  D  où  il  eft 

clair  que  le  point  cherclié  M  doit  être  tel  qu'ayant 
mené  les  perpendiculaires  M  P  ^  M  ^  fur  les  deux 
droites  AByAC^onzït  xeite  équation tJL^tl^f^ 
ou  ce  qui  revient  au  même  cette  proportion  x. 
^  H-  —  ::  ^.  — .   Or  cela  fuffit  pour  trouver  la  conftruc- 

tion  iâi  vante* 

Ayant  joint  les  points  donnés  par  les  deux  droites 
AB  ,A c ^iL  divifé  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
DyF\ork  prendra  fur  ^  C  du  côté  du  point  A  la  partie 
i^^  s:  j }  &  ayant  tiré  fur  AB  ^  AC  ^  \qs  perpendî- 

culaires  DO  ^  K  S  ^  qui  fè  rencontrent  au  point  H , 
on  mènera  dans  Tangle  OHS  \z  droite  JF/ Af  qui  fbit 
le  Jieu  des  points  M,  tels  qu'ayant  tiré  de  dbacuo  d'eux 
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les  pcrpcndiculaHreriirO,  Af  it,fur  les  côtes  /fO,  HS^ 
IsL  droite  MO  foit  toujours  à  ta  droite  MA,  en  la  rai. 
fon  donnée  de  ^  i^^.  Enfaite  Ton  tirera  AE  perpen- 
diculaire (or  H  M  ^  Se  Tayaut  prolongée  en  G  en  fb>re 
que  E  G  foit  égale  à  -^£,  on  trouvera  par  le  fcçond  cas 
le  point  M  ^  tel  qu'ayant  mené  les  droites  M  ^  ^M  G  ^ 
M  c  i  les  deux.  M  ^^M  G  ^  fbienc  égales  entr'elles ,  & 
la  diflference  d^  M  ^  i  MC  foit  la.  donnée  2  d.  Je  dis 
qu'il  fati^fera  à  la^eftion. 

Car  par  la. propriété  de  la  droite  H  My  on  aura  to^^ 

yowsMOoaBP{x).,MRo\i^^y^i^yiièt.i[y 

&  par  confequent  le  point  M  fe  doit  trouver  dans  cette 
ligne.  Il  fera  donc  également  éloigné  des  points  ./^ ,  G  • 
mais  de  plus  la  différence  de  ^  M  à  MC  doit  être  li 
donnée  xd.    Donc  &ic. 

453'  Si  auUeu  que  dans  cet  exemple,  les  deux  dif- 
fcrences  de  Tune  de  cts  trois  droites  M^\  MB ,  MQ,  * 
aux  deux  autres  font  données^  on  vouloit  à  prefent  que  ce 
foflcnt  les- deux  forames  de  Tune  de  ces  droites  avec  cha- 
cune dès  deux  autres ,  ou  bien  la  fomme  de  Tune  d'elles 
avec  une  autre  &  la  diâference  de  la  même  avec  la  troifié- 
me  :  la  queftion  n*en  deviendroit  pas  plus  difficile ,  &  on 
poorroit  toujours  ta  refoudre  par  les  n>cmes  méthodes^ 
Ce  que  je  h^expliquerai  point  en  détail ,  afin  M  laifler 
quelque  chofè  i  rinduftrie  des  Leâeurs« 

C  an  o  L  L  A  I  ft  £     l. 

^  4H*  O  £«L  As  on  f^it  comment  onr  peut  décrira  im 
fiorcte  qui  touche  trois  cercles  donnés. 

,(  .Ca&  ioiept  1er  points  j4^  S^c^  les  centres-  des  «erclcs  pi^  250^ 
dooàés ,  fi^le  point  M  celui  du  cercle  qu'on  cherche^, 
lequel  touche  les  cercles  donnés  aux- points  D^  E^F. 
dû  côcé  qœ  ToiL  voit  dans  Ja  figure.   Soient  les  rayons^  ^  ^ 
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des  cercles  donnés  AD  £2^>,  BEzs  h,  CF  mc^^  &  le 
rayon  du  cercle  qu*on  cherche  MD  on  M  E  ou  MF 
S  ^  Celapofé,onaura-^^5r^-4-^*-^-S=:  ^-4-^^ 

zzb^c^AM — MC/s:ia^c.  D'où  il  cft  évident  que 
la  queftion  fe  réduit  à  trouver  un  point  M ,  duquel  ayant 
cnené  aux  trois  points  donnés  A  ^B^c^lcs  droites  MA^ 
MB ,  MC ,  leurs  différences  foient  données. 

Corollaire    IL 

Pic.  151.      -  4J5*  Db-la  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 

i$u  une  Seâion  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 

F,  QUI  paJÛTe  par  deux  autres  points  donnés  i?  ^  c^  &  qui 
toucne  une  ligne  droite  BE  donnée  de  pofition. 

On  doit  dittineuer  ici  deux  diflerens  cas ,  dont  le  pre- 
mier eft y lorfque Tes  trois  points  donnés F^B ^€^ tombent 
du  même  câté  de  la  droite  indéfinie  DE-^U  le  fécond 
lorfqu'ils  tombent  de  part  &  d'autre. 

f  iG.  ICI,  Premier  cas.  Ayant  mené  FD  perpendiculaire  fur 
2)  £ ,  &  Payant  prolongée  en  A  en  forte  que  D  A  foit 
égale  iBF  s  on  tirera  \t%  droites  FByfC.  On  trou- 
vera le  point  M  tel  que  la  diiFerence  de  A  M  ic  £M 
foit  égale  àFB,6c  celle  dcAMÔcMC  égale  àFC.  On 

*  Def.  i.  IL  décrira  enfuite  *  une  Seâion  conique  qui  ait  pour  fes 

&  i.  III.  deux  foyers  les  points  -F,  ilf ,  &  pour  Taxe  qui  paife  par 
les  foyers  une  ligne  égale  ^AM.  Je  dis  qij**fc  ierax:dle 
qu  on  cherche.  i  ii  t,U      ' 

Car  I®.  Le  point  E  où  la  ligné  A  M  rencontre  la  droi- 
te D  £  eft  à  la  Sedion ,  puifque  FE  étant  égale  iAE^on 
aura  dans  rEllipfc  la  fomme  des  droites  FE^  £i|^,&dans 
KMyperbolelar  différence  égale  i  Taxe  qui  pj^e  {par  les 
^foyers  -,  &  par  la  même  raifon  les  points  il  ^  c,  fèronraiifi 
,,,  ^  .  -^  dstOî  Ja  Sedion:  ^^.  Par.l^xonftrudion  les  angles  FED^ 
J)EA^  font  égaux  entr'^x  j  &  par  confequent  la. ligne 

^Art.  éo^   £  Z)  eft  *  tangente  en  £;. 

ft  !&}•  Il  faut .  rejuarquer  daos  ce  cas  que  lorfqu*on  dierciie 
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je  foyer  M  du  même  côté  du  foyer  donné  F  par  rapporc 
à  la  ligne  2)  £  »  la  Sedion  qu'on  trouve  eft  une  £llipfej  au 
lieu  qu'elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  op* 
fofécs^  lorfqu'on  te  cherchera  de  l'autre  côté. 

Second  cm.  Il  eft  évident  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne  Fi  a.  ip^ 
f>eut  y  av^  d'EUipfe  qui  fatisfaiïe^  mais  feulement  deux 
Hyperboles  oppofées.  Pour  les  trouver  ^  ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  FD  perpendiculaire  fur 
DE  »  Se  l'ayant  prolongée  en  ^  en  forte  que  2)^  foie 
égale  à  DF  iOB  cherchera  le  point  M  tel  que  la  fomme 
de  ^^&  ^Mfoit  égale  i  la  donnée  FB^Sch  différen- 
ce de  y^ilf&  ^  C  foit  égale  à  la  donnée  FC.  On  dé- 
crira enfin  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F^M^  6c  dont  le  premier  axe 
foit  égal  i  ^M.  je  dis  qu'elles  ont  les  conditions  re- 
<juifes,  . 

Car  I**.  Le  point  £ ,  où  la  ligne  ^  M  rencontre  la  ligne 
DE^  ferai  l'une  de  ces  deux  Hyperboles  ,  puifque  F E 
étant  égale  à  ^  £ ,  la  différence  des  droites  FE  ^ME^  fera 
égale  i  ^M  valeur  du  premier  axe  ^  ic  par  la  même  rai- 
fon  les  points  ^,  C,  feront  à  ces  Hyperboles,  x^.  La  ligne  ^^Art.  uj^ 
DE  fera  '^tangente  en  £,  puifque  par  la  conftruâion  les 
angles  A  ED^DEF  ^  font  égaux  entr'eux. 

Si  le  point  C  toniboit  du  même  côté  du  point  B  par 
rapport  â  la  ligne  i>  £  la  fbmme  d^  deux  droites  A  M 
6l  MC  feroit  égale  à  la  donnée  FC-^  au  lieu  que  c'edla 
différence  lorfque  les  points  B^C ^  tombent  de  part  fie. 
d'autre  de  la  ligne  D  E  ^  comme  l'on  a  fuppofe  dans  cette 
figure. 

Si  Ton  propofoit  de  décrire  une  Secbion  conique  qui 
eût  pour  fpyer  un  point  donné ,  pour  tangentes  deux  li. 
gnes  données  de  poîition ,  &  qui  paflat  par  i^n  autre  point 
donné  ;  oa  jcrouveroit  par  le  moyen  de  ces  deux  lignes  -  ^* 

deux  points  comme  Ton  vient  de  faire  le  point  A  ^  def- 
quels  ayant  mené  deux  droites  qui  aboutiffènt  à  l'autre 
toyer  qu'on  cherche^ elles  doivçpt  être  égales  entr'elles, 
&  leur  di^èrence  ou  leur  fomme  avec  celle  qui  part  du  ^ 
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poiot  où  doit  pafler  la  Seâion  &  qui  aboutit  au  même 
Foyer  y  fera  coujoars  donnée:  de  forte  qu'on  pourra  toiL 
jours  refoudre  la  qucftion  par  le  moyen  de  l'Exemple 
précèdent  &  de  fa,  Remarque.  Enfin  s*il  faillît  décrite 
une  Seâion  qui  touchât  crois  lignes  données  depofîtion^ 


^^.^  .^  point  ^  par  le  moyen  de  la  ligne  DE  dans  les. 
deux  cas  precedens ,  &  le  centre  du  cercle  qui  pafleroit 
par  ces  trois  points ,  feroit  Tautre  foyer  de  la  Scâion  ^ 
laquelle  auroit  pour  premier  axe  unclignccgafeaurayott 
de  ce  cercle^ 

On  doit  obferver  dans  tous  ces  difFerens  ca5,  que  fi  le 

f>oint  cherché  ilf  étoit  infiniment  éloigné  du  point  F  y 
a  Seâion  deiriendroit  alors  une  Parabole  dont  les  diame^ 
très  feroient  parallèles  aux  lignes ,  qui ,  continuées  à  Tin- 
fini,  aboutiroieoc  au  point  cherché. 

EXEMTLl     V. 

Fi  o^  153.        43  ^*  Un  *  Parabole  T/CS  étant  donnée  avec  onde 
,'•.  fts  arcs  Ml/  i  trouver  un  autre  arc  RS  qui  (bit  â  Tare 

'     M  N,  en^  raifon  donnée  de  nombre  à  nombre. 

Ayant  prolongé  l'axe  de  ia  Parabole  du  côté  de  fbn  ori* 
gine  C  ju(ques  en  A ,  en  forte  que  C  A  foit  égal  à  ta  mcmié 
de  fon  paramètre  ,  &  décrit  une  Hyperbole  équilatere 
£yl  F  qui  ait  pour  centre  le  point  c  &  pour  la  moitié  de 
fon  premier  axe  ta  Mgne  C^  ^  on  mènera  pavallelemenc  i 
l'axe  C  A  les  droites  M  B ,  ?IE  y  JUX^SF^qui  rencon- 
trent  le  fécond  axe  aux  points  /f ,  Z,  K^  O,  ficTHyperbole 
aux  points  Jî,  E^D^F,  defqqels  on  tirera  fur  les  A/ympto- 
tes  l'es  perpendiculaires  Bl\  EQj  BG,  FI.  Gela  fait,  il  eft 
vïfible  que  le  r^dangle  ^C»Jl^iSrou*leTrapefe  hyperbo. 
^Art.  1^6.  lique  HSEZcd  égal  au  Sedeur  hyperboliqaeCiS  f  ph» 
le  triangle  CZE  moim  le  triangte  c^iîJ&  de  même  que 
AC^RStssiCDF^^COF^CKD.  O fuppéâm qoe là. 
paifon  donnée  de  t^arc  M  Ni  l'arc  R S  foit  comme  m  tft 
àji, les  kctresm  &  neiEptiqucnt  des  nombresentiers^queL 
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conques)  on  aura  par  la  condition  du  Problême  ^c  ^MN 
ou  CBE^CZE^CHB.  ^CnRS  OU  CDF-i^COF^ 
CKD  t:m.n,Upu  confequQninCSE^n  CLB^^n  CHB 
ra  mcD F^mCO  F — mC K D.  Si  donc  Ton  nomme 
hs  données  CP ,  ^  ^  c  j^, r  j  Tinconnuë  C<r ,  x  5  &  qu'on 

prenne  ciiiix  f/'p^il  eft  clair  *  que  le  Sedeur  fayper-  ♦  ^;./,  iij* 

bolique  CBE.  CD  F:  im.n^Sc  qu'àinCinCBE  s  mCDFi 
d*où  l'on  voie  que  l'égalité  précédente  k  change  en  celle- 
ci  nCZE — nCFiJSzH  mCOF — mCKD  qui  ne  ren- 
ferme  plus  d'efpaces  hyperboliques,  mais  feulement  des 
triangles  reâangles  dont  il  s'agit  maintenant  de  trouver 
les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  CP^  H  £  ^  forment  en  s'entrecoupant 
au  point  ^  deux  triangles  redangles  J^FIC^  f^P£^qm 
font  femblables}  puifque  les  angles  en  ^  étant  oppoiés 
au  fommet  font  égaux  j  ce  qui  donne  HP^.Cyi:  yP. 
VB ,  &  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
HV^VB  cr  C/^*  f^P.  De  plus  â  caufe  de  THyoerbole 
équilatere  e  ^F ,  Tangle  T^CA  ou  CTH  *  eft  demi  ♦  Def.16. 
droit  ,  &  par  confequent  le  triangle  redangle  CHT^^^^* 
eft  ifofcelle  ,  auflî-bien  que  fon  fcmblable  t^P  B  ^  ce  qui 

donne  ;^P=  PB^CH^Hf^,ix.Cp^  ^clT -^^IdP^ 
^SiHy^.  Donc  le  quadruple  du  triangle  redangle 
CHB ,  c'eft  i  dire  iCHn  H^rii  HV^H  f^-+fj^ 
=5  iHr^xHr^VB^CP^^-^iCT^^f^P^cr'^ 
^-iC^«;^P-f-7^*~^*—CP*--Pfi\ puifque  CJ^ 
^xCf^nfrP-^Fp  eft  le  quarré  de  Cf^^VP  ou 
de  CP.  Et  par  confequent  le  triangle  CFIB  t::^-^cl^ 
— i  PB  .  On  prouvera  de  même  que  le  triangle  CLE 
SS^C^ — \^^\  que  le  triangle  C/CDs^^* 
— jGD^tc  enfin  que  le  triangle  c  o  f  «i  c/* — ^  77* 
Ceft  pourquoi  nommant  ^^  la  puiflance  de  THyperbole, 

00  aura  ie  triangle  c  H  B  rz\bb  —  -îl^le  triangle 
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3^4  Litre   Dixie'me. 

CLE  t^-cc — JiL^  le  triapgle  CKD  ?=•; xx — -£1 ,  le 

M^,  QE  cs~  , /i^  ^"7  KtT  •  8c  métrant  ces  valeurs 

i  la  place  des  triangles  qu'elles  expriment  dans  rëgalicé 
nC LE — nCHB  znmCOF'^^mCKD  ,onen  formera. 

celle  ci ^«*c^^ — f^ — H-^t^^^m^xx  ^Çl^lL  J/—, 

ce  kb        ^  r     fx'i        XX  r     ç^ 

~-XAr-+~  qui  fc  reduic  ,  en  opérant  félon  les  rcgles^ 
ordinaires  de  TAlgebre ,  i  cette  égalité  du  deuxième  de- 

m  •         m  , 

grc  *♦— ;;; ;;: xx^a"^^  ~  —  ^ ^  donD 

la  refolution. doit  fournir  pour  CG  {x)  une  valeur  telle 
qu'en  prenant  C/  sr  x  ^^  ,  &  tirant  les  perpendiculai- 
res G  D ,  7-F ,  qui  rencontrent  l'Hyperbole  cquilarere  aux 
.  points  D,Fi  Tare  R  S  que  les  parallèles  DR.FSà  Taxe 
coupent  fur  la^  Parabole  V  fera  iTarc  ^iV^  en  la  raifon, 
donnée  dtn  à  m. 

Il  eft  à  propos  de  remarquer,  i^.  Que  Te  fécond  terme, 
de  celte  égalité  eft  toujours  négatif,  parce  que  CQ^{€y 
furpafic  CP  (  ^).}  8t  qu'ainfî  ces  deux  racines  feront  toutes, 
deux  vraies  ou-toutes  deux  imaginaires ,  félon  que  la  moi- 
tié  de  la  grandeur  connue  au  feconAterme  eft  plus  gran- 

*  t" 

de  ou  moindre  que  rf^/Z-j-raone  quarrce  da  dernier 
terme  :  ce  qui  eft  une  fuite  de  la  refolution  des  égalités 
du  fécond  degré,  i".  Que  cg*'(xx)j étant  une  des  ra- 
cines de.  cette-  égalité  ,  77*  en  fera  l'antre.    Car  puifque 

*^r/;  JM.  ^^  =^*  /^r  »  '''s'^nfu'ï  *  que  IF  ç:  ^  ^^,  Qt  on  fçaît 
qut  le  dernier  terme  d'une  égalité,  eft  le  produit  de  fei 
racines.   Si  donc  on.  divife  le  dernier,  terme  «*"i/  —  d© 

réalité 
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régalitc  précédente  ;  par  le  qùarré  ?T^*  (xx)  que  Ton  | 

lîjppofe  être  TuDC  de  ks  deux  racipes  •$  Wutré  ifera -rt*    "^"^ 

L  p^^^  qt^i  eft  le  quarté  dtFi:  D*où  Ton  voit  bue  fî  Ton 

f)fend  fur  les  deux  Aryrpptoççç  Ic^s.jpaçtijçs  G  QyCT^,  cgzi 
es  aux'deusc  radnes  de  i  égalité  prec£dçn(e.;.&. qu'ayant 
tire  les  parallèles  O  D ^T Fy^KiX  Afyn>ptoces^  on  nicne 
par  les  points  Ù  ,  F ^^oix  elles  rencontrent  THyperbolc 
c'c^ullatere  'è'A-F,  les  Wralleles  DU,  FS ^  i  l'axe  ;  clleç 

couperont  fur  la  ParaDole  Tare  cherelp^  JÇ^^  ,, . -.    . 

Sim  tzn^  réquation  gcner^lç  fe  çhîipgera»çn*jeeUd-ici 

X*—  *^^^^  X  ^-Ir  tii::=  a ,  dottf .  les  deux»  Mctees»  foûf  nifi 


fuft  qu'on  trouve  par  leur  mo^fen  un  a^ç  ^Sy  (eniilable-^ 
kfeftt  pofé  dé  Kautre  côte  die? Taie  ^par  rappar^  à^l'yc  M 2^ 
ÇXr<:omtritVon  (^i^it  d^ailleurs *'qUe  les  deux^çcs  HSyJ^Jfî^  ♦  ^^^  f^^ 
^ant  iemblâbtienient  pbfés  de  part  &  d^autre  àe  l'axe  fon| 
égau^  entr'eux^  cela  (erra  confirmer  les  l-ai(bdnisnniens  que 
Ton  vienr  de  faire.  .De  là  il  eft  aifé  de  conclure  qu'uq  aro 
paraboliqu'e'  M  AC  ctanï  donn^ ,  on  n>n  peut  trouver  au. 
çunai^re.£  iS  qui  foit  plus^rop  Iws  pu^plus^éloigrfi^dé  Torii' 
g^in&c'de  Taxe  &  qui  lui  foit  égal  y  iàns  fuppofer  la  quadra- 
ture de  que^qu^  Sédcf  r  hyperbolique ,  ou  (ce  qui^  revîeiit 


l>rc  Jl^^qit  êtrc^à  Vztc-M  I^  canune  ^  eft  sb  i ,  ôfl 


trouvera  x^—  \£EÏH^if^ 

foliitioD  de  ces  égalités  £s^rnira  celle  du  Problên^c.  .  I)^ 
éft  dcTrii&me  des  autres  valeurs  de  m&cn. 

è^.  Afm0$iifi,iGdcbr^VtoMkur  des  Mathématiques  I 
ron-ngoe ,  a.refblo  le  premier  ce  I^oblênied^iv^e^ma^ 
iHerë  xliffefçntç.,dc  celle  ci  On  peut  voir  ce  qu*il  en  dit 
^^  les, Aâes  de  I^ipfiç ^^  .  . }. 

^-C  c 
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,      E  X  E  M  P,L  £      VI. 

fio.  i;4.  457.  Un  aoglc -5^ C étant  doooé  arec ua point  J9 
au  dedans  de  cet  angle  j  décrire  un  cercle  qui  pafle  par  le 
point  donné  D ,  qui  touche  le  côté  ^B  en  quelque  poinc 
/'«fic  qui  coupe  fur  l'autre  côté  ^  c  une  partie  oc  égak 
i  une  ligne  donnée  i  a. 

Ayant  iuppofe  le  Problème  refolu ,  on  mènera  du  poinc 
donné  D ,  la  ligne  I»  qui  paflè  par  le  fommec  ^  de  l'an- 
gle  donné,  la  ligne  DP  qui  pa0è  par  le  point  couchant  F 
&  rencontre  en  H  le  côté  ^  c  prolongé ,  la  ligne  D  £  pa. 
rallele  à  >4  C ,  &  la  perpendiculaire  D£  fur  le  côté  ^B  :5c 
ayant  divifé  la  partie  intetceptée  OC  {ta)  par  le  milieu 
en  Q^^  on  nommera  les  inconnulfs  AP^  ^i^Q^Kj  DHfy 
*&les  données -^£,»»i^^,gi^i),^iD£,/i_^i),«. 
'      Cela  faic ,  on  aura  par  la  propriété  du  cercle  ^  J»  (j»x) 

S  Cj4nAaaaj4(l^{xX\-JQp{aa)^(iT^zn9XiXKi^^ 
xx-^aa.  De  plus  les  triangles  lèmblables  PEDy  PAH^ 

donnent  jiB  («).  ^2  (*)  ::Dff  (/).  HP  slf .  EeP£ 

-+.  ii  &  C Jf  «  «0  00  TfX— ^*=î  «5.^-t-  *-^ 
^^If — MAZZK  jc-l-  -^i— *-f-==î  (en  mettaoc 

pour  jgc.(â  valeur  X  jf-+-4«rf  >  ss  D  H  « /f  P  (  ~)  par  la 
propriété  du  cercle  ytiak  à  dire  qu'en  divifaac  ptrx> 
oft  aura  cette  égalité  x  -4--^L -f--^=t«»— •  Of 
PDw  BH — MP  sri~îf  i  &  (à  caofe  du  orlaaglc 
«aangle2)J/>)fon  qaarré^^^^  *^'****f.^xx^^xgK 

i4-gg 4^  ^Liak^x^r*.  agx^-4-»»  en  mettant  p«f<ir  ^H-SS 
£1  taletat  ««  ;  d'oii  Ion  tire---» ==î Sj« 

^«   */«■  -^-^-^  ,   &  multipliant  par  «— x  ,  & 
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tranfpûfant  le  terme  r^—i ,  il  vient  mie.—xx'-^xfx^ 


àcaufè  clu  triangle  reâangle  DEJS  on  xtotxvcjfa^H^^g 
—  tgm-\-mm  cr«»  —  ig»i-f-i»»;c'eftà  dire,  parce 
que  la  di  vi  fion  fe  fait  an  jufte ,  m  * — x  x  -+-  i/j!;_  s  — m  x 
<^nn  oa  xff^zzx X — amx-if»»».  .Quarrant  enfin  cha» 
que  membre,  2c  mettant  pour  x^z^  ù,  valeur  xx~i-aa 
on  aura  cette  égalité 

x*^ — ^.mÎT'-i-'^mmxx — 4m»»jv>4-»*^        Sr^ 

qui  eft  du  quatrième  degré,  &  dont  les  racines  que  l'on 
trouvera  par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Parabole 
donnée  on  de  telle  autre  Seâion  conique  qu'on  voudra 
doivent  fournir  pour  A  F  (  j^  }  des  valeurs  telles  que  me. 
oant  p;^  perpendiculaire  fnt\^/>,  tirant  PD\  &  hi. 
font  l'angle  FDMé^  â  l'angle  2>  ^  JM*;  le  point  il/,  oà 
fe  rencontrent  les  cotés  DM,  PMdu  triangle  ifofcelle 
pPM\  foirlè  centre  d»  cercle  cherché ,  qui  aura  pour 
Myon  la  droite  M.P  ovtMD.  Ou  bien  iî-l'on  prend  far 
k câté ^B\z  partie  w^-P  =s x^ & furràucrecêiè vtf  CU 
partie  AQ^  f^ xx^^sa,  &  qu'on  mené  fiir  ces'C&tés 
les  perpendiculaires  FM,^Jd:-^\e  point  Jtf^'oèelies  >iê 
fcncontrent,  iêra  le  centre  du  cercle  qu'on  demande. 

Comme  rienn-'eft  plus  propre  adonner  de  l'ouvoture  â 
reprit ,  que  de  faire  voir  les  diffèrenscbemins^qu^onpeut- 
fiiivre  pour  arrivM'i  la  connoiflance  de  la  même  vérité  )  je 
vais  dcÂner  une  autre  manière  de  re/bodre  cette  qiieftion , . 
qui  me  paroic  encore  pins  naturelle  que i»  précédente. 

Ayant  iiippofé  que  le  point  Jl/  foit  le  centre  do- cw- 
de  ctœrcbé,  on  mènera  les  perpendiculaires  MP»  MS^ 
Cas  les  côtés  de  l'angle  donné  BAC,  &  les-pamlleles  MF^ 
M  G,  à  ces  côtés  ^  &  du  point  donné  D ,  on  tirera  les  pa- 
rallèles DSyDEy  DK ^i  MP  ,MF^  AB.  On  nommera 
eaibifeles  données  D  B,  &\  B£,f  i  DE,/-,  AB ,  gj 

Gccij 
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j^ E^m-^Âp ,  »4 %  les JR^c^puiiës >^ P.  ;f i  ^  ^  9U  Af  Z) ,jf^ 
'&  on'  aura  P  5  où  I)  Xrrs  g-^-*^  Ai  a:  =r  y — b:  ce  qui 
^Qa9e.(i'.catt<eda  tf iangic  rcdaogle  tW  X IX)  féquàtioo 
^^ a»(^e.-.tg  X  -f  Af  jifs— !•//— 1  ky^^bby  d*où  l'on  tire  ^  «g 
y-^;^^^^^-^j.^^^^  en  mectant  pour  ^^-+ z^  fa  va, 

Jeur  «a.  Oi"  à  caufe des  triangles  feinblable»  D£E,MPF^ 
oa a  cette  proportion  D»{l>)  BE{c)i;  FM  {y  ).  />>? 
-^'Jl^  &  partant  i<  /  ou\MG'c=^2Z2  j  &^  oatife ^e$ triaa- 

gles.fembkblcs  J)BE,  MÇi^ ^P-E^Ih V>^i^ >-}  ^^ 
fifr^  y  MQ^is:^*''*^  i  Donc  ^jyj^rque  par  les  conditioiu 

du  Problème ,  il  faut  que  ^C  tnpltié  de  la  partie  inter. 
ceptëe  0€  foit  cgalié  à'ia  H^è  detonéeVvèc  que  les  dfd: 
tes  MC icM  P  (oient  rayons  d'un  rtiêiii^p  cerclé  cherché? 

inoltiplianrvpaijjj^op  "AUta  bbjcx-i^xicxy-'^cyy^vAff 
es  ffyyc&^lr^x >*  v^yy ,  «çn  fiiecésqc  pbiii ^ fâ  ^ralébr  4^ 
—hcf  ;c'cft  àdipe/'jW!;-i^r<ï<«/<àrf  irA?;c-4i  tj^rxy— f  ^/, 
■en t£&i;ant départe  d'autre  ^f/^' ,  6s«nettainc<fk>ul4é^GA;i; 
■(à^valeurjf X  x^^-^cc  xJci  ce  q\â.dontte^r  Itextraftioa^ 
la  iztine^^ùirrée  J^xjc^àa  s£tx  >f  ^t=:^^H*y«y»M 

en  4ï>çttant-ppuf  ;?  ia  valeqr  ■.'.*.  '  :^>'*'**.»^  enfin  il  r<m 
met  four  g— <r  (à  valeur  m  i,oû  th>a^era-iâ>mêltie-é^atM 
bâè  c'il'^effui  i/f^Àf x iH^ ^v/ ii  xi — t «.*"-H-M  "'  ^  .. 

7^  -  ,  1.   ,  I  . .......  fl  ••■■.'.  '.     -    _•    .  .>v  .;-•!.  i  -3.)  'Juj> ,  inqla  1 

'  \^oiciv,€jacor<e  une' nouvelle innanieirft  <i*t(«£>iûlif  aoâttà 
q^eftion.^  qui  donne  d'abotë  .«ne; conAtttâioo  àt a<^ett| 
mais  qui. d>emarQdeJa<defe£ipiiion>de  <ieuj(iPai;]kb9|lefir,  i% 
Je^chercbei^  lieu  des  ppiocs  .4/,  tels;qi}>^pfi  onsi^dê 
f:^ac^n<de^çesrpailUS! AU  {>Qtot.  dorni^j^  une  li^idtoiib 
^D  ,!^>6uriU|ligQe>f  3  dyaoée  de^poittiiofi  Jac^pieodia 
cuJair«  ^v?,  ;  çfi6  dQus,  lignes  ilf  i> ,  iWf  Z'  y  iôieob  tcnâjoutt 
♦-«^rr.  I,  ^ates..ewrt'eHes  :  U  je  f©is  'fans  iiucu«  oalciil  que  c'eftf. 
la  Parabole  qui  a  poutAfoyer  Je  point.  ^,.&:poar  «iàrecw' 
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niàe.  la  lighe.  Jtf^^.  i^''jedhefofie  leJieatçlefc  ]^dèotsJMy 
teb  qu'ayant  décrit^  de  kiiàcoQ  décote  points  oncercid 
qui  paiTe  par  le  poinc  donné  D  j  ce  cercle  coupe  £m  Im 
ligne  ^Z  donnée  de  poÇjfion .  la  partie  gc  égale  à  une 
ligne  donnée  ial  Je  tn%ne  à\h%mM  point  donné  D 
la  perpendiculaire  2>  \L^nu4i  ^ISc^ d'un  4d«|§^  points içEer- 
rhés  iii  que  je  regarde  .dèilMne  donné  ,  les  perpen^dicploi^ 
rckMRi MQj  Tur  Urz^.JdL  ^  &  ayant  nonfirbë lesïn- 
conouësic  indéterminées  J>(Ib^-x  ^  AM ^y  }  qui  foM 
ftïtr elles  tt&.àffigle  éxqiX'^A  M\\tL\k  cdno^jg  :I>.X ,^^:^ 

jW  à  caiife'di 

quairr|é  VM  c* 
Or  les  Iknes 
ïbnt  ^g^ies  ej 
— xb^-^^xx 
Pop  cpnftruit 
tion  ^  ii'eftv.y 
iercle  qu'on 
foyer  Iç  po'ini 
^^u^p40er.pc 
ile  ctecixéj 

,  .  4j€^U  ï>^e*^S«i^p<>a**««i5i^efc  155. 

fa)$<>n^^ht<ko&e  ^  M  ^étSùVdiS^à^  avçc>dBaiiipi)inH  Â, 
j^iifttrie^rtviiTdei  pUq  )  rrouv^pAifilâ;  &itcbti&deÀxre  aiv deb 
da)is(<id  i^iiigle  su^'F  ,'le  point^  A^  ^  qu'^yS^iKwepë^le^ 
drbitei'^JjJ^  ;fi-W"f  -FJtf  5  leiride(ux)angles:u*(^i««V'-^^ 
ibipflt^gdoXiçxïtrîeox-^*'->-^-  ?-  •  •  (  "^  -  -  t::/p  '-iî  .'"""li  ^^^ 
^^  5i4esligiié5ïirfc^^.^iF-yét<>î€brëgde»eqtfî^  ' 

>4(Jb^  quenkb^igciè  tpiiî  dii^i^rcat  par  le^iti#ieik>  Paiïglé 
jSlé^^.f  xxKipeDom  lâ'ic'irpantfer^néé  daos  le  pokiip  qu-on 
demandfeC'  ^'efti^eafqupLoti  fuppoiêra  que  ces  deux  li^ 
gties^ntiibé^kieii  >,  &l  Wênie  pour  xviceri  la  confufion 

Ccc  iij 


Digitized  by 


Google 


$^9,  Lirm  DfViBfifB.. 

qoe  <fek  la  Kgne  >^£  qd  eft  moindre  que  la  ligne  Uf  F,. 
Or  cela  pofé»  je  refouds  ce  Problème,  en  deux  dififereo. 
tes  manières. 

Pa.;Bmis&e  Manie'he. 

Ayant  fiipporé  que  le  poior  M  foie  celui  qn'oo  ciier- 
che,  on  roeoera  les  droites  MB ^.MB ^  qui  faHènt  fur 
^T ,  ^£  »  des  angles  MB^ ,  AfD^tf  >  égaux  aux  angles^ 
A  M  f  y  U  M  Z  t^^xt  confequenc  enir'eox  5  &  â  caufe 
de&  triangles  feniblables  AI M^A MB ,  &  .^ £  Jtf » 
AMD  »  on  aura  ces  deux  proportions  ^i?.  A  M  :  :^il/. 
•!<^.  Et  A£f.  AM  ::  A  M.  AD.  Donc  puifque  lesli. 
Çnes  A  FyAE^t  (ont  données  avec  le  rayon  ^^ ,  le» 
parties  ABy  AD^  des  droites  A  F ^  A  B  ^  le  feront 
auffi.  Maintenant,  fi  r9n  mené  les  droites  M P^M d, 
parallèles  1  ^ £,  ^ f  -,  les  çriangles  BPM,D jtJAT fe- 
rcmt  femblables,  puifque  les  angles ^PA< ,  AQM  ,.foat 
égaux >  comme,  auffi  les  angles  PBM^QDM^  compleroens 
à  deux.droits des  angles  égaux  y  MBA,  MDA  -y  8c  partant, 
fi  Ton  Bomnse  les  données  AB  ydiADyt>-yH.\ts  incon* 
nues  A^  ouJM  y  Xi  PM ou  AQ^yjion  aura.SP  (^— ^). 
PM  (y) M  Vl^iy'-^)' £M  (x.)  ce  qui  donne  (enniai. 
tipliant  les -extrêmes  &  les  moyens  )  cette  équation  xx — 
M X  xsiyy — kyyonyy-. — bf — xx  -+  éix.  s- 0 ,  dont  (e  Heu. 
*v<^.  ifÇ.  eft  *  une  Hyperbole  équiiatere  qui  fe  conftruit  ainfî. 

Soient  prifes  fur  les  lignes  A  F^  AE»\cs  parties  AB , 
ÂDy  troifiémes  proportionneiles^l  AF ,  A  M ,  .&  i.  A£-y 
A  M  :  iôit  tirée  par  le  point  c  niliea  de  BD  une  li^ 
droiffc  iadéfi&ie  CH  parallèle  iAB^ka  laquelle  fok  pri. 
ft  la  partie  ex  =3/^7^^ — i<.«  (la  ligne -<D(^)  fem. 
t^us  grande  que  B  a  (ét)y  puifqu'on  a  iuppoië  que  A  E 
eft  moindre  que  A  F)  :  foit  décrite  une  Hyperbole  équi; 
latere  qui  ait  poorcentre  le  point  C,  &  pour  la  moitié  dïia 
iêcond  diacnetre  la  droite  C  K ,  dont  les  ordonnées  H  M 
Auent  parallèles  iA  D.  Je  dis  qu'elle  rencontrera  k  cir* 
conférence  du  cercle  donné  «  au  point  cberché  M. 

Qaj;  œepant  CZ  parallèle  wtfi7  ^  il  eîl  dair  que  ks. 
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lignes  C /f ,  C  Z ,  divifcronc  par  le  milieu  les  droites 
jtD  ^  A  B  y  aux  points  O ,  Z  $  puifque  le  point  C  coupe 
en  deux  parties  égales  la  ligne  B  D  ySc  qu'amfi  Cff  ou 
jtP'^ALziix^^^a.HMoQpM ^0=3/-.-;^.  Or 

par  hi  propriété  de  THyperboIe  équilatere ,  H  m  n^CH* 
H-C/c  ,  c'eft  a  dire  en  termes  analytiques  jfjr — iy 
.*f^^^«xx — il x-+v^ir-+^^*—^i^^}  d'où  Ton  tire 
Téquation  j^^ — iy  s=;  Mx-^^a  x  ^  qui  étant  réduite  en  pro- 
portion ^  donne  B  T  {x — a).  PM  ( r  )  -  i>  dSj — ^  )  QM. 
,(  X  ).  Donc  puifque  les  angles  BPM^D  Q^M^  font  égadx^ 
&  que  les  côtés  autour  de  c^  angles  (ont  propcïrtiomiets  ^ 
les  triangles  B  PM ,  DQM ,  feront  femUables  ^  Ac  par  con- 
fequent  rangle  MBP  fera  égal  i  Tangle  MD  j^,  U  leurs 
complemens  â  deux  droits  ABM^A DM ,  feront  égaux. 
Mais  puifque -il  B.  A  M  11  A  M.  A  F  ^(C  AD  A  M  xt  A  Ai. 
AB  ,  les  triangles  ABM  ,AMF,  SlAdm  ,  AME  ^  feront 
^mblables.  L'angle  ABM  fera  donc  égal  i  Tângte  AMF^ 
&  Tangle  A  DM  à  l'angle  ^  JM£  ^  &  par  conséquent  les  an- 
gles A  MF^  A  ME  y  feront  égaux  encr'eux ,  puisqu'on  vient 
^e  prouver  que  les  angles  AB  M  ^ADM^lc  (ont. 

On  prouvera  de  même  que  THyperbole  oppdfëé  i  cel- 
le ci  coupera  la  circonférence  au  dedans  de  Kangfe  ôp- 
pofe  4a  ibmmec  i  Tangie  £  if  f',  en  un  point  M  te!  qu^ 
ayant  mené  les  droites  AM^M  E^M  F^ïcs  angles  AMB^ 
AMF^  feront  égaux  entr'eux  :  comme  auili  que  ces  deux 
Hyperboles  équilateres  oppoPées  couperont  la  circonfe. 
noce  au  dedans  dts  angles  qm  {ont  à  côté  de  ces  detix 
ci,  chacttoe  en  uo  point  M  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
M  A  ^  ME  ^  MF  )  Tangle  AME  fera  égal  aii  complémetit 
i  deux  droits  de  l'angle  A  MF. 

Si  Vqù  prend  fur  C  t  la  partie  C  G  égale  â  C  AT ,  il  eft  ^^^ 
dair  *  que  <î  G»  feiu  la  moitié  du4>rem1er  rfiametre  ^^^'i(i/^  * 
ji^oé  â  <?  a:  ,  8ff  Oif^inti  *  l"«MÉe  des  Afytnptotes  de  ces-^  . 
deus  Hyperboles  fei^  paraHete  à  iC  C.   Or-  dans  le  triait.  "♦^ 

gle  ifofcelle  ccic,  Tangte  e^tterne  GCO  ou  fon  égal 
3ÂB  faut  les  deux  incemesoppofés ,  c'efl:  i  dire  le  dou- 
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blc  de  l'angle.  C  G/Ci  Çfçwic|>Mi(q.uç  |cs  Ugçes  G  (? ,  Ajy^ 
ipnç  parallèles ,  jî  s'enfuit*  que  la  ligné  iC(>  &  paf  c^^pr 
fcquentj Tune  des  À(yr»pcoce$  iera.  parallèle,  à,  1^  ligne, 

2\\  divife  par-le  milicuJ'angîe  IJv/i?v  ;De  plus  il  efLcTiV 
eiH-  due  la.  ligne  AD  eft  une  double* ordonnée  au  fe- 
cond  diamètre  CK^  puilc^ue  OD  ou  O^  {-bby^=i.co 

ti^^)  ^.?5^*(î^^— -i;^fli&  9«^îM  Igi^e  des  Hy.^ 
p^rbolesèquilateresoppofées  paffç  parle  pQin^,Z>^  ^  l^au.. 
cre  par  lé  Pfintt  A  Ces  deux  remar>[^uç$  dppnpnCi  licM  ^ 
une  oouy^le  cooftrudion^  (|u*il  eiKplus  firople  qv^e  Upre- 
cedenKç'i^U' VQJd,.    ._      ..    /    ,         ..^,.  ,, 

F 1  a.  xjtf,  r  AjyaM  ^rjs  iâc  les  Ugnes  if?/ ,  Al^  les  parties  ^'*,  ilDj 
croiûéio^s proportionnelles ^.A £^  A  M  ^tci  A  E^^AM  ^^ 
O0  mene»ra  par  le^  ^inf  de  milieu  c  de  -la^  ligne  B  I> 
déu»  droites  Jndéfioies.(?//,  e  te ,  l'une 'parallèle  &  Tao- 
tre  perpendiculaire^  la*  ligiie  XP  ^  q4ii  dT4rife  parole  miv. 
lieu  Tangle. donné  £  Jf^F.  On  décMra  eoTuite  entre  cesi 
deux  lignés  comme  AfympMlQi^^  pa^  les  points  iD,  ^f  ^  deux> 
Hyperboles  oppofées  ^  qui  couperont  la^irconference  du 
cercle  donné, ien  des  ppints-  M<  tel» xju'kyant  mené  les* 
droitesL  JM-i^.yii£>,JM -P  i  les  deux  apglçs  -JfJK^i,  ^fA^/» 
ferpiit égaux  eqcr'e>]xJorrque  le  ppint^d^nteriê^ipp,  ^ 
to1mt>é  d^ps  l'anglp  £r^  Fxy^  dans  (on  oppofé  au  fos^m^r.;!. 
&rai}gle  ^i1^£  fera  égal  au  con\p  le  mienne  à  dçu^  droi^ 
c^e  Tan^le^^iH  y  loriqu'il  tpmbe  daçs  Pup  oi^  dans^Taot 

tr£ '4es  ajpgles i côté, ,  ,_    ..  ,  ,-     :   .  .M 

;  On  cÇ'jsft,  arnvéi  à.  cette,  dèrmeic  r  i:oDftruâ!îon.  qu'em 
fpppofant  la  premiers  qui,  eft,  fonilée.  (ar.  le  calcul^  & eib 
f^HùLX^t  eniûite  de$  r^pa^rques  qui^mt  ai^z recherchées. 


•^  ^tf.,fi\ù:  4'aillèurs  fe  peut  ^iiémeae.pTouTjcr»  .CViiîJ'c»i 

4:1  «^  ■   *qiçne  dupqint  M  ou  j'H ypcrijole  é<ltfil;tfcre.Z)AC  wct*, 

Qçnt/e  ia  circonférence  dq.  C6;icle.4lonoé ,  ausc  4ettx  ex^^ 

treiiûtés  f  ,.ii,:4u  prçmier  di^AWWe.^.P^  Iw^drcaiesi 

ÂM,DA£^ 
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JB M  »  DM,  qui  rencoatrent  rAfyropçote  CH  aor 

^  points  0,  Z ,  &  la  ligne  ^ P  qui  lui  eft  parallèle  aux 
Çoints-S,  Jl  }  il  eft  clair  félon  cet  article,  que  MO  eft 
cg^l  à  AiZ,  &  qp'ainfî  l'angje  MOL  ou  MSR  ow 
B,SA  eft.  égal  â  i:angle  M.LO..oai>B R^.  Mais  par  la, 
conftrudion  i'angle  ^^^.eft  égal  à  l'angle. D^  Jî,puif. 
que  la  lig.ne  Af.  divife  par  le  nailieu  l'angle  £ ^-/.  'par- 
tant les  angles  reftans  ABM,  ABM,  dans  \t%  deux, 
triangles  ABS.^  AD R^  feront  égaux  entreux  j  d'où  il 
fuit. que  les  angles  A-M  f,  AMEje  font  auiS.  Et  c'eft. 
ce.  qui  étoit  propofc. 

On  peut,  trouver  facitemcnt  par  le  moyen  de  cette, 
dernière  conftrudion  ,  une  égalité  teés-fimple  qui  ne 
renferme  qu'une  feule  inconnue ,  &  dont  la  conftrudion^ 
qui  iè  pourra  faire  par  telle.  Seéèion  conique  qu'on  vou- 
dra fuivant  ks  règles  prcferites  dans  le  Livre  précèdent , 
foucnira  larefolution  du  Problême.    Soit  menée  à  cep 
effet  du  point  M  la  ligne  M.P  parallel^^i  l'Asymptote 
CIC,  &  qui  rencontre  l'autre  Afymptote  CHsm  point 
H  }  &  foient  nonunées-  les  données  AM^a-^  AK.ht 
CK.Cyic  les  inconnues  AP,  x,J>m,  y.   Cela  pofé , 
on.  aura  parla  propriété  du  cercle  l'équation  .«x  -fi'» 
=5  ^rf,  &  par  la  propriété  des  Hyperboles  oppofées  ♦  l'au-  ^An.  100. 
tre  équation  CH  «  MM  {xy,^cx  — iy  -\-bc)z^  CK  h^KA. 
{éc)i  ce  qui  donne  xy  —  ex — ^^.=  <>,  d'où  l'on  tire 

■y  C=  —.    Mettant  le  quarrc  de  cette,  valeur  â  la  placer 


Or  fiî'ôn  mené  dd  centre  C  des  Hyperboles,  perpendi*. 
culairement  iAC.h  ligne  CG  qui  rencontre  la  circon. 
ference  au  pointa  Jes triangles reâangles  ^CGy  ^KC' 
donneront  CG*^^G*. — 4Cm»Z4M(aa)^AK* {U) 
^CK  (f^).  C'eft  pourquoi  nommant  Ja  donnée  CG  m- 
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3^  Livre   Dïxie'mi. 

on  changera  l'égalité  précédente  en  celle-ci  x*  —  %h^ 

mmxx^iaabx — aabb  — ^,  dans  laquelle  les  don- 

nées  font  le  rayon  AM(a),\ts  lignes  ^K{t)yCK[c)^ 
CG  (w)  ,&  rinconnuc  x  exprime  des  valeurs  de  ^^ 
telles  que  nnenant  les  perpendiculaires  PM^cWts  ren- 
contreront  la  circonférence  aux  points  cherchés. 

Pour  diftinguer  entre  les  deux  points  ou  chaque  per« 

f^endiculaire  P  M  coupe  la  circonférence  du  cercle  ,  ce- 
ui  qui  fert  à  la  queftion  prefente  5  il  faut  obfervcr  de 
mener  P  M  àw  côté  où  l'on  a  fuppofé  que  tomboit  Je 
pomt  M  par  rapport  i  la  ligne  ^P  th  faifant  le  calcul^ 
lorfque  fa  valeur -fl-  qu'on  a  trouvé  ci.deâus  eft  pofi. 

tive ,  c'eft  i  dire ,  lorfque  x  eft  en  même  temps  vraie  & 
plus  grande  que  b  /  ou  bien  lorfqu'elle  eft  fauilè  i  ic  au 
contraire  il  la  faut  mener  du  coté  oppofe  j  lorfque  iâ  va- 
leur  eft  négative  »  c'eft  â  dire  ^  lorfque  x  eft  en  même 
temps  vraie  &  moindre  que  b. 

Seconde    Makie'ji& 

Fis.  157.       Ayant  mené  par  le  point  cherché  M  que  Ton  regar- 
de  comme  donné  la  droite  M  D  perpendiculaire  as 
Tayon  ^  Af ,  &  par  le  point  D  oii  elle  rencontre  ^  J  la 
droite  G  H  parallèle  i  ^Jlf,laqueHe  rencontre  en  H 
ia  ligne  MF ,  &  en  G  la  ligne  E  M  prolongée  qui  cou. 
pe  en  C  la  droite  ^  P  ^  on  aura  à  caufè  des  triangles 
femblables  FAM^  FBH ,  cette  proportion  :  AM.  DH  :: 
^F.F  D.   Et  à  caufe  des  triangles  femblables  CA  M  y 
CD  Gy  cette  autre,  A  M.  DGxiAC.  CD.   Or  la  ligne 
DG  cik  égale  i  DH^  puifque  par  la  condition  du  Prb- 
blême  les  angles  AME^  A  MF  ^  devant  ^tre  égaux  « 
\t%  angles  DMH^DMG ,  le  feront  auffi.   Donc  A  F. 
FD  II  AC.  CD  y  &  AF^  FD.  AF  ::  AC^CDou 
AD.  AC    Cela  pofé ,  (oient  menées  EB^MP ,  per- 
pendiculaires  fur  A  F^Sc  il/i^^ perpendiculaire  fur  EB: 
£l  foient  nommées  les  données  A M^  a^AB^biEM^Ci 


Digitized  by 


Google 
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AF,  ^  j  &  les  inconnues  AP^xiP  M^y.  Les  triangl-es 
reàangles  femblables  APM^  AMD  ^  donneront  AP 
{x).  A  M  {a)i:  A  M  [a).  AD  :::^.    Et  partant  JD  =2  ^ 

lî  j  &  les  triangles  fcnablables  E ^^  \mPC  ^  don- 

neront  £^2.^"  ^^ — ^^^  ^^ — y)*(lM  ou  AP — A3 
ix^b)  ::  MP  (/).  PC  S=i~^-    Donc  ^  C  ou  AP 

^  P  c  sr^^^^^^i  &  mettant  dans  la  proportion  prece* 

dente  AP^FD.  A  F  ::  AI>.  AC  à  la  place  de  ces 
lignes  leurs  valeurs  analytiques,  on  formera  (en  multi- 
pliant les  nÉ)oyens&les  extrêmes)  cette  équation  tcdxx 
^^aacx  —  xbdxy  ^aahy  '^  aadfzziaadc  y  qui  fe 
réduit  en  divifaqt  par  xcd^  &en  faifant  (pour  abréger) 
A-f^/sr/»  à  cette  autre  XX — ^^x — tlx^t^y — ^aa 

S3  0 ,  dont  le  lieu  qui  eft  une  Hyperbole  entre  (es  Afymp-^ 
totes  étant  conftroit  félon  rarticlc}3^.  (Liv.  VIL)  cou. 
pera  la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  M. 

Si  Ton  veut  avoir  une  égialiié  qui  ne  renferme  que 
Tinconnuë  x  ,  on  fe  fervira  de  Téquation  an  cercle  xx- 
^^yy  ^.aa/dzns  laquelle  mettant  à  la  place  de  ji^/ le 
quarré  de  y  trouvé  par  le  moyen  de  Téquarfon  précé- 
dente y  on  arrivera  à  une  égalité  du  quatrième  degré  qui 
ne  renfermera  nue  l'inconnue  x,  &  dont  Tune  des  racines  * 
exprimera  Ja  valeur  de  la  cherchée  AK 

Exemple    VIIL 

4Î5>*  Un  cercle  qui  a  pour  centre  le  pemt  --<  étant  F  i«.  ij8i 
donné  avec  deux  autres  points  E^F^  trouver  fur  la  cir- 
conférence le  point  M  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
AMy  MF ,  ME  i  lefinus  droit  de  Tangle  AMF  foit 
au  finus  droit  de  Tangle  AM  B^  en  la  rgifon  donnée  de 
m  ijn. 
Je  refonds,  cette  queilion.  en  trois  différentes  manie-»- 

lesr 

Dddi)^ 
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P  R.  B  M  I  E  &  E      M  A  N  I  e'  B.  E. 

•     Ayant  pris  fur  les  droites  données  j4F  j  j4E  ^les  par. 
ties  ^ B^AD^ troificmes pToporcionnelles i^F^  yiAf^ 
^Ï.AEfAM-yOti  mènera  du  point  cherché  M  que  l'oa 
•regarde  comme  donné  les  droites  MB  yMDj  les  perpen- 
iiiculaires  MG  ^  M  H ,  fur  A  F ,  A  E  ^  ii  les  parallèles 
MPyMdji  ^EyAF.    Ayant  pris  fur  ^  Af  la  partie 
£K  égale  i  D  J»/,  on  tirera  du  point  xJcs  droites  KO^ 
K L ,  parallèles k  MG t  MP ^inàw point  qpnné  D  la per. 
pendiculaire  JDCfur  ^F.   Cela  fait, les  triangles  fem- 
blables  BMG^BKO  ^  donnent  SM.SKoa  DM  :  :  M  G, 
KO.  Or  par  la  condition  du  Problême  m.n::KO.  MH^ 
puifque  prenant  D  M  poar  rayon  ou  iînus  total ,  les  droi. 
tes  KO  yMH  y  feront  les  finus  droits  des  angles  MB  l'y 
MDE,  ou  de  leurs  complemens  à  deux  droits  M  ié^ 
MDAt  égaux  par  la  conftruûion  aux  angles  A  MF  y 
AME.   Donc  en  .multipliant  par  ordre  ies  antecedeos 
&  les  confequens  de  ces  deux  proportions  on  aura 
mnBM.n^MD'.i  MG^KO.  KOkMHuMG,  MH-.î 
M  P.  M  3ji  caufe  des  triangles  femblables  MPG»  MQH, 
Cela  poÊT 

On  nommera  les  données  ^JD,^  }  AC^è  -^  ^^^fj 
ABy  d  i  AM,  r  ^  it  les  inconnues  AP  ou  M^x  y 
PMou  AQ^y  \  &  les  triangles  femblables  ^  DCy 
J'M  G  y  ^M  H  donneront  P  G  tstî,  MG  ss2,  ^^  « 

if  y  HM  fz'JL  ,  AG  szx~^tZy  G  B  ou  AS éGtii 

— ie — 12^  DH  ou  A  i2.H-  QH—A  D  Z^y^  fi — a  : 
&â  caoiè  des  triangles  reâangles  BGJktyDH M ,  on 
aura  FUi*  ou  5g* -f-  cTm   ^icx -f  -xy-f  i:^_ 

t.dx  —  if^j' -f  4/ </ en  mettant  pour  bk'^cc  ùl  valcac 
Aa  i  cauiè  du  triangle  reâangle  ^CD }  &  de  même 
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'DM'SZyy  ^^xy^  XX — xay — lèx-^-aa.  Or 
par  la  propriété  du  cercle,  le  quarré  A  M  (rr)  ssuiC^ 

\  S      '^  as  ^    as  '  s 

-^yy  en  meccanc  pour  bb  H-  ce  fa  valeur  a  a.  Si  donc 
l'on  fubftituë  dans  les  valeurs  de  BM  &  de  DM  à  la 
«place  de  yy  ^  t^xy  ^  x  x  cette  valeuf  r  r  ,  &  <juc 
;|)our  abréger  on  fâfle  rr  ^ddtUff  &c  rr  ^  aam 
.gg,  on  trouvera  5^  —  Aj^ — idx — ~y,6cDJIi  s  * 

y^gg  —  lay -7- a ^ X,  Subftituanc  enfin  ces  valeurs  à  la 
t)lace  de  B  M  iC  de  D  M  dans  la  proportion  mn  b  M. 

nnDM  ::  ^  P  O.)-  ^.Q^(^^  9^^  ^*^?  ^  trouvée 
x:i.dcflus  î  &  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on 

•formera  cette  équation  m  x  yff —  ^  ^x-— i^j^a  ny 

V gg —  1  ay —  iblc  de  laquelle  quarrant  chaque  naem. 
J>re  ^  &  faifant  évanouir  Tinconnuë  y  par  le  moyen  de 
réquacion  au  cercle  sfx  -f  i-  xy-h'  yyz^  rr^  on  arrire- 

Ta  à  une  égalité  du  fixiéme  degré  qui  ne  renfermera 
plus  que  l'inconnue  x,  &  qui  étant  reloluC  félon  les  rc- 
•gles  du  Livre  précèdent  »  donnera  pour  ^P  {y)  une 
valeur  telle  que  menant  P  M  parallèle  i  ^  £  ,  le  point 
jH  où  cette  ligne  rencontrera  la  circonférence ,  {ern  ce- 
lui qu'on  cherche. 

Si  l'on  fuppofe  que  w  s:  » ,  il  eft  évident  que  les  an. 
gles  MSFyMDE,  feront  égaux  $  & qu'ainfî  les  angles 
3rf  ^  jM  ,  ^ -O -W ,  ou  ^  ^  i? , -<^ -M  £  ,  le  feront  auflî. 
I>*GÙ  Ton  voit  que  le  Problême  précèdent  n'eft  qu'ua 
cas  particulier  de  celui-ci. 

SECONDE     MaNIE'r.£* 

Ayant  |oint  les  deux  points  'donnés  JS,  i^,  par  une  Fi«.  15^, 

D  d  d  il  j 
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ligne  droite  ,  on  tirera  du  centre  donne  ^  les  droites. 
j4D,  ^PyVunG  perpendiculaire  &  Tautre  parallèle  a 
cette  ligne  ,&  par  le  point  cherché  M  que  l'on  regarde 
comme  donné  la  parallèle  P^à  AD  ^oti  mènera  anâi 
du  même  point  M ,  le  rayon  A  M  qui  rencontre  E  F 
en  O  ^  &  les  droites  £  M^  FM  ,  fur  lefquelles  on  abaiC 
fera  des  points  0,  /,  £  .^  les  perpendiculaires  OG^o  H^ 
icFC^  EBT  Cela  fait,  le^ triangles  feroblables  EOG^ 
MFC  y  &  FEjB  ,  /*  O //,  donneront  EO.ef  .:  oG. 
JPC.  Et  £  r.  FO  i;  EB.  OH ,  &  partant  EO^E  F^ 
E  Fu  FO  ou  £  O.  FO  t:  OG^BE.  C  F  n^O  H  ^c'qA  i, 
dire ,  en  raifon  compofée  de  Q  G  à  OH  yoa  de  min 
(puifqu*en  prenant  Mo  pour  le  rayon  ou  finus  total ^ 
les  droites  OG  ,  OH ^  font  les  finus  droits  des  angles 
EMO^FMO^  complemens  â  deux  droits  des  angles 
AME^AMF),SiLdQ  MEà  C F  ou  de  EAii  MF  i 
cauic  des  triangles  redangles  femblables  BM  E^c  MF. 
On  aura  donc  £  o.  FO n  m^EMi  nKjHF.  Cela 
pofë. 

On  nommera  les  données  •^ D  ou  F(l^ a-^ED ^b^ 
DF  yC^A  M\  r  j  &  les  inconnues  A  P  ^x  -^PM^y  ^^Uon 
aura  à  caufe  des  triangles  femblables  AP M^  ABOy 
cette  proportion  ^  iWP  (y).  AP  (x)  w  AT>  \a).  DO 
«li.   Etpartant£OKtlilf,J0=:^2±±f.  Orles 

triangles  redangles  E  M Q^F M  ^donnent  E  M* ss  E{^ 

(  h  ^-4- 1  b  Ar-+-  xx)'^M^{a  ^—1  ay-^yy]  «•jf-4-2  b  X 
^—lay  (en  mettant  pour  xx^yy  fa  valeur  rrà  caufe 
du  triangle  re<^ngle  A  P  M^  &  faifant  pour  abréger 
ad^bi^rrzsff)6c  de  même  FM^^T^{cc — icx 

^xx)^M^(aa — lay-^-yy)  Kgg — icx — lay 
en  mettant  pour  xx-^yy  fa  valeur  rr,  &  faifant  pour 
abréger  éia^€x^rf:::i  gg.  Si  dans  la  proportion . 
précédente  £  o.  fQ  ::  m^EM.  n^MF\  on  met  à  la 
place  de  ces  lignes  les  valeurs  analytiques  que  Ton  vient 
de  trouver  ^&  qu'on  multiplie  les  extrêmes  &  les  moyens^ 
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on  formera  cette  équation  b  ny^  anx  rg  g— i  c  x— 1  ay 

^m^mcy — max  rff'Jr^bx  —  i^j^,  de  laquelle  quar* 
rant  chaque  membre  &  faifant  évanouir  Tinconnuë  /  par 
le  moyen  de  Tcquation  au  cercle  xx^yy  :5  z'^',  on  arri- 
vera  encore  a  une  égalité  du  fîxiéme  degré  ,  dont  la  re-* 
folution  fournira  pour  À  P  {x)  une  valeur  celle  que  me- 
nant la  perpendiculaire  P  M  ,  elle  ira  couper  la  circon* 
ierence  au  point  cherché  M. 

Ceft  i  peu  près  de  cette  façon  que  M.  Defcartes  re* 
foud  cette  queftion  dans  la  foixante  cinquième  de  fes 
Lettres ,  Tom. }.  Elle  lui  avoir  été  propoiée  par  M.  de 
Roberval ,  d'une  manière  qui  paroît  ditterente  de  celle* 
<i ,  mais  qui  dans  le  fond  revient  â  la  même  chofe. 

Tkoisie'me    Manie' ai. 

Soient  décrits  des  diamètres  A  E  ^jif  ^  deux  cercles  Fi  g.  itfo. 
JIKT^AST  y{\ix  lefquels  foient  portées  depuis  le  point 
A  deux  cordes  quelconques  AR  ^  A  Sy  qui  fbienf  tour 
purs  entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  ;»  à  »  5  &  foienc 
tirées  les  droites  ER^  F Sy  qui  s'entrecoupent  au  point 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  A  M^  qui  eft  le  lieu  de 
tous  les  points  il^atnH  trouvés^  coupera  le  cercle  donné 
(  dont  le  centre  eft  en  >^  )  au  point  cherché*iNr. 

Car  tirant  A  M  6c  le  prenant  pour  rayon  ou  finus 
total ,  il  eft  clair  que  la  corde  ^  it  eft  le  finus  droit  de 
Tangle  AME^  &  la  corde  ..^5  le  (înus  droit  de  Tangle 
A  M  F. 

Il  eft  â  propos  de  remarquer  i^:  Que  cette  conftruc 
tion  a  cela  de  particulier ,  qu'elle  ne  réuffit  pas  feule- 
ment lorfqo'il  s'agit  de  trouver  le  point  M  fur  la  circon- 
férence d'un  cercle  dont  le  centre  eft  en  -^  ^  mais  enco. 
re  fur  telle  ligne  courbe  qu'on  voudra,  i^  Qu'ayant 
trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  manière  que  l'on 
vient  d'enfeigner  ,  les  plus  proches  que  Ton  pourra  de 
la  ligne  courbe  donnée  ,  il  luffit  d'en  tracer  la  portion 
^ut  joint  ces  deux  points  ;  ce  qui  rend  la  pratique  de 
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eçtte  conftruâion  fort  aifée.  3^  Que  le  lieu  de  tous  les 
,  points  M  ainfî  trouves  eft  du  quatrième  degré ,  comme 
il  eft  facile  de  voir  par  le  calcul  de  la  féconde  manière ^ 
en  obfervant  de  ne  point  fubftituer  dans  tes  valeurs  de 
E  M  àc  FMi  la  place  de  xx^yy  le  quarrc  rr  que  Ton 
trouve  par  le  lieu  au  cercle  ce  qui  donnera,  pour  l'ëqua^ 

l^ b^x  ^a — y  , dont  les  inconnues x &6y  montent- 
au  quatrième  degré ,  lorfqu*elle  eft  délivrée  dincomraen- 
furables.    4^.  Que  ce  n'eft  pas  une  faute  légère  en  Géo- 
métrie ,  félon  M.  Defcartes  ,  d'employer  une  ligne  cour-. 
be  trop  compofee  pour  refoudre  un  Problême  ^  de  forte 
.    que  félon  lui  ^  on  doit  préférer  â  cette  dernière  folution' 
les  deux  précédentes ,  où  les  deux  lieux  qu'on  a  trouves  >^ 
&  qui  détermineroienc  par  leur  interièâion  avec  la  cir- 
conférence, donnée  ,  le  point  cherché  ^  ne  foD&  que  du 
troifijcme  degré.    Il  me  paroic  néanmoins  que  la  éicilité 
d'une,  conftruâioa  &  fa  fimplicité  peuvent 'récompenier 
en  quelque  forte  ce  défaut  ^  &  c'eft  ce  qu'on  verra,  en- 
core daDsTExemple  qui  fuit,. 

Ex  £M  P  L  E    IX* 

f  J4B,  itfu  *  44P*  13  I V I  SE  R  un  triangle  fcalenedonné -rf^Cen 
quatre  parties  égales^  par  deux  lignes  droites  DE»FG^ 
qui  s'enf  recoupent  à,  angles  droits  a^  point  H- 

Si  Ton  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problème, 
on  verra  i^  Que  <leojQ  des  extrémités  D  y  F  ^  des  deux. 
djcoisfis  ,I)By  FG^k  trou  vent  «necefTairemeot  for  l'un 
des  cotés  ^c  du  triangle. donné  •/f^C^.&qve  leurs 
deux  autres  extrémités  E  ^,G  ^  fe  trouvent  chacune  foc 
chacvn  des-deu;»  autres. côtés  ^B  c y  B  A*  1^.  Que  les 
4eux  points  cherchés  D,  F  ^doivent  avoic.deux  coiu 
ditipns^  d9nt  la  .première  eft  quejes  lignes  TXB^  E  G  ^ 
^  qui  divifent  chacune  le  triangle  AB  c  tn  deux  par* 
tiiies:  égales ,  s'entreicoupen.t.i  angles  droits  eo  un  point 
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Jf  j  8c  la  féconde  qu'elles  forment  avec  les  deux  autres 
côtes  du  triangle  donné ,  un  quadrilatère  BGHE  qui 
foit  la  quatrième  partie  du  triangle  ABC.   Cela  pofë. 

Soient  menées  fur  le  côté  .A  C  les  perpendiculaires 
G  I^  3  K^EZySc  foient  nommées  les  données  A  Cyia^ 
BK.h'i^  KyC^KCydyiclesiacoatMësAFyXiCD  y/» 
Puifquelc  triangle  AGFy  ou  GJn^  A  F  doit  être  la 

moitié  dû  triangle  A£C{ab)yi\  s'enfuit  que  G I=»  1-  j 
&  par  la  même  raifon  £Zaaa^.  Or  les  triangles  fem. 
blables  CB  TC ,  C£X  ,&  ^  ^  K ,  ^  G /,  donnent  B TC  (  ^  J. 
BL(tiy.'.CK{d),CL^ti.'BxBK{h).GJ{j^)i'.AK[c). 

AI'^^'  Et  partant  DZ  ou  CD — CLtmj^tiyFJ 
ou  ^F^^AJ^x — tl .  Mais  les  triangles  reâangles  DEL 

FGI y  (ont  femblablesentr'eux  j  puifque  chacun  d'eux 
eft  femblable  au  même  triangle  FDFly  quieftreâan- 
gle  en- H  feloo  la  condition  du  Problême  qui  demande 
que  les  deux  ligues  DE,FGy  s'entrecoupent  à  angles 
droits.    On  aura  donc  EZ(ii).  ZD  (^-2—^)  ::  -F/ 

/  llzilf  V IG  (^] } ce  qui  donne,  en  multipliant  lesextrê. 
mes  &  les  moyens,  cette  équation  xxyy^^acyy,^adxx 
J^aacdm^aabb y  oxixx.m.macnyy<m^adaaaabby  qui  ren- 
ferme la  première  condition  du  Problême  \  de  forte  qu'il 
ne  reftepius  qu'à  accomplir  la  (èconde  ;  fçavoir  que  le  tra- 
pefe  BGHE  ibit  le  quart  du  triangle  donné  ABC. 

Pour  en  venir  à  bout.  Du  point  d'interfeâion  H  des 
deux  droites  DE,F  G  y  foient  menées  aux  trois  angles 
du  triangle  ABC  y  les  lignes  MA»  HC  y  HByU  on 
aura  i®.  / 1)  (  x-f-7—x  rf  ).  ^  P (  X  )::  fif  D  (15  rf^  ).  JJ'ff^ 

1— .   Et  partant  le  triangle  ^  Jf  G  ou  le  triaO' 


»i 


4*'+4jr — »* 

glc  FGA  moins  le  triangle  FH  Aam^ab  *  *' 


4*'*4J— »« 
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Cj^^^tflj^Zllt^tt^tli2*ll!±.   On  trouvera  par 

un  raifonnemenc  lemblable  que  le  triangle  HE£mm 
«■  -^-:i--2 — ■  ^ •  Maintenant  fi  1  on  ajod- 

teenfembte  les  triangles  HGB ^HEB^on  formera  le 
quadrilatère  HGBE(\\x\  doit  être  égal  à  la  quantité  7  ai 
quatrième  partie  du  triangle  AB  C  :  ce  qui  donne  pour 
la  féconde  équatiod  xx^yy^^xy-r-^tax  —  %aj 
H*  ioaawmiO. 

Sx  l'on  fait  évanouir  par  le  moyen  de  ces  deux  équations 
Tinconnuë/^  on  arrivera  â  une  égalité  de  huitième  de- 
gré qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  Problème  ^ 
&  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu*une  feule  inconnue  xi 
de  forte  que  toute  la  difficulté  eft  réduite  a  trouver  les  ra- 
cines de  cecte  i^alité.  Et  c'eft  ce  qu'on  peut  faire  par  le 
moyen  de  deux  lieux  du  troifiéme  degré  ,  comme  Ton  a 
enteigné  dans  les  articles  417^  &  418  (  Liv.  preced  )  Mais 
comme  la  conftruâion  de  ces  lieux  devient  fort  embarra^ 
fée  &  d'une  longueur  infuportabli?  dans  la  pratique^  à  eau* 
fe  de  la  multitude  des  termes  de  leurs  équations  ^  il  eft  beau- 
coup plus  naturel  de  conftruire  feparémenc  les  lieux  des 
deux  équations  que  Ton  vient  de  iotmtr  ^  quoique  l'un 
d'eux  foit  du  quatrième  degré  &  par  confèquent  plu$  com- 
pofé  9  car  l'autre  n'étant  que  du  fécond  récpmpenfe  ce  dé- 
faut ,  &  d'ailleurs  la  facilité  de  la  conftruâ;iQn  doit  4éF0tr 
miner  en  fa  faveur  :  voici  comment  elle  fç  f^ic. 

Fi«.  lit.  Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  j4  B^  ^C^ 
qui  font  entr^elles  un  angle  droit  B^don  prolongeita 
B^  en  £  j  en  forte  queAEtimf/^ac^  &  Cj4  en  /,  ea 
forte  que  A  fzzs^f/'ad.  Ayant  pris  fur  AC  unç  partie 
quelconques/^, on  décrira  du  centre  E  de  rijpiervallc 
^P  on  arc  de  cercle  qui  coupe  ^  C  en  ^  j  ^  ayant 
pris^JF/ ,  en  forte  que  Je  xe^l^an^lc  HA^^G  foit  égal 
au  triaqgle  donné  BAC^  on  prendra  fur  AB  la  partie 
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^  Qj^FH.  On  mènera  cûfiikc  les  drokes  PMy  QM, 
parallèles  i  ^ S ^yi  c ^  lefquelles  s'entrecoupent  en  un 
paint  M  \  &  ayant  trouve  en  la  même  forte  une  infinû 
ré  d'autres  points  tels  que  ^ ,  on  fera  pafSer  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  K  ML.  Cela  fait,  on  pren- 
dra fur  la  diagonale  ^ D  du  quarré  ^£  cD  ^  qui  a 
pour  cote  la  ligné  ^  c  égal  au  côté  ^  c  du  triangle 
donné  ^^  C,  lesjparties  ^r—f^/ifi),  &  D  S  mm  j^Di 
&  on  décrira  du  premier  axe  TS  qui  (oit  à  fon  paramè- 
tre comme  i  eft  à  3  ,  une  Hyperbole  OS  R.  Je  dis  à  pre. 
(èfït  que  (î  l'on  mené  du  point  M  où  je  fuppofe  qu'elle 
rencontre  la  ligne  courbe  K  M  L  zxk  dedans  du  quarrc 
\ABC1>^  la  perpendiculaire  MP  for  ^c  ,  fc  qu*o» 
prenne  fur  le  cote  ^  C  du  triangle -^5  c,  les  parties 
'j4  Ft^  ^  P ,  &  C{h^P  M  vies  points  F,  z>,  feront  tels 
qu'ayant  mené  (ce  qui  eft  facile)  les  deux  droites  FG^ 
D  E  y  qui  diviiè  chacune  le  triangle  ^£  C  en  deux  fot^ 
tics  égales  ;  elles  s'entrecouperont  à  angles  droits  &  le 
partageront  en  quatre  parties  égaleSé 

Car  nommant  ^  P  3  x  }  PM^y  ^  on  aufa  i  caufe  des 
«angles  j4 E  G  ^  F ^H ^  reâangles  en  ^  ,  le  quarrc 

jiG^,aJEa^{xx) — 3?Ûb\  if  ^K&  le  quarrc  JS*-^!w*^ 

{jy)-^  A  F  {ad).  Qr  puifque  par  la  conftrudion  le  rec- 
tangle HAmudGcû  égal  au  triangle  donné  i?  A  C  (ab) , 

il  s'enfuit  que -W^  n^G  {yy.^ad^xx.^ac)xai.aabh 
La  ligne  courbe  KM  L  fera  donc  le  lieu  de  cette équa- 
cion  qui  eft  la  première  des  deux  que  Ton  vient  de  trou* 
ver  }  &  par  conséquent  £i  propriété  fera  telle  que  fi  Ton 
mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M  pris  au  dedans 
du  quarré  ^  Bj^c  ^  une  perpendiculaire  MP  fur  ^  C  & 
qu'on  prenne  fur  le  côté  AC  à\x  triangle  donné  ^B  c^ 
les  parties  ^FmmAP ^  8(  c^mmPM  \  les  droites  FG^ 
0£  qui  divife chacune  par  le  milieu  le  triangle  ABC^ 
s'entrecouperont  â  angles  droits  au  point  Fi. 

De  plus  (i  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
QSR^QVi  mené  la  perpendiculaire  Jlf  ^  fur  fon  premier 
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axe  7*5,  &  qu'on  prolonge  P M  jufqu^i  ce  qu'elle  ren-i 
contre  la  diagonale  ^  JD  au  point  JC\  les  triangles  rec; 
angles  &  ifolcelles  A  PJT^  MVX^  donneront  !•  f^i  :: 
APo\xPX{x)  AJiT^x  f/^i^6c  f/'i.i::  MAT  {x^j). 

MT^  ou  VX^""^  i  &  partant  •^  ^  ou  AJC—XV 

^Jll.  Or  par  laconftrudion  ADiamiaf/^i  puifque 
^C— x^^&parconfequcntr^ou  BT^I>Sw=»\a  /^i. 
On  aura  donc  r/^ou  ^K—^r— i:tg:iî,  &  ^5 

ou  rr—r^—Hii^^,  &  par  la  propriété  de  THy- 
perbole  Tm  VS  ^^^^-^^^J-Hjrj-^^^^--'^^j^t>^^j^  77P* 

^x^%nj^22\  •:!.  3,  c'eft  à  dire ,  comme  le  premier  axe 

TS  eft  â  Ton  paramètre  :  ce  qui  donne  en  multipliant  les 
extrêmes  &  les  moyens  cette  équation  xx  -+^7  ^  +xjf 
•~.8i^x — tay^ioaammo.  L'Hyperbole  06'if  enfera 
donc  le  lieu  ,  &  jouira  par  confequent  de  cette  proprie- 
té  )  fçavoir  que  fi  Ton  mené  d'un  de  its  pomts  quelcoo- 
ques  M  pris  au  dedans  du  quarré  A  BBC  ^  une  per. 
pendiculaire  M  P  i\xt  AC^hi  qu'on  prenne  fur  le  côté 
^  C  du  triangle  donné  A£C^ks  parties  A FwmAP^ 
ic  CDmmP M  ^lc$  droites FG^D£^c\Qi  divife  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  A£C^le  couperont  en  quatre 
parties  égales.  ^ 

Maintenant  puifque  le  point  M  fe  trouve  en  mê- 
me temps  fur  la  ligne  courbe  K  M  z^  6t  iur  l'Hyper- 
bole ^5  jR>  il  s'eniuit  que  les  points  Z>,  F, pris  lut  le 
côté  A  C  d\x  triangle  donné  ^  auront  aufli  en  même 
temps  les  deux  conditions  requifes.  £t  c'efl  ce  qui  étoic 
propofé. 

S'il  arrivoît  que  les  deux  courbes  OSR^K  M  L  ^w 
fe  rencontraffent  point  au  dedans  du  c^xxzTvé  A  £  DC^ 
ce  feroit  une  marque  infaillible  qu'on  auroit  fait  une 
fuppofition  faufle ,  içavoir  que  les  deux  extrémités  D  ^  F^ 
ie  rencontrent  fur  le  côté  A  C  C'eft  pourquoi  il  au- 
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droit  les  fappofcr  fur  l'un  des  dieux  autres  cotes  »  &  re* 
commencer  Je  calcul ,  en  faifant  des  raifonnemens  iem- 
blables  aux  precedens  ,  pour  avoir  une  conftruâion  par 
rapport  à  ce  nouveau  côtd  Mais  fi  l'on  fait  les  trois  re« 
marques  fuivantes ,  il  fera  aife  de  prévoir  lequel  des  trois 
côtés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  les 
deux  extrémités  Z> ,  f,  afin  d'avoir  furement  une  fblu. 
cion^  &  de  h*être  pas  obligé  de  recommencer» 

La  première  eft  que  n*«.*.Al£i — ^ad  ^  &  5^* 
— -^^^^  -f-^r  )  ce  qui  fe  voit  en  mettant  d^nsyy 
^.ld±^adihp\zcede  ^ P  (x)  fzwQlcur ^ C (la), 

&dans  ;tfx—-~i-+^ràlaplace  de  ji Q^{y)  fa  va* 

\e\XT  ^B[t  a).  La  ièconde  confifte  en  ce  que  C  Jism i/'xaa 
^^O^  ce  qui  fe  trouve  en  mettant  dans  l'autre  équa- 
tion  xx^yy^^xy^—'%ax —  %ay^\oaammêdont 
le  lieu  efl  THyperbole  ÔSK^  d'abord  i  la  place  de  •/rfP 
(X)  fa  valeur  «^df  C  (  2^  ) ,  &  enfuite  â  la  place  de  ^ Qjiy) 
fa  valeur  ^B  {ta).  La  troifiéme  fe  tire  de  ce  qu'en  fup^ 
pofant  ^ K  {c)  moindre  que  c K(d)  comme  on  le  fait 

ici ,  il  s'enfoit  que  £K  (^JLltl^J^ac\  efl  moindre  que 
cIl  (  -ilil-H-^  ^)-  Or  cela  pofc ,  fi  1  on  veut  que  £K^ 
f^lflL^^ac)  foit  moindre  queifO*  ( laa ),on  trouve- 

ra en  mettant  pour d fa  valeur  ta — cic  opérant  à  Vordu 
naire  que^^-f-^^  doit  être  moindre  que  4^^^,  c'eflâ  di- 
re »  que  le  côté  ^^  du  triangle  donné  ^  s  c  doit  être 
moindre  que  le  côté  j4C  ;  &  fi  Ton  veut  que  le  quarré  cz* 
/  -li H^^)  foit  plus  grand  que  CK  {iaét)^on  trouve- 
ra en  mettant  pour  c  fa  valeur  1  ^i-»^&  opérant  à  l'ordinai- 
re que  le  côté  BC(^hb^dd)  doit  lurpafTcr  le  côté  ^C(ia). 
Mais  il  eft  viiible  que  B  i^  étant  moindre  que  BOUCZ  plus 
grande  que  C^  ^  les  deux  lignes  courbes  kmz^omJ^^ 
^  Eee  iij 
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fc  coup€tic  necefiairemeot  au  dedans  du  quarrc  ^BB  C* 
D*ôù  à  fuit  que  (i  le  triangle  donné  j4BC^  tous^ les  an* 
gies  aîgu^  ^  &  qu'on  prenne  pour  le  côte  ^c  Çàt  lequel 
où  fuppofe  que  les  deux  points  F ^  D^  fe  rencontrent^ 
celui  des  trois  dont  la  grandeur  eft  moyenne  entre  les 
deux  outrer  de  pour  le  côté  ^  £  le  plus  petit ,  le  Pro* 
blême  aora  toujours  necefiàiremetat  une  ioiution ,  puif. 
qu'alors  (fig.  161.  y  le  point  K  fe  trouvera  entre  ies  points 
l4yCyU  que  ^  iC  eu  moindre  que  ^  C  ^  comme  Ton  a 
fûppofé  €fn  faifànt  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raifonne- 
ment  eft  fondé.  On  trouvera  en  la  même  forte  que  & 
le  triangle  donné  eft  reâangle  ou  obtus  angle  y  &  qu'on 
prenne  poulr  le  côté  ^  c  fur  lequel  doivent  tomber  le^ 
deux  extrémités  D»i^,  le  côté  moyen  ,  on  aura  toujours 
une  folution  ^  de  forte  que  cette  remarque  eft  générale 
pour  toutes  fortes  de  triangles. 

On  voit  dans  la  figure  i&i.  <pe  l'Hyperbole  OSR  k 
la  courbe  KMJL  it  èoupeûx  non  feuflement  dans  un 
point  M  ,  au  dedans  du  quarré  uiJBDC,  comme  le 
demande  le  Problême  ^  mais  encore  en  un  autre  point 
M  au  dehors  dq  ce  quarré.    Or  Ci  Ton  veut  fça  voir  quelle 
peut  être  l'utilité  de  cet  autre  point ,  on  trouvera  qu'il 
donne  une  des  lefolutions  da  Problême  fuivaot,  dont  ce- 
lui-ci n'eft  qu'un  cas  particulier. 
Fi«.  i<rj.       Trouver  fur  le  côté  ^C  du  triangle  donné  ^BC^ 
deux  points  jF,  D  ^  tels  qu'ayant  mené  les  droites  F  G^ 
DE,  qui  font  avec  les  deux  autres  côtés  ^^,  -ff  C,  les 
triangles  FGA  ^  DEC  ^  égaux  chacun  i  h  moitié  du 
triangle  ABC  :  lc$  lignes  FG^  DE  y  s*entiecoupent  i 
angles  droits  au  point  /f  >  &  le  quadrilatère  £GHR 
foit  égal  au  quart  du  triangle  ^B  C. 
F 16.  %6^  ,    Car  lorfqué  le  point  d'interfedion  3f  tombe  an  de- 
&  i6x.        dans  du  quarré  ./f  J5  D  C,  il  eft  clair  que  les  lignes  jiP^, 
PM  feront  chacune  moindre  que  le  côté  ^  C ,  &  qo'ain- 
fî  les  points  F  y  D  ^  qu'elles  déterminent  tomberont  tous 
tleux  entre  les  points  ^  ,  c  j  ce  qui  refoud  le  Problêdie 
énoncé  comme  l'oa  a  fait  au  coramencement.    Mais 
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lorfqae  le  point  M  tombe  aa  dehors  diiquarr^^toin-  Fio.  t(u 
me  alors  Tune  des  lignes  ^P^  PM  efl:  moindre  que  foo  &  i6|. 
côcé  A  C,  &  l'autre  plus  grande  3  il  s'enfuit  que  Tun  des 
points  F  ^  D^  tombe  fur  le  côté  -i^  c  du  triangle  donnée 
&  l'autre  fur  ce  même  côté  prolongé ,  ce  qui  donne  une 
autre  folution  du  Problême  énoncé  comme  Ton  vient 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemple    X. 

44'»  Une  Seâion  cqnique  M  AN  étant  donnée^ 
avec  un  point  $  hors  de  fon  plan  pour  le  fbmmet  du 
cône  dont  elle  eft  la  Seâion  ^  on  demande  la  pofîtion 
du  cercle  Ma  N  qui  en  eft  la  bafe. 

Je  diftingue  cette  oueftion  en  deux  difierenscas^  dope 
le  premier  eft  lorfque  1^  Sedion  donnée  eft  uqe  Parabo- 
le »  &  le  fécond  lorfque  c'eft  une  EUipfe  ou  une  Hyper- 
bole. 

Premier  cas.  La  queftion  fe  réduit  i  trofayer  fur  la  Fig.  1^4. 
Parabole  ^  le  point  A  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  A  P  avec  la  ligne  AS'ydxk  point  S  la  Ugt^e  SD 
parallèle  à  AP  -yU  d'un  point  quelconque  JP  du  diant^- 
zrc  APj  une  ordonnée  PM  â  ce  diamètre  dans  le  plaç 
de  la  Parabole ,  &  une  perpendiculaire  aD  i  cette  or- 
donnée dans  le  plan  du  triangle  D  SA  ^  qui  rencontre 
les  côtés  SA^SD^  aux  points a^D:  le  quarré  de  PM 
foit  égal  au  reâiangle  aP  n  PD.  Car  4écriv{^nt  dans  le 
p4an  aP Mvtn  cercle  qui  ait  pour  diamètre  4D y  il  eft 
clair  qu'il  paiTera  par  le  point  M^^  puifque  Tar^gle  APM 
eft  droit ,  &  que  P  M  xs^^aPu  P  /)  ,  qui  eft  la*  pro|)!rieté 
eflentielle  du  cercle  5  c'eft  pourquoi  menant  le.  diamètre 
PA  ;  ^  tit^^nt  de  l'extrémité  D ,  du  ^iamct^c  Da  du 
cercle  ^ne  p^aljele  DS  i  PA^  qui  xençontre  a  A  me-n 
Qée  de  Qm  ^i^tre. extrémité  a  par  rarigiûe,.W  4^  ^iani^ 
tre  AP  y  ep  vin  point  5,  le  cône  qui^a  pour  fomp^^pur  ce 
point  y  &  pour  b^fe  le  cercle  il/  -^iNT,, formera  *  par  fa  '^Ari.169» 
rencontre  avec  le  plan  A  PMh  Parabole  même  don- 
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née  MATsT.  Voici  comment  on  peut  trouver  le  pointa. 
Soit  V  le  paramètre  inconnu  du  diamètre  ^P  ^  &  Ton 

aura  par  la  propriété  de  la  Parabole ^P M  ts»^P  nv: 

mais  pour  fatisfaire  au  Problême  ^  il    faut  que  P  M 
tss^aPj^PD.  .Donc  aP  n  P  Dtam^P  nv  -,  ce  qui  donne 
cette  proportion  ^  P.  P  a  n  P  i).  v ,  qui  fè  change  en 
menant  ^  O  parallèle  â  D^  en  cette  autre  SO.uiOiiP  D 

ou  •/^O.t^,&  partant  SO^vz=aAO  . 

Maintenant  pour  trouver. les  valeurs  analytiques  de 
ces  lignes ,  je  mené  du  point  donné  S  fur  le  plan  de  la 
Parabole  la  perpendiculaire  5f ,  8e  du  point  F  où  elle 
rencontre  ce  plan  ,  fur  Taxe  BG  la  perpendiculaire  FG^ 

?ui  rencontre  le  diamètre  ^P  tn  H.  Je  tire  du  pointa 
ordonnée  ^K  i  Taxe,  &  la  perpendiculaire  A Qj,  la 
tangente  AL  ,  lefquelles  rencontrent  en  £  &  j^la  li- 
gne i^i^^menée  par  le  point  F  parallèlement  â  Taxe. 
Jéleve  enfin  du  point  ^une  perpendiculaire  dO  fur  le 
plan  de  la  Parabole^  qui  rencontrera  SD  dans  le  même 
point  O  ,  où  la  ligne  A  O  parallèle  à  aD  h  rencontre. 
Car  la  tangente  ^  X  étant  parallèle  i  l'ordonnée  P  M 
qui  eft  perpendiculaire  fur  ^D»  Tangle  Lj40  fera  droit 
auffi-bien  que  Pangle  L^^ic  ainfi  le  plan  j^^O  fera 
perpendiculaire  fur  ^X  ,  &  fur  le  plan  de  la  Parabole 
qui  paflè  par  cette  ligne  j  c*cft  pourquoi  la  ligne  QP  per- 
pendiculaire à  ce  plan  fe  trouvera  dans  le  plan  ^^0  fie 
rencontrera  par  confequent  la  ligne  S  D  dans  le  même 
point  0,oùlejplan  ,^y/0,c'eft  a  dire,  la  lignt  AO]^ 
rallele  â  aD  la  rencontre.  Il  eft  â  remarquer  que  toutes 
ces  lignes  excepté  les  deux  J5,  i^^,  font  dans  le  plan 
de  la  Parabole.   Cela.pofé. 

Je  nomme  les  données  S  F  ou  dp  y  a  i  pG^on  K  E^ 
^  i  Gif ,  r  j  le  paramètre  de  Taxe,  ^  j  &  les  inconnues 
SK^X'y  KA  ou  G  jFf ,  ;p  5  &  j'ai  à caufe des  triangles fem* 
blables  AKT  ^jiEdj^  cette  proportion  ^K  {y).  KT 

(\f)  ::  AE  (h^y).  £,^ii-+7/>-.ce  qui  donneà 

caoie 
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caufe  des  triangles  AbQjAQO  ^  redangles  en  £  &  j^,  le 
quarrc  "ÂO  ou Tb  -+  hCC^-^ QO  ^tJll^tîl^Lpp 
•^bh'^il^y-^yy'^aa.  Or  le  paramètre  du  diarmetre 
A  P.  fçavoir  vW  */^  4.  x  s=r/>-+  ±22,  en  mettant  pour  x  »  ^;.,,  ,«; 

fa  valeur i2 5 &,S<5  ou  i^ii^ou  (?^h-  5^-+  £i^s;f  h-  x 

-H.  —  -+  ç^  =  f  -f  —  — h  —  — 1^  t/>.  Mettant  donc  ces  va- 
leurs  analytiques  â  la  place  des  lignes  qu'elles  expriment 
dans  l'égalité -«<o*  =  50  »v,  on  trouvera  iit?_j.£iî  -f 

■i  /»/  -+^  ^  -J- 1^/  -f >';'  '■^aarszcf  -^yy  -+  llf  -+ 1//»  -+  11Z2 

^  *J'        *.  ^ 

-^.  12-  H*  »^;y  -+  i/^'r.c'eft  à  dire  en  eâàçant  de  part  & 

d'autre  les  quantités  qui  fe  trouvent  lés  mêmes ,  fubftituant 
pourj'j'  la  valeur />x,  &  opérant  enfuite  â  l'ordinaire  5, 


''bb 


dont  )a  vraie  racine  que  l'on  peut  trouver  par  le  moyen  **^^^  ^^, 
de  la  Parabole  même  donnée ,  exprimera  la  valeur  dé 
Pinconnuë  JiKy  qui  fert  à  déterminer  le  point  >^  tel 
qu'on  le  demande. 

Second  cas.  Tonte  la  difficulté  confîfle  à  trouver  fur  Pi©.  4^*,. 
THypcrbole  donnée  MAN^  le  point  \A  tel  qu'ayant  me- 
Bé  le  diamètre  v#jr  avec  les  lignes  SAa^  BSbiSc  par  un 
de  fes  points  quelconques  P ,  du  diamètre  ^^B^une  ordooi^ 
j»Af  dans- le  olan  de  l'Hyperbole ,  &  une  perpendiculaire 
db  à  cette  ordonnée  da&s  le  plan  du  triangle  4 5^. '00  air 

Te  de  même  que  dans  la  Parabole ,  &  voici  ce  qu'if  Êiuc 
Êûre  pour  trouver  le  point  ^« 

Soit  V  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  ÀR^  &» 
ibient  menées  dans  le  plan  du  triangle  aS6  ^  ks  lignes ' 
JO  parallèle  à^ai^  &  0.Z  parallèle  à  i<  J^  qui  rencon^ 
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tre  SA  en  Z  î  &  l'on  aura  AP^PB  i  PM  ou  (  à  caufe 
du  c«fcle )àaP^Pi,en raifon compofce  de  ^P  â i'rf, 
ou  ZOiOA,iC  de  PBiPi,  on  de  BAiAO^  e'cft  i 

dire ,  comme  zo^ASiîkiAO.  Or  par  la  proprier^ 
de  l'Hyperbole  ,  AP*PB.  Tm*  m  A^.  w  ,  6c  par- 
tant ZOnAB.  Jo'  ::  Ji*.  vvss  i^~-^  •  Ce  qui  don- 
ne OZ.  A  B, ou  OS.SB'.iAO  .vv. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques,  tant 
de  la  raifon  deOSi  SBy  que  des  quarrez  Au  &  v  v;  je 
mené  du  point  donné  5,  la  ligne  5F  perpendiculaire  fur 
le  plan  des  Hyperboles  ^  du  pcMut  F  où  elle  rencontre  ce 
plan,  la  perpendiculaire  FG  i  l'axe  D  /r  qui  eft  donné 
de  poficion  &  de  grandeur  ,vpuifque  les  Hyperboles  font 
données }  &  du  point  cherché  A^  l'ordonné  A,K  à  l'axe, 
^  la  perpendiculaire  AT  à  \a.  tangente  AL ,  lefquelles 
jrencontrent  la  ligne  J  F  aux  points  £ ,  j^  Je  tire  enfîa 
£H  parallèle  à  T'axe  qui  rencontre  G  i?  en  ^,  r^pa- 
rallele â  BF qui  rencontre  AE  en  r»  6cSDy  Ô.R ,  per. 
pendiculaires  fur  t'axe  )  &  avant  élevé  ^  perpendiculai. 
>re  fur  le  plan  de  l'Hyperbole ,  on  prouvera  comme  dans 
■la  Parabole  qu'elle  rencontrera  la  ligne  BSzn  même  point 
O ,  où  la  ligne  A  o  parallèle  iabXz,  rencontre.  Il  efti  re- 
4narquer  que  toutes  ces  ligne«  excepté  les  èexxxF Sy  <^, 
îbnt  dans  le  plan  des  Hyperboles.    Cela  p ofé. 

Soient  nomméei  S  F  x:za  y  FG  t^hyCOzzc,  le  ^^ 
iOÀet  axe  s=  a^ ,  le  iècond  es  i/,  les  incoonnës  c  K  ott 
CDzz  XyAKoa  MDoaGAToti  KH  sr/î^l'onaora 
i)K  on£H  ;=zxXyDGoa  BJTtsc  H-x,G#ra  jg— ^ 

TK  =:Cf ,  &  -«r  ou  ^ TK*'+A K* » ^vv-f  Cf^ 
tmL-  P^ddxx  '■i-jff'xx — a*  en  metunt  fouryy  Ql  va- 

*jirt,  t^,  ÏC"'  '77  "*"/•  ^'  ^^*  triangles  femblables  BATF ,  fiH£, 
TXydonneat£Jir(c^je).^F(^ — y;^  :i£H (xjt}. 
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HE  ==  iif=if2  ::r/c(£î).i:/>^  s:  ^4;^i&  partant 

^£  ou  ^  K H- ^H -+ H^  =  ^tl^î^ ,  &  ^  ;=^ou  ^ K 
-^iC  r"=s  ^  '^  *y**  '^  «  j-i.yv3»— »/* .  j^i,  ^  çaufe  ^jej  triangles 
femblables  A yT.yi^SjyH  ATK ,  ^R,  il  vient 

^  K.  A.T î ;  AB-.  ^'Çl^  —r-j 2= — — r? Tî —  »  ** 

^T.  TK.  :  :  ^.  TR  \  :  ^r-h  r^ou  ^  O:  KT -^i- T  R  ovi 
KR  >~  xbfxx^xcffxj  .D^„^  OR  .*g^-..jrA 

"^ddxy  ^fxj^lfx-¥ciày  VG 

_^    ddxy-t^xy^iffx-^èédy       DK  ou   D  X -^  K  X  "  F  S   ^, 

^^    ddxy-t-fxy  —  tfx^eddy*  O  G 

=3       -     ^*ddxy^x»ffxy ^.nQ  ,  DuifoOC  DG.DR'.i 

^   ddxy^fxj—bffx^^ddy        '^    '  ^       T 

B  F.  BQ^'.:  F  S.  QjO  i  &  à  caofe  du  triangle  re<ftan- 
gle    A dO  y  le   quarrc    ^  o     ou   A^^-+  Q^O   sr 

"^  ddMy-t-fxy^tffx-t-^ddyl* 

I)eT^\\>sSO.SMi:FQrFB  nG  i.  GD,  &  vv  e:*4xj*  »^rt.  it|. 

Si  donc  l'on  met  daiw  la  pfpportion  SO,  &B^^u  Aû'  - 
•uVyLU  place  tant  de-^jr^ifon  .de  SOi.  5-fl  ou  G  a  i^ 
GD,qae-des  quarrés  ^a  ÎSi  w,  les. valeurs  analyti- 
ques que  l'on  yieoc  de  nrouvcr,©!!  fonnéra  en  mol.' 
ti^liant    les    eit/^mes  gt .  Içs    tBoyeos    cçtte   cgaiirg» 

2>/x+.z<-/y  r  n44xx  -h#«jf -T-^^f  "H  W<^-yy-4-;w/»y  t*i' 

«*«4x  X  -f-  i^yî— 4<i^<'I  vdanilaquelle  tous  les  termes  où  - 
y-Ce  rencontrera  aa  premier  degré  s'efiaceront ,  &  mettant  < 
à  lâ'placè  du  ijùarréj^^  fa  valeur ^•^jf,  on  trouvera, 
tÀ^^xt^h  iUddffx*^-lf&/*x*  —  6  h  d'x  X  —  CC^XXy 
-1- b Pffd*iix  —  ecffd^xx  ~f-  c  cffa' '\^ccd*  =  ddx  x 

\^fxx.U*.^add^ccdd]Kddx*H-iffK*^Ç.^x*^U*jix.. 
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— 1  ddffxx — /^  XX  \  qui  fe  change  en  faifant  pour  abre- 
___   jj    .  ir LL    .   ..      ^^     --  ^  dd^cc^rr^ 

XX  H-^  cm  md^ 


gcr  dd^ffcmmm^  kh^  cc^nnn^  aa  H-  ^^-+  cc^smrr^ 
en  cette  autre  bbv/f  x^  —  m  mnn  d^ . 


^.mmxx — ddrrn  —  fi^  —  m^xx\  qui  fe  réduit  enfin  en 


1^1^ 


j^ifant  xxemdx^i  cette  égalité  du  troifiéme  degré. 

S^ l        ^^^^  mm      l    ^ '^^'i, 

^     I  '^'^     ' 

donc  i*une  des  racines  5  fçaroir  celle  qui  eft  plus  grande 
que  d^  eft  telle  que  prenant  une  moyenne  propordonneU 
le  entre  cette  racine  &  d  moitié  du  premier  axe }  cette 
moyenne  proportionnelle  exprime  la  valeur  de  C  K  qui 
fcrt  â  déterminer  le  point  cherché  ^.  On  pourra  fe  ter. 
vir  de  l'Hyperbole  même  donnée  pour  trouver  les  raci- 
xies  de  cette  égalité ,  par  le  moyen  des  articles  39^  &  399. 
du  Livre  precedeist. 

Lorfque  CG  {c)aBâ^  c'eft-à-dire  ,  lorfque  le  point  F 
tombe  (ur  le  fécond  axe  ^  il  eft  vifîble  que  cette  égalité  (ë 
change  en  une  autre  du  iêcond  degré ,  puifque  le  dernier 
ternie  étant  nul ,  elle  fê  divifê  par  %^.  Mais  lorfque  F:G 
;(^)  vitf  9  ce  qui  arrive  lorfque  le  point  F  tombe  fur  le 

premier  axe  j  le  terme  ^ii^^^s'efface  dans  Tégalité  prece- 

dente,  &  on  qui  eft  6i^  ce  devient  ce  ;  ce  qui  fait  qu'elle 
fe  peut  divifer  par  x^^  &  qu'elle  (t  réduit  par  confcquent 

i celle-ci  x,s^ —  —  ^H-  ~  — «^^  qui  n'eft  encore  que  da 

fécond  degré.  Enfin  (i  Pon  fait  dans  cette  dernière  égalité 
r-a#}  ce  qui  idoit  arri^r  lorfque  le  point  /  tombe  fur  le 
centre  C,  puifqu'alors  les  lignes  è  6c  c  deviennent  chaco- 

rte  nulles  j  on  aura  <— — ,  &partant^ouxx-.i^,  & 

^^^___^_^     mm  '      ^  ^  flifli 

^       dr       jf/sM^dd 

.x^^^^w^m       -— — —  • 
m  dd^ff 


Digitized  by 


Google 


r\ 


Digitized  by 


Google 


1 


Digitized  by 


Google 


^Des    PrOBLÈSMBS   DÈ'TBkMlNE's.       41J 

Il  eft  inutile  d'avertir  que  le  Problême  fe  refoud  par 
ja  même  voie  dans  rEUiplè ,  n'y  ayant  de  changement 
que  dans  quelques  fîgnes.  Mais  on  peut  toujours  rappor. 
ter,  fi  Ton  veut ,  ce  fécond  cas  au  premier ,  de  la  manière 
qui  fuit. 

.  Ayant  mené  par  un  point  quelconque  B  de  Tune  des  Fi«.  ^ 
Hyperboles  données ,  une  tangente  JBG  \  ic  ayant  Taie 
pafïer  par  cette  tangente  ,  6c  par  le  fommet  donné  5,  un 
plan  GBSt  foir  mené  par  tout  où.  Ton  voudra^  un  autre 

filan  H  KL  parallèle  à  celui  ci.  Je  dis  qu'il  formera  dans 
a  furiàce  conique ,  décrite  par  une  ligne  droite  indéfi« 
nie  attachée  en  S  ,&c  mue  autour  de  THyjperboIe  oppo- 
fée  MAN^  une  ligne  courbe  H  KL  qui  fera  une  Para- 
bole )  de  forte  ^ue  toute  la  difficulté  eft  réduite  au  cas 
f)recedent.  Car  fuppoïànt  que  le  cercle  DHMNZ  (bit 
a  bafe  du  cône  ^  qui  a  pour  fommet  le  point  5>&  pour 
Sedion  THyperbote  MANOiVtc  fon  oppofée  î  il  eft  cifir 
que  le  plan  GB  S  touchant  les  deux  lurfaces  coniques 
oppofées  qui  ont  pour  bafe  ce  cercle ,  dans  le  côté  BSD^ 
formera  dans  le  plan  de  la  bafe ,  une  ligne  droite  D  E 
qui  touchera  cette  bafè  en  un  point  D.  Or  comme  cette 
ligne  eft  la  direârice  par  rapport  à  la  Seûion  HKLyil 
s'enfuit  félon  la  définition  dixième  du  Livre  VI.  que  cet- 
ce  Seâion  fera  une  Parabole. 

Ce  Problême  a  été  trés-celebre  du  temps  de  M.  Def* 
cartes  ^  &  l'on  en  a  trouvé  une  folution  parmi  ks  Ma- 
nufcrits ,  qui  eft  imprimée  i  la  fin  de  la  75^  Lettre  du 
3^  tome.  Si  Ton  veut  fe  donner  la  peine  de  comparer  fa 
folution  avec  la  mienne ,  on  verra  que  non  fedlement 
die  eft  moins  naturelle  ^  puifqu'elle  ne  va  pas  droit  au 
but,  mais  encore  qu'elle  eft  beaucoup  plus  embarrafTce. 
Auffi  ne  donne-t.il  point  Tanalyfe  dd  cas  où  la  Sedion  eft 
une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  j  &  il  fe  contente  d'aflurer 
que  Tégaliré  qui  renferme  les  conditions  du  Problême, 
ne  doit  pas  paUer  le  quatrième  degré« 
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L  E  M  M  E    L 

FiG.  i66.  442-  S  I  far  l'extrémité  hJ^undiametre  AB  jl'onpwie 
x67*  *68.  une  corde  quelconque  B  D  qui  termine  Carc  A  D  moindre  que 
U  demie  circonférence  j  é'  qu  ayant  fris  far  tout  oà  ton  vou^ 
dra  deux  arcs  contiptd  E  F,  F  G ,  éptux  chacun  à  Carc  A  D  ^ 
on  titre  les  cordes  B  E  »  B  F ,  B  G  i  je  dis  que  la  corde  du  mi^ 
lieu  BV  ejl  k  la  fomme  ou  k  la  différence  de  fis  deux  vai fines 
B  E ,  B  G  ,  comme  le  rayon  C  B  eft  k  la  corde  B  D  :  f^voir 
à  la  fomme  lorfque  t origine  commune  B  des  cordes  B  D  ^  B  E, 
B  F ,  B  G  ^  «^  tombe  fur  fas  un  des  deux  arfj  E  F ,  F  G  j  e^ 
au  contraire  k  la  di£erence  ,  lorfquUl  tombe  fur  iunm  l autre 
de  ces  deux  arcs. 

Car  foit  du  centre  F^  &  du  rayon  /Jî ,  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  cgupe  la  corde  BG  prolongée  •s'il  edncceflai. 
re  ^  au  point  H,  pour  avoir  une  triangle  ifpfcelle  BFH^ 
qui  fera  femblable  au  triangle  ifofcelle  BCB  ^  puifque 
r^gle  FB  H  a  pour  mefure  la  moitié  de  TatcJF  G  égala 
Tare  ^  Z)  >  dont  la  moitié  eft  auffi  la  mefure  de  l'angle. 
CBD.    On  aura  donc  FB.  BH  iiCB.BD^  de  forte 
qu'il  ne  refte  qu'à  démontrer  que  la  ligne  ^  /f  eft  U  fom- 
me des  deux  cordes  BE  ^B  G  ^  dans  le  premier  ca$,& 
leur  différence  dans  le  iêcond.    Pour  le  faire. 
Pi  G.  166.      Soient  tirées  les  cordes  EF^  FG^  &  on  aura  deux* 
triangles  B  EFyJPHGy  qui  feront  femblables&.cgjux, 
Cardanç  le  premier  cas  Tangle  F  H  B  ou  F  HG  ^  ctt 
égal  à  l'angle  F  JB  FI  qui  vaut  Tangle  F BE^  puifqqc  les 
arcs  FG^FE  ^  font  égaux  ^ &  de  plus  l'angle  BEF  eti. 
égal  à  l'anele  FGH^  puifqu'Hs  ont  chacun  pour  me(are. 
la  moitié  du  même  arc  B  /  ^  &  parunt  Tangle  G  //f  eft. 
égal  à  Taqgle  EFB.  Or  les  côtés  FE^FG.UFB^  PH^ 
font  égaux  entr'eux.     Le  côté  CF£  fera  donc  égal  ai^ 
côté  B  E.   Donc  &c. 
Fie.  167.       On  prouvera  à  peu  près  de  même  dans  leÊcond  cas 
168.  que   les  triangles  FFiO  ^  FB  E  ,   font  femblahks  &L 

égaux  )  &  qo'ainfi  la  ligne  JS^K  eft  la  di£ference  des^ 
deux  cordes  BG ,  B£. 
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L  E  M  ^  E    I  L 

443*  Son  tnte  Table  dnt  le  fremier  rang  faraUele 
f enfermant  le  wmbre  ly  (^  le  fécond  la  lettrt  x  ^  le  ttoifième 
X  X — 1  fuit  le  produit  du  fécond  far  x ,  moins  le  premier  j  le 
quatfihne  x' — -3  x  foit  le  produit  du  trotféme  par  x ,  moins  le 
fecorUy  le  cinquième  x* — 4X  x-4-i  foit  le  produit  du  qua^ 
trième  par  x ,  moins  le  troifihne ,  (^  ainfi  de  fuite  k  P infini. 
Soit  de  pitié  un  arc  de  cercle  quelconque  A  R.  divifi  en  autant 
de  parties  égales  qu'on  votulra  ^  aux  points  D,E,F,  Q^&c  Fia.  xtf. 
Je  die  que  fi  le  premier  rang  1  de  la  TaUe  exprime  la  valeur  x?^* 
du  diamètre  B  A ,  é^  le  fécond  rang  x  celle  de  la  première 
eorde  BD  ^le  troijiéme  rang.xx — 1  exprimera  la  valeur  de 
la  féconde  corde  B  E ,  /^  quatrième  rang  x* — 3  X  cette  de  la  troi^ 
fème  corde  B  F ,  ^  ainfi  de  fuite  jufqu*à  la  dernière  B  R.  : 
en  obfervant  que  ces  cordes  deviennent  négatives ,  lorfqk^eiïof 
;paffent  de  t autre  cbté  du  point  B. 


jcr 

4^ 

r 

10^ 


1 1' 


.C   î 


2 

I  X 
I  XX 
I  X 
I  X 
I  X 
I  X 
IX 
IX 
I  X 
IX 

ix' 
ix 

IV 


Table  pour  la  divifion  des  arcs  de 
cercle  en  parties  égales. 

1 

—  3^ 

—  4xjf-f-  2 

—  5x'H^   5x 

—  6x*-+-   ^xx —      2 

—  7x^-^144^  —      yx 

gx    -f-2  0X*  ~    i6xx^      ,t 

' ^X^  ^IJX^  }0X*-+-       $x 

—  iox'-f-3yx* —  5ox*-i-  25x>f— 

—  11x^-4.44^^ —  77^'-+-   5  5^'  — 


I IX 


13C  j  i  x^^ — iix"-f-y4x*  — I  I2x'-j-ib'5x* — 36XX-+-    2 
I4<^  I  iV'— i)x"^-6  5x^—1  56X' -4^1 82  W* — 9ïx'H-l3* 

Car  I®.  Lorfqoe  Tare  y^it  cft  moindre  que  Ja  demie  F  lo.  169. 
drconfereoce  .AD B  ^d  Ton  mohiplie  une  corde  quel- 
conque  B  F  par  x  j  &  au'on  retranche  de  ce  produit  la    . 
corde  iï  £  qui  la  précède  y  on  aura  la  corde  B  G  qui  la 
laïc  immédiatement  ,  paifqae  félon  le  Lemme  prece^ 
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dent  C^(i).  SD  (x)  ::  B  F.  BE-^£G  tSX £ F.dC 
parcanc  BG  ^xBP —  BE.    Donc &c. 

r  I  o.  »70«  ***•  I-or^S"^  *'**'*'  -^  -R  cft  plus  grand  que  U  demie  cir. 
conférence  ADB  -yW  éd.  vifiole  que  l'origine  commune 
B  de  toutes  les  cordes  fe  trouvera  neccflairement  lui- 
l'une  des  parties  égale  comme  Crf/,  dans  lefquelles  l'arc 
^  R  eft  di,vjfé.  Or  l'on  prouvera  comme  dans  le  premier 
casque  le  troifiéme  rang  de  la  Table  exprime  la  valeur 
de  6Ey  le  quatrième  celle  de  5  F,  &  ainfi  de  fuite  juC 
qu'à  BG  :  mais  il  relie  â  démontrer  que  le  rang  qui  fuie 
celui  qui  exprime  la  corde  B  G ,  n'exprimera  point  la  va, 
leur  de. -+  ^Ji,màis  celle  de  —  JBH\  &  de  même  que 
le  rang  qui  fuit  ce  dernier  exprime,  la  valeur  de — ir/, 
&  ainfi  de  fuite  jufqu'i  —  BR. 

Selon  la  formation  de  la  Table,  le  rang  qui.fuie  celui 
qui  exprime  BG  ç^  xBGi —  Bt.  Or  par  le  Lemme  CE 
Ci).  Bi>  (x)  itBG.BF — 5 //,,&  partant — Bffzi 
xBG  —  BF'y  c'eft  i  dire  que  —  BH  vaut  le  rang  paral- 
lèle de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui  exprime 
la  valeur,  de  BG.  Mais-  félon  la  formation  de  la  même 
Table  ,1e  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut —  5"/f  eft  — xBH 
—  BG  valeur  de  S/,  puifque  félon  le  Lemme  xBMz^ 
BI-~^BG:.S£  de  même  le  rang- qui  fuii  celui  qui- vaut 
— */eft  félon  la  formation  de  cette  même  Table  — xSl 
-f  «H  valeur  de  la  corde  négative  —  BL^  puifque  fé- 
lon le  Lemme  xBltzBL^  BH.  Or  il  eft  vifible  qu'il 
en  eft  de  même  de  toutes  les  cordes,  qui  fuivenr  BJH  juf- 
qu'à  J  Jt  )  &  c'eft  ce  qui  reftoic  à  démontrer. 

CoKOLLAltLM     T; 

Fi^.  x6f^       444«  Db-ià.  il  eft  évident  que  fi  l'arc  AR  eft  di- 
»7o.  vifé  en  cinq  parties  égales  ,  le  fixiéme  rang  de  la  Table 

•*'  —  5*' H*; X  exprimera  la  valeur  de  la  corde  BR 
qui  foutend  l'arc  BR  différence  de  l'arc  -# if  &  de  la 
demie  circonférence  AD B^  que  s'il  étoit  4iyifé  en  fepc 
parties  égales  >  le  huitième  rang  fcroit  h  valeur  de  Rg^ 
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&  en  gênerai  qu'il  faut  augmenter  d'une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales  ,  afin  d*avoir  le  rang  de  la  Table 
qui  vaut  B  H  •"  en  obfervant  que  le  rayon  C^  st^  que 
la; première  corde  BDzi'X^iL  que  la  dernière  corde  Si/T 
eft  négative  lorfque  l'arc  AJi  tH  plus  grand  que  la  de^ 
mie  circonférence. 

COROLLAIRB     II.  ^     y 

445^  O  N  voit  par  la  compofition  de  cette  Table; 
1?.  Que  le  nombre  1  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire,  z?.  Que  les  coëfîciens  de  tous  le^ 
autres  termes  du  premier  rane  perpendiculaire  font 
égaux  à  Tunité.  3?.  Que  le  coëncient  d'un  terme  quel- 
conque de  tel  rang  perpendiculaire  qu'on  voudra  ^  eft  toâ^ 
jours  égal  au  coëncient  d'un  pareil  terme  dans  le  rang^ 
perpen£cttlaire  à  gauche  ,  plus  au  coëficient  du  terme 
qui  èft  au  de/Tus  de  lui  :  c'eft  â  dire ,  par  exemple ,  que  le 
coëficienc  14,  du  quatriénie  terme  14  x^  du  troiiiénM  rang 
perpendiculaire  ,  eft  égal  au  coëfîcient  5  du  quatrième 
terme  5  x*  du  deuxième  rang  perpendiculaire  qui  eft  le^ 
rang  a  gauche ,  plus  au  coëncient  9  du  terme  ^xx  qui' 
eft  au  defliis  du  terme  14^'. 

R  B  M  A  Rr  Q^tTB: 

44^-  S I  Ton  continuoit  à  diviier  la  circonférence  Pior  17e* 
en  parties  égales  aux  arcs  «^D,  D£,  &c.  au-deld  du 
ppint  jR  )  il  eft  clair  que  les  rangs  parallèles  de  la  Table 
qui  fuivenc  celui  quiexprime  —  B  R  continuSroienc  à 
exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négacires  qui  fot^ 
vroienc  Jii  ,)i}fqaUce  que  repayant  le  point  Belles  rede^ 
viendroient  encore  négatives  $  &  ainfî  de  fuite  altemaci-; 
vemenc  pofitives  te  négatives ,  autant  de  fois  qu'elles  pai^ 
fiéroient le  point  M  jufqu'd  rinfini.  ^ 
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Exemple    L 

447*  Coup  EU  un  arc  de  cercle  donné  AR  ^tn 
autant  de  parties  égales  AD^DE  ,  EF^FG^Uc.  qu'on 
voudra. 

Ayant  mené  le  diamètre  il f  &  la  corde  MR  ^  te 
nommé  le  rayon  donné  €A  ou  Cil,  i  ^  la  corde  don- 
née £i^)  ^  }  on  formera  une  égalité  dont  le  premier 
membre  fera  le  rang  parallèle  de  la  Table  qui  furpafle 
d*ttne  unité  le  nombre  des  parties  égales  3  &  le  fécond 
fera  'Z+a  ;  fçavoir  -+-^  lorfque  Tare  A  Rc(k  moindre 
que  la  demie  circonférence  ,  &  — a  lorfqu'il  eft  plus 
grand*  Or  il  eft  vifible ,  félon  l'article  443.  que  la  refo- 
hition  de  cette  égalité  doit  fournir  pour  Tune  de  (es  ra- 
cines X  9  une  valeur  B  D  telle  qu'ayant  décrit  du  point  J 
comme  centre  &  de  l'intervalle  i?l>  un  arc  de  cercle  ,il 
coupera  fur  Tare  donné  A  R  la  première  des  parties  égales 
cherchées  A  D. 

Qu'il  faille ,  par  exemple ,  divifer  Tare  donné  AR  tù 
trois  parties  égaler  j  on  trouvera  x^  —  }x^=i1^a  ^  dont 
l'une  des  racines  BD  terminera  la  première  des  trois 
parties  égales  qu'on  demande.  S'il  falloit  divifer  l'arc 
^R  tn  cinq  parties  égales,  on  auroit  x^  —  jx'-f-5x 
r=!  14.'^  }  &  de  même ,  s'il  falloit  divifer  en  (èpt ,  il  vien- 
droit  x^ — 7  ^'-+'  14^'— 7  x=r  Z^T  a  :  de  forte  que  toace 
la  difficulté  fe  réduit  a  trouver  les  racines  de  ces  égalités. 
Or  c'efl  ce  qu'on  a  enfeigné  dans  le  Livre  précèdent. 
Donc  &c. 

,  li  efl  d  remarquer  que  ces  égalités  font  les  plus  fim« 
pies  qu'il  eft  poffible ,  lorfque  le  nombre  des  parties  éga» 
tes  eft  un  nombre  preéiien  Mais  lorfqu'fl  e(l  compofé 
de  deux  ou  plufieurs  nombres  premiers  ^  on  divifera  d'^* 
bord  Tare  donné  en  autant  de  parties  égales  que  Tun  de 
ces:  nombres  a  d'unités  ,  &  enfuite  la  première  de  ces 
parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des  nombres 
reflans  a  d'unités ,  6c  ainfi  de  fuite  jufqu'â  ce  qu'on  ait 
épuifé  tous  les  nombres  premiers  ^  dont  le  produit  &r# 
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me  le  nombre  donné  j  ce  qui  donnera  enfin  la  première 
des  parties  égales  qu'on  cherche  :  fi  Ton  veuc^  par  exenv- 
pie ,  divifer  Tare  AJU  en  trenie  parties  égales,  il  faudra 
d*abordJe  divifer  en  cinq  ,  eniuite  la  première  de  ces  . 
cinq  parties  en  trois ,  &  enfin  la  première  de  ces  trois  en 
deux ,  pour  avoir  la  trentième  partie  qu'on  demande  >& 
cela  parce  que  yozz:  5  n^t^x. 

K  £  M  A  K  QJX  E      L 

44^*  X/£ux  points  donnés  ^,  it  ^  fur  lacirconée-  Fie.  i?»» 
rence  d'un  cercle  en  déterminent  non  fèulemenc^  deux  X7i,i7x&c» 
arcs^  dont  Pun  AR^A  moindre  que  la  demie  circonfb* 
rence,  &  Tautre  jiSR  plus  grand  5  mais  encore  une 
infinité  de  portions  ^  dont  les  unes  font  la  circonferén*. 
ce  entière  plus  Tare  AR  ,  deux  fois  la  circqbference 
plus  Tare  A  R ,  trois  fois  la  circonférence  plus  Parc  AR 
Uc.  &  les  autres  ibnr  kt^  circonfisrence  entière  plus  l'arc 
^BJi^  deux  ÊDis  la  circonférence  plus  Tare  ^BR ,  trois 
fois  la  circonférence  pluj^  Tare  ^BR  &c>dont  la^raifbn 
c(l  que  la  circonférence  d'un  cercte  rentrant  en  elliâf- 
même  ^  on  peut  confiderer  «ette  ligne  coui^be  comme 
faifànt  une  infinité  de  révolutions  autour  d'elle- mêbii^. 
Si  donc  l'on  nomme  Tare  AR  ^  d  y  la  circonférence  en- 
tière c  yVztc  ^RR  fera  c^-^dic  L'on  aura  ces  deux fui^ 
tes,         •  ::  .  1 

2^        c~i,i#— rf,3<— W,4^— <<»f*— i,ir— i,?^— W,«*-.rf,év. 

âui  expriment  par  ordre  toutes  les  portions  de  circoa* 
terences  terminées  par  les  deux  points  A  ,  R.  Cela 
pofé. 

*  Si  l'arc  uiD  qA  une  aliquote  quelconque  de  l'arc 
.  A  R  moindre  que  la  demie  circonférence  ^  &  qu'ayant 
infcrit  dans  le  cercle  un  poligone  DEJFGH  écc.  d'un 
pareil  nombre  de  côtés  â  commencer  par  le  point  Z)'j 
on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  ^  B  aux  angle;» 
du  poligone  les  cordes  BD^  BF  ,  B  G  ,  B  H  y Ms^ 
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je  dis  qu'elles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tons  les* 
termes  de  ces  deux  fuites,  dont  l'origine  fixe  eft  toujours 
au  point  A. 
F I •.  17U       Car  foitpour fixerles  idées  l'arc •/^ D  sr { ^ i il  eft clair 
que  l'arc  ABE  =1^,  Tare  ABBF  siti±i,  l'arc 

ADEFG  =sii±^ l'arc ^D£/GH  —li^qui  fonx  les 

f  « 

f^  parties  ou  les  aliquotes  pareilles  des  cmq  premien 

termes  de  la  première  iuice.  Or  fi  l'on  divife  telitutre  de  (es 

termes  qu'on  voudra  par  «5 ,  il  eft  vifible  que  le  quotient  ren- 

fisrme  au  jufte  un  certain  nombre  de  fois  la  circonférence 

.entière  plus  une  des  cinq  fraâions  précédentes.  Donc  puii^ 

^ue  la  corde  qui  termine  un  arc  y  dont  l'origine  eft  en  if , 

eft  la  même  que  celle  qui  termine  cet  arc  plus  la  circoofe. 

rence  répétée  autant  de  fois  qu'on  vetit ,  il  s'enfuit  que  les 

^cordes  £D^  ME ,  BF^BG ,  £H ,  terminent  \ts  cinquièmes 

parties  de  tous  les  termes  de  la  première  fuite.    On  proo» 

vera  de  la  même  manière  que  les  arcs  AH ^  AHG^ 

^AHGJPyAHGFEy  AHGFED  font  \t,%  cinquièmes  par- 

jties  des  cinq  premiers  termes  de  la  féconde  fuite  ^  &  qu'aiofi 

les  cordes  BH^iG  ^  BF^  BByBDy  terminent  les  cinquièmes 

parties  de  tous  les  termes  àc  la  féconde  fuite.    Mais  ii  eft 

vifible  que  cette  démonftration  fe  peut  appliquer  à  telle 

autre  aliqoote  qu'on  voudra  de  l'arc  AR.   Donc  &c. 

Fi««  17)*      Delà  il  fuit  que  fi  l'on  réunit  les  deux  fuites  prece- 
^74*  dentés  en  une  feule  d^cZ+d^  2r;+^,3^'Z5r^&cjlesdeux 

cordes  voifines  de  part  &  d'autre  de  la  plus  grande  ou 
première  BD  qui  termine  l'aliquote  AD  de  l'arc  AK 
-moindre  que  la  demie  circonférence ,  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  rTI^l  ^  de  la  fuite^ 
que  les  deux  cordes  votfines  de  celles-ci  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  troifiéme  terme  i  r  Zp  ^de  la  fuite; 
&  ainfi  â  Tinfini  de  deux  en  deux  jufqu'aux  dernières 
lorfque  l'aliquote  eft  impaire, &jufqu'à  la  dernière  lorf. 
qu'elle  eft  paire.  Ainfi  lorfque  l'arc  AD  tz^AR  ;^\t% 
cordes  BB^BH^  terminent  des  deux  arcs  ADE^AiH^ 
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cmcpiiëmes  parties  du  fécond  terme  cZ+dde  h  fuite , 
c*eft  à  dire  de  la  circonférence  plus  Tare  ^iS ,  &  de  la 
circonférence  moins  cet  arc  i  les  deux  cordes  BF^  BG^ 
voifines  de  celles-ci  termineront  deux  arcs  ADEF^ 
idHG^  qui  n:>nt  les  cinquièmes  parties  du  troifiéme 
terme  ir  iZ^jI  ^  de  la  fuite  :  &  de  même  lorfque  Parc  AD 
-ssijAR *y  les  deux  cordes  BE  ^BK ^  voifines  de  part  & 
d'autre  de  la  première  ou  plus  grande  B  D  terminent 
les  deux  arcs  AD E  ^  AK^  qui  font  les  (îxiémes  parties 
du  fécond  terme  r  ZjT  ^ }  les  deux  cordes  BF  yBH  ^  voi. 
iines  de  ces  deux- ci  terminent  les  deux  arcs  A  D  EF^ 
AKHy  {îxiëmes  parties  du  troifiéme  terme  xc^d-^  Se 
enfin  la  dernière  corde  BG  termine  les  deux  arcs 
ADEFG^AkHG  y  iîxiémes  parties  du  quatrième  ter. 
tne  }cZfd. 

.  On  entend  dans  les  remarques  fuivantes  par  cordes  im^ 
f  aires  ^  celles  qui  étant  prifes  de  part  &  d'autre  de  la  pre* 
miere  ou  plus  grande  BD  ^  (e  trouvent  dans  les  lieux 
impairs  à  commencer  par  cette  plus  grande  ;  &  par  cor- 
^s  paires ^ce^es  qui  étant  prifes  de  part  &  d'autre  delà 
inême  BD ,  fe  trouvent  dans  àts  lieux  pairs.  Ainfî  lorf^ 
xjue  Tare  AD=:  \AR  ^  les  cordes  BD ,  BF^  BG  ^  font 
^es  cordes  impaires,  &  les  cordes  BE^  B  H^  des  cordes 
paires  :  &  de  même  lorfque  l'arc  ADtssj  AR  -^Xes  cordes 
BD^SF^BH y  font  des  cordes  impaires  ,  &  les  côtés 
B  B^BK^BGy  font  des  cordes  paires, 

Re  mauqjje  il 

449-  S  1  l'arc  AD  eft  une  ali  quote  quelconque  de  Fie.  17J. 
Tare  AR  moindre  que  la  demie  circonférence  AR  B^  V4* 
&  qu'ayant  infcrit  dans  le  cercle  à  commencer  par  le 
point  D  ^  un  poHgone  DEFGH  &c.  d'un  pareil  noim* 
bre  de  côtés,  on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB 
aux  angles  du  poligone  les  cordes  B  Dy  B  E  ^  B  F ^B  G^ 
BH  &c  :  je  dis  que  les  cordes  impaires  lorfque  Tare 
^D  eft  une aliqugte  impaire  de  l'arc  AR\U  leurs  quar- 
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rés  lorfqu'il  en  eft  une  aliquoce  paire ,  expriment  les  ra^ 
cines  vi:aies  de  rëgaliré  qu'on  trouve  en  égalant  à  la  gran^* 
deuc  p.ofityve  -4-^ /le  rang  parallèle  de  la  Table  donc 
rexpofatK  furpafTe  d'une  unité  le  nocnbce  des  côtés  du 
poligone. }  &  que  les  cordes  paires  dans  le  premier  cas , 
&  leurs  quarrés  dans  le  iecond  »  expriment  les  racines, 
vraies  de  l'autre  égalité  qu'on  trouve  en  égalant  â  la. 
gr^ndeui!  negacive  —  a  ^  le  même  rang  parallèle  de  U 
Table. 
Fi  G.  171.  Soie  y  par  e^^em  pie ,  Tare  AD  iis^AK  j  je  disque  les^ 
173.  cordes  impaires  B  D ^  B F ^  BG y  font  les  racines  vraies 

de  l'égalité  a;*^ —  5  x*  -4-  5  at  k  .^ ,  &  que  les  cordes  paires 
Fia.  i7z.  BE  ^  £  H^  font  les  racines  vraies  de  l'autre  égalité 
i7+a  x] —  5  x'-|r  5  X  î=î  —  a.    Si  l'arc  X  Z>  cr  i  -^  -R  5  les  quar- 

-  rés  des  cordes  impaires  B  DyB  F^B  Hy  feront  les  racines 
vraies  de  l'égalité  x*- —  6  x*-+-  ^xx — ^x  CSv/ ,  &  les  quar. 
té$  des  cordes  paires  BE^B  K^BG^  feront  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  x*- —  6  x^-4-  ^x»  —  iC  —  a. 
Car  fi  l'on  propofe  de  divifer  la  circonférence  entiè- 
re répétée  un  certain  nombre  de  fois  plus  ou  moins  Tare 
AR  y  en  parties  égales  dont  la  première  foit  moindre 
que  la  demie  circonférence  ^  il  eft  clair  félon  Tanicle 
444  qu'on  formera  la  même  Table  que  pour  la  diviiioa 
de  Vixc  AaR  :  en  obfervant  que  les  cordes  doivent  chao- 
ger  necefliairement  uqe  fois  de  figne  (avant que  d'arriver 
à  la  dernière  BR)  lorfque  la  circonférence  n'eft  reperce 
ou  une  fois^par  ce  que  l'origine  commune  il  de  toutes 
ie  trouve  fur  l'une  des  parties  égales  ^  que  les  cordes  doi- 
vent  changer  deux  fois  de  fignes  ^lorfque  la  circonfé- 
rence eft  repietce  deux  fois ,  parce  que  rorigiiie  J  fe 
troure  neceilairement  fur  deux  des  partieségales  -^qu'elles 
doivent  changer  trois  fois  Jorfque  la  circonférence  eft  ré- 
pétée trois  fois  y  parce  que  l'origine  il  fe  trouve  fur  trois 
parties  égales,  &  ainfî  de  fuite»  La  corde  BR  fera  donc 
pofitive  lorfqvil  s'agit  de  divifer  en  partieségales  l'arc  AR 
&c  la  circonférence  répétée  un  nombre  pair  de  fois  plas 
Qix  moins  Tare  AiR  ;.&  négative  lorfque  la  circonfereKu 
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ce  efl:  répétée  un  nombre  impair  de  fois  :  c'eft  à  dire  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de 
la  Table  â  la  grandeur  poficive  ^  a.  Et  par  confequent 
les  cordes  impaires  ou  leurs  quarrés  feront  les  racines 
Traies  de  Tautre  égalité  dont  Tun  des  membres  eft — a. 
Ce  qu^il  fallait  ^  é'C. 

R  £  M  A  n  Q^U  E     III. 

45^*  JL E  s  mêmes  chofes  étant  pofées ,  d  Vmc  AD  F i g.  171; 
«ft  une  aliquote  impaire  de  Tare  AR^iïtÇt  clair  par  i'inf-  17). 
pedion  de  la  Table  »  que  tous  les  termes  pairs ,  c'eft  â 
<lire ,  le  deuxième ,  quatrième ,  fixiéme ,  &c ,  excepté  le 
dernier  terme  ^ ,  manquent  toujours  dans  les  deux  éga<- 
Jités  qu'on  trouve  félon  la  remarque  précédente.  Or 
Ton  fçait  en  Algèbre,  qu'en  changeant  de  fignes  les  termes 
pairs  d'une  égalité^ on  ne  fait  qu'en  changer  \q%  racines 
vraies  en  fauues  &  les  faufles  en  vraies.  D'où  il  fuit  que 
les  cordes  paires  qui  font  des  racines  vraies  de  Tégalité 
dont  ^l'un  \ats  membres  efl — a^  deviendront  àt^  racines 
fauflès  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres  efl  ^  a. 
Par  exemple ,  fi  l'arc  AD  i:z\A Ryl^s  cordes  impaires 
SD%  BF^  JïC?,  feront  les  racines  vraies  de  l'égalité 
x* — 5x*H-îx  ss^,  &  les  cordes  paires  B  E^  B H^  en 
feront  les  racines  Biufles. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dernières  Remarques  plu- 
fieurs  Théorèmes  la  plupart  entièrement  nouveaux,  tou- 
chant  Tinfcription  des  pôligones  réguliers  ;  fi  Ton  fait  at- 
tention que  la  grandeur  connu<!  du  fécond  terme  d'Une 
égalité  renferme  la  fomme  de  fes  racines ,  que  celle  do 
troifîéme  terme  renferme  la  fomme  des  plans  alternatifs' 
de  fes  racines  \  que  celle  du  quatrième  terme  renfermé  la 
fomme  des  fotides  alternatifs  &c^  &  enfin  que  le  dernier 
cernée  eft  égal  au  produit  de  toutes  \ts  racines  les  unes 
par  les  autres.  Jen  mettrai  ici  quatre  à^^  pridcipaux^ 
après  avoir  fait  la  Remarque  fuivante  qui  peut  être  de 
quelque  utilité. 
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Kemak  qjj  1,  I  Y. 

ViQ.iju        45'*  Lbs  mêtpes  chofes  étant  pofëes  que  dans  lâ: 
X7J.  Kemarque  preccdenre ,  où  Ton  veut  que  Taliquoce  ^  D 

de  Tare  ^  Bi  foit  impaire  j  je  dis  qu'entre  Les  cordes  ren- 
fermées  dans  la  demie  circonférence  A  KB  qui  contient . 
Tare  AR^\^  dernière  ou  plus  petite  B  F  foûtend  un.  arc 

5  F  qui  efl:  à  Tare  BU, ,  en  même  raifon.que  Tare  ^  D  à . 
.rare  ^  R. 

Car  foit  l*àrc  A  D  h  cinquième  partie  de  l'arc  AR^ 

6  par  confequent  Tare  DE  la  cinquième  partie  de  la* 
circonférence  ^  il  eil  clair  que  la  demie  circonférence  • 
AR3  contiendra  deux  fois  &  demie  Tare  DE  ^  c'eft  i . 
dire  »  deux  fois  Tare  D  £  ou  bien  Tare  D  EF  phis  la  cin» 
quiéme  partie  de  la  demie  circonférence.    Donc  Tare 
AD  plus  Tare  S  F  vaut  la  cinquième  partie  de  U  demie 
circonférence  ARB.  Donc  puifque  ^  D  eft  la  cinquième 
partie  de  tare  AR^iX  s'enfuit  que  £F  (ëra  auflî  la  cin- 
quiéme  partie  de  Tare  B  R  complément  i  deux  droits 
de  Tare  AR.    Mais  ce  que  Ton  vient  de  démontrer  fub- 
fffte  avec  la  même  force ,  foit  que  Tare  AD  foit  la  cio* 
quiéme  partie  de  Vztc  AR^  pu  bien  une  autre  aliquoce 
quelconque  impaire.   On  a  donc  eu  raifon  de  dire  en  ge^ 
neial  &c. 

De  là  on  voit  que  (î  Ton  nomme  b  la  corde  B  R  d'un: 
arc  quelconque  B  R  moindre  que  la  demie  circonféren- 
ce, dont  le  rayon  eft  i  ^  &  que  Ton  forme  une  égalité* 
dont  Tun^des  membres  foit  ^^  &  l'autre  le  rang. parallèle, 
de  la  Table  qui  furpafle  d'une  unité  le  nombre  des  pas- . 
ùts  égales  dansiefquelles  l'arc  BR  doit  être  divifé  :  cet- 
te égalité  aura  pour  l'une  de  (es  racines  la  corde  Bt 
de  la  première  de  its  parties ,  &.  par  confequent: pour  une. 
autre  de  (t%  racines ,  la  corde  B  G  de  la  première  d'an: 
piareil  nombre  de  parties  égales  de  l'arc  ^vf  £  comple*. 
men(  i  quatre  droits  de  Tare  MR^^ 
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452'  s  i  Pon  in  fait  au  dedans  etun  cercle  un  foliyme  re.  p  j  ©,  j-,^ 
gitUer  quelconque  D  É  F  G  H  &c  (fun  nombre  impair  de  cbtés  -  • 

df  qu'on  tire  d'un  point  quelconque  ^  de  U  circonférence  â  touf 
les  angles  du  ^oligone  des  cordes  BD,  BE,  BF,  BG,  BH, 
ZCC'.je  dis  ^ 

ï".  Si^  lafomme  des  cordes  impaires  B  D ,  B  F ,  B  G  &c 
4  commencer  far  la  flus  grande  B  D  fera  toujours  égale  k  la 
fonme  des  cordes  fuir  es  B  E ,  B  H  &c  i  c'efk  k  dire  que  la  flus 
fetite  corde  B  F — B  E  -h  B  D  —  B  H  -ï-  B  G  &c  s  o. 

Car  menant  le  diamecre  j5^,  &  prenant  l'arc  ^r 
qui  contienne  Tarc^D  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtes  ,  il  eft  clair  comme  Ton  vient  de  voir  qae  il 
l'on  nomme  la  corde  BKya'^.U.\t  rayon  CA  ou  CB ,  i  • 
les  cordes  impaires  SD  ^^B  F  ^  BG  é-Cy  feront  les  racines 
vraies,  &  les  cordes  paires  BE  y  BH  é-c ,  \ts  racines^ 
fâttiïes  de  l'égalité  qui  a.  pour  l'un  de  ks  membres  -^a. 
Or  puifque-  le  fécond  terme ,  qui  félon  qu'on  démontre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  à^s  racines ,  manque  toû- 
jours  dans  cette  égalité }  il  s'enfuit  &c. 

i».  Quefi^on  mené  le  diamètre  B  A ,  d*  qu* ayant  fris  l'an- 
A  R  qui  contienne  l^arc  A  D  autant  de  fois  que  le  foligone  a- 
de  cbtés  ,  on  tire  la  corde  B K  :  /r  froÂit  BDwBEttBFx' 
BG«BH  &ci?  toutes  les  cordes  BD,  BE,BF,BGy 
B  H  &c  les  unes  far  les  autres  tfera  toujours  égal  a»  froduit. 
de  la  corde  B  R.  far  une  fuijfanee  du  rayon  C  A  qui  ait  four- 
gxfofant  U  nombre  des  cordes  — - 1. 

dar  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  a  j  qui/que 
iR^a^ta  qu'on  prend  dans  la  Table  pour  l'unité  le 
tttyon  C  A,  Ôr  comme  le  terme  a  eft  toujours  le  dernier 
terme  de  l'égalité  qui  a  pour  fes  racines  toutes  les  cordes 
BBy  BEiJfF,BG^BHé'Cy6cque  le  dernier  terme 
dNine  czalité  contient  toujours  félon  ce  qu'on  démontre 
en  Algèbre  le  produit  de  toutes  ks  racines  :  il  s'enfuit  &c. 
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Theokesme    II. 

Fijc.  ^i.        453*  S 1  ^^  iî/iv//^  «»^  ifc«w>  circonférence  AEB  ^  m 
•  *  nombre  quelconque  impair  de  parties  égales ,  dont  les  deux  pre^ 

mieres  foient  tare  A  E  ,  les  quatre  premières  tatc  A  EF ,  ^ 

ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux  jufqu'm  la  dernière  j  f^  qu^on  tirt 

les  cordes  B  E ,  B  F  &c  :;>  dis , 

i<*.  Que  la  première  de  ces  cordes  B  E ,  moins  la  féconde  B  F, 

pUiS  la  trot fième  ^  moins  la  quatrième  &c.}uf^*à  la  demien 

inclufivement  5  eft  toujours  égale  au  rayon. 

!•.  Que  le  produit  B  E  H  B  F  &c.  de  toutes  les  cordes  les  unes 

par  les  autres  ,  efi  égal  à  une  putjfanco  cotrvenatle  du  rayon. 

Ainfi  dans  cet  exemple  oà  le  membre  des  divi fions  efi  ^^^aà 

il  ri  y  a  par  confequent  que  deux  cordes  BE,  B  F  ^  m  auta 

i^BE^BF-iCA.    2^  BEHBF=!aCA\ 

Car  infcrivanc  dans  le  cercle  entier  le  poligone  régu- 
lier EIG  H  donc  le  nombre  des  cotes  foie  égal  au  nom- 
bre des  diviitons^  commencer  par  le  point  A  j  &  tirant 
^e  Tautre  ejctremité  ^  du  diamètre  ASi  tous  les  an- 
gles de  ce  poligone  des  cordes  BD^  B  E  ^  B  H  ^  SI, 
BG^  &C'^  il  eft  clair  l^  Que  la  plus  grande  de  ces  coe^ 
^es  iî  D  eft  égale  au  diamètre  BA^ôc  qu^ainfi  Tare  ^ï> 
étant  nul  ou  zéro  ^  Tare  ^  Alç  fera  auflî  j  d'où  Ton  voit 
que  la  corde  B  R  ièra  auffî  égale  au  diamètre  B  A.  i^ 
<^ue  les  cordes  BE^BH^BF^BO&c^  étant  prifcs 
deux  â  deux  font  égales  entr*elles.  Or  cela  pofé ,  fi  l'on 
^applique  le  Théorème  précèdent  â  ce  cas  particulier  ott 
en  verra  naître  celui-ci.   Donc  &c. 

Theouesme    IIL 

Fi.«.  %jx.       454*  b  I  t^n  infcrit  au  dedans  d^unrerde  wi poligone  txu 

^     gulter  quelconque  DEFGHK  &c,  dont  le  nombre  des  cbtk 

Jiit  pair  j  ^  que  £un  point  quelconque  B  de  laàrcanferenee  , 

on  tire  À  tous  les  angles  de  ce  poligone  des  cordes  B  O  ^  B  E  ^ 

BF,BG,BH,BK&c.  xjedis^ 

l^.  Que  la  femme  tant  des  quarrés  des  cordes  impaires  B  D, 
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BF,ïiH,^»edes  cordes  paires  BE,BG,  BYi^efi  égale  mu 
quarrè  du  rayon  C  ^pris  autant  défais  que  lepoUgone  a  Z  cètés. 
Car  meDapc  le  diamètre  BA^bc  prenant  Tare  AR 
qui  contienne  Tare  ^B  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtés  ^  il  eft  clair*  qu'en  nommant  la  corde  5  -R ,  ^  j  ^-^^.44^ 
&  le  rayon  c^  ou  C5  , 1 5  les  quarrcs  des  cordes  inu 

flaires  B  D  ^  B  F  ^  BH  &c^  feront  les  racines  vraies  de 
'égalité  dont  Tun  des  membres  eft  ^a  j  &  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE^BK^BG  ^c^  feront  le^ 
racines  vraies  de  l'autre  égalité  dont  l'un  d^  membres 
eft  — a.  Or  le  coëficient  du  fécond  terme  de  chacun^. 
de  ces  deux  égalités  oui  contient  la  fomme  de  leurs  ra* 
cJnes^eft  toujours  égal  au  auarré  du  rayon  pris  autant  de 
fois  que  le  poligone  a  de  cotés ,  comme  l^on  voit  dans  la 
Table.   Donc&c.       *  '  . 

a^*  Q!f^fi  ^^  ^^^^^  ^^  diamètre  B  A  j  (^  qu* ayant  frirP^trc^ 
AK  qui  contienne  autant  de  fois  l*arc  A  D  que  le  poligone  a 

de  cités ,  on  tire  la  corde  B  R  :  /r  produit  BD^  i^  BF*  »  BH*  &c. 
des  quarrés   des   cordes  impaires  y.  efi  égal  au  produit  de- 
B  A  ^  B  R  par  une  fuiffance  convenable  du  rayon  ,  f^'avoUr* 
B  A  -+  B  R  lorfqie  le  nombre  des  cbtés  du  poligone  eft  Jim. 
fUment  pair  ^  &  B  A^ —  B  R<  lorfquUl  eft  pairement  pair , 

c\e^  k  dire^  divifihle par^y&  le  produit  bE*  ti  BG*  ti  BK*  &c. 
des  cordes  paires ,  eft  égal  au  produit  de  B  A  ji  B  R  par  la^ 
même  puifànce  du  rayon  ^  f^avoir  h  k^-^^K  dans  le  premier 
cas  &  B  A+BR  dans  le  fecend.     ' 

Car  nommant  Jî  jR ,  ^  i  &  le  rayon  CA^  i  j  il  eft  clair 
que  les  quarrés  des  cordes  impaires  BD  ^BF^BH&c^, 
font  les  racines  d'une  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier 
terme  i"I+^  ^  c'eftiàdire  B  ^  ^j^b  a  j  &  de  plus  que  lés^^ 
quarrés  des  cordes  paires^  R  ^  BG\^Bic  (fc y  font  les 
racines  de  l'autre  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier  ter* 
œe  2 ^a ,  c'eft-i-dire  Bji^BR.    Or  comme  le  der- 
nier terme  d'une  égalité  contient  toujours  le  produit  de. 
toute»  fes  racines  ^ils'enfuitAc^  - 
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COROLLAIHE. 

^  455-  JL/  E*LA  il  eft évident  i^Que  la  fommedesqoar. 
tés  de  toutes  le^cordei  tant  paires»  qu'impaires ,  eft  égal  au 
quarrc  du  rayon  multiplie  par  le  doubie  du  nombre  des 
côtés  du  poligone  ,  c'eft  à  dire  ici  que  H  F  -f-  h  £^ 

^Fd^  ^T]c  ^Tld  -\-Tg  ^xxUZi^,  1^  Que  la 
différence  des  quarrés  àts  cordes  impaires  avec  \ts  quarrés 
des  cordes  paires ,  eft  toujours  égale  i  zéro,  c'eft  à  dire, 
que  B  J  —  1 1  ^B D*— ^T* -f-^77*— .Tg* «. o.  30^ 
Que  le  produit  des  quarrcs  des  cordes  impaires  plus  celui 
des  quarrés  des  cordes  paires,  eft  égal  au  quadruple  d'une 
puiflance  pareille  du  rayon  ^  c*eft  â  dire,  que  B^F  «  B U 

^  TJi^^^n\  1ÎK^J^^^^C^\  4<>  Que  la  différence 
de  ces  deux  produits,  eft  égale  au  double  de  la  corde  ^iS 
multipliée  par  une  puiftance  convenable  du  rayon  >  enob- 
fervant  que  le  produit  du  quatre  des  cordes  impaires ,  fur* 
paffe  celui  des  quarrés  des  cordes  paires ,  lorfque  te  nooi- 
ore  des  côtés  du  poligone  eft  (împlement  pair ,  &  au  con. 
traire  qu'il  eft  moindre,  lorfqu'il  eft  pairement  pair  :  c'eft 
i  dire  ici,  que  B  F^hTd\  BH^  —  ~\^\iG* 
^siB  R^  C^^.  ^®.  Que  le  produit  des  quarrés  de  toutes 
les  cordes  tant  paires  qu'impaires  les  uns  par  les  autres  ft 
fa  toujours  égal  au  produit  de  i3?* — Bit*  =  Byfz^BH 

*  B ^zt  BR^^^  R^àczuk de  Pangle  droit yfRB , par 
ime  puiffance  convenable  du  rayon  :  c*cft  à  dire  en  ex- 
trayant de  part  &  d'autre  les  racines  quarrees ,  que  le  pro. 
duit  de  toutes  les  cordes  eft  égal  au  produit  de  la  corde 
vrf  R  par  une  puiffance  du  rayon  moindre  d'une  unité  que 
le  nombre  des  cordes  5  par  exemple  ici,  BlnBBnBJ) 
nBKnBH^BG^ARnCA\ 

Theoresme    IV. 
Fie.  *7;.        450.  ^  I  ton  divife  une  demie  circonférence  kT>B  ennn 
nmbre  ^uelcon^ue  fair  de  fartfes  égaies  ,  dm  U  fremerê 
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jfSiV  tara  AD  ^  les  trois  premières  tare  AD  E,  les  cinq  fre^ 
Tmeres  tare  AD  EF,  &  ainjs  de  fuite  de  deux  en  deux  juf^ 
fu*à  ù  dctniere  ^  dt  qn*on  tire  les  cordes  BD^BË^BF&c: 
je  dis  ^ 

i®.  Que  la  pmtme  des  quartes  de  ces  cerdes  efi  égale  au 
quatre  du  rayon  pris  autant  defoisquUly  a  de  divt fions.  Cefi 

À  dire  ici^  oà le  nombre  des  divifions  efi  6 ^  que  B  D  +B  E 

•4-BF*=6CÂ\ 

2®.  ^e  le  produit  des  quart  es  de  ces  cordes  les  uns  par  les 
autres ,  vaut  le  double  de  la  puijfance  convenable  du  rayon. 
.Atnfi  BD%ÏÏb\BF*î=iCA^,  e^/>^r  confequent  BD 

Car  infcrivanc  dans  le  cercle  entier  un  poligone  regu* 
lier  DEFG  H  K^  dont  le  nombre  des  côtés  Toit  égal  au 
nombre  des  divifions ,  i  commencer  par  la  première  D  j 
&  tirant  de  Textremité  B  du  diamètre  j4 B ^i  tous  les 
angles  de  ce  poligone ,  des  cordes  BD^BK^BE^BH^ 
BF  ^  UG;  il  eft  clair  que  les  cordes  BDyBKyBE^  BH^ 
3  F ^  BG  ^  &c.  étant  prifes  deux  à  deux  font  égales  entr*. 
«Iles  ^  &  partant  que  (i  Ton  applique  les  articles  premier  8c 
troifîeme  du  Corollaire  précèdent  â  ce  cas  particulier  ^  oa 
en  verra  naître  ce  Théorème. 

Exemple    XIL 

457'  iNSCHiiiE  dans  un  cercle  donné ,  un  poli.  Pic.  17J. 
gone  régulier  quelconque ,  dont  le  nombre  des  côtés  foit 
donne. 

On  peut  regarder  ce  Problême ,  comme  n'étant  qu'un 
cas  particulier  de  l'Exemple  précèdent.  Car  fi  Ion  fup- 
JH>re  que  la  corde  B  R  devienne  nulle  ou  zéro  ^  il  s'en- 
fuit que  Tare  y^  R  qu'elle  termine  deviendra  la  demie 
circonférence,  Or  fi  Ton  propofe  de  divifer  la  circonfé- 
rence entiers  en  un  nombre  quelconque  de  parties  éga- 
les ,  il  eft  évident  qu'en  diviûnt  la  demie  circonferencç 
4ansce  même  nombre  |&  prenant  la  féconde  corde  au 
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lieu  de  h  première,  elle  terminera  la  première  des  par^ 
ties  demandées.   Par  exemple ,  fi  Ton  divife  la  demje  cir- 

Fio.  iTtf*  conférence  ^D5  en  feoc  parties  égales  ^D^DE^EF^ 
*  JG,  GH^HIy  IB  y  la  féconde  corde ^£  terminera 
Tare  ^  B  qui.  cft  la  feptiéme  partie  de  la  circonférence 
entière.  D'où  Ton  voit  qu'en  égalant  â  zéro  le  rang  pa- 
rallele  de  la  Tabk  qui  furpaflè  d'une  unité  le  nombre 
'  des  côtés  du  poligone ,  on  formera  une  égalité  dont  la 
plus  grande  des  racines  x  exprimera  la  valeur  de  la  cor- 
de ^7)  qui  termine  Tare  ^D  moitié  de  Tare  cherché 

^jirt.^^i.  ^E.    Mais*Ci?  {i).  B  D  [x)  Il  B  D  [xy  B  E^^B  A , 
&  par  confcquent  fi  Ton  nomme  la  fec^onde  corde  BE^ 
z^  j  on  aura  x  x  —  5;^-+  2.    Si  donc  Ton  fait  évanouir  par 
le  moyen  de  cette  égalité  l'inconnue  .v  dans  la  prece- 
dente,  on  en  formera  une  nouvelle  dont  la  plus  grande 
ratine  z^  exprimera  la  corde  BE  qui  termine  Tare  cher- 
ché ^  E.   Ain  fi  dans  nôtre  exemple ,  en  égalant  â  zéro 
le  huitième  rang  parallèle  &  divifant  par  x ,  je  trouve 
cette  égalité  x*- —  jx^  -+  14 xx  —  7  cr  ^,  dans  laquelle 
mettant  à  la  place  dexx^fa  valeur  ;?^  -+  i ,  à  la  place  de 
X*  le  quarré  de  cette  valeur  &c.  je  la  change  en  cette, 
autre  sC — ^^ — ^^"^  ^  ^^  >  dont  la  plus  grande  des 
racines  2;^exprime  la  valeur  delà  corde  BE  qui  termioç 
Tare  ^  E  feptiéme  partie  de  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  générale  de  trouver 
immédiatement  toutes  ces  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  eft  impair  qui  efl  le  feul  cas  ne* 
cefiaire  ^  puifque  s'il  étoit  pair  ,  on  le  reduiroir  toujoor5^ 
en  le  divifant  par  r ,  autant  de  fois  qu'il  feroic  poffible^ 
en  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  Ja  cir- 
conférence ,  on  auroit  par  la  bifiëâion  d'une  des  parties 
égales^  réitérée  autant  qu'il  feroit  necefiaire^  Tare  qu'on 
demande. 

Soie  con(bruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier 
rang  parallèle  étant  i,  &  le  fécond  ^ —  i  j  le  troifiéme 
2;;?^ — z^ — I  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  ^,  moins  le: 
premier  j.  le  quatrième  ^ — ^Xr—xzj^i  foie  égal  ao  pro- 
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duic  du  troi/îëmepar  ^^  moins  le  fécond  ;  &  ainfi  d  l'in. . 
fini.  Soie  formée  une  égalité  dont  l'un  des  membres  étant 
zéro»  l'autre  foit  le  rang  parallèle  de  la  Table  »  qui  ait 
pour  expofànt  la  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cô.. 
tés  du  poligone.  Je  dis  que  la  plus  grande  des  racines  ;^ 
de  ceitte  égalité ,  terminera  un  arc  qui  aura  pour  corde , 
le  côté  cherché  du  poligone. 


7' 


I  Table  four  Nnfcriptim  tks  poUymes 

x^-^i  réguliers  dans  le  ceriU. 

^'— ^^— *^-+* 

^*— ^*— 3^^-4-t^-f-   I 

^'-^'-.6;?,'H-5^*H-io;^*-.  6^x>^  4^-4-   I 

^'  — ^'  — 7^^' -l-éi^'  -4- 1  5^*— I OJ!;.'  —  I  o^jH-  4K,  +  ? 


Qu'il  faille ,  pair  exemple  ,  infcrire  dans  un  cercle  un 
liepragone.  ^Je  prends  le  quatrième  rang  parallèle  de  la 
Table ,  parce  que  4  eft  la  plus  grande  moitié  de  7 ,  &  l'é- 
galant à  zéro  j'ai  ^ — x^\ — li^H- 1  !=«,  dont  la  plus 
grande  racine  k  exprimera  la  valeur  de  la  corde  £  £,  qui 
terinioe  l'arc  ^  B  feptiéme  partie  de  la  circonférence  en. 
tiere  j  pour  le  prouver. 

Soit  un  arc  de  cercle  ^  R  moindre  que  la  demie  cir.  F 10.  xy^, 
conférence  divifé  en  un  nombre  quelconque  impair ,  de 
parties  égales  aux  points  DyB^F^G  (^a  it  (oient  me- 
nées de  l'extrémité  B  du  diamètre  B^ ^les cordes  B D , 
B  E^BFyBG  é-c  y  jufqu'à  la  dernière  B  R.  Ayant  pris 
l'arc  A  S  égal  â  l'arc  ^  D ,  foit  tirée  la  corde  £  5 ,  & 
foient  nommées  la  première  corde  BDoxxSSyX^lc 
la  féconde  be^^  Cela  pofé »  on  aura  félon  le  Lemme 
CB  (i).  BE  (j^)  x'.BD  {x).  BF-i-BS,  Et  par  confe- 
qwntBF^XxK. —  x.  De  même  CB  {i).BE  (xj::  BF, 
BD^BH^  £tpar  confequent  BHxsa^B F—B D-, de 
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.  même  encore  CB  (i).  BE{x^::  BH.  BF^BR^  & 
partant  BR^tz  x^B  H — B  F  :  c*eft-à  dire ,  que  la  cinquiè- 
me corde  BH  tù,  égale  au  produit  de  la  troifiéme  BF  par 
z^^  moins  la  première  B  D  ^  que  la  feptiéme  BR  ttï  égale 
au  produit  de  la  cinquième  B  H  par  x^^  moins  la  troiûeme 
B  f'^Sc  ainfi  â  Tiofini  de  toutes  les  cordes  impaires.  D'oà 
Ton  voit  que  H  Ton  conftruit  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant  x ,  &  le  fécond  xz — x  j  le  troifiéme  x  z,  z — xz 
— -X  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  z^ ,  moins  le  pre- 
mier j  le  quatrién^e  xz,^ — x&z — ^ix;6  +  i  foit  égal  au 
{produit  di!  troifîéme  par  z  moins  ie  fécond  ;  &  ainfi  a 
'infini  :  les  rangs  de  cette  Table  exprimeront  par  ordre 
toutes  les  cordes  impaires  BDyBF^BH^BR^dc Tare 
^R.  Or  les  rangs  de  cette  TaWe  n'étant  autres  que 
ceux  de  la  précédente  multipliez  chacun  par  x ,  il  s'en* 
fuit  qu'en  fuppofant  que  la  dernière  corde  BR  devien» 
I  !«•  174.  ne  nulle  ou  zéro  (  ce  qui  arrive  Icrfque  Tare  ^R  devient 
la  demie  circonférence^)  &  faifant  ce  qu'on  vient  de 
prefcrire  ,  on  aura  une  égalité  donc  Tinconnuë  z,  expri- 
mera la  féconde  corde  B£  qui  termine  Tare  ^  £  quitft 
contenu  autant  de  fois  dans  la  circonférence  entière, qoe 
Tare  ^D  qui  en  efl  la  moitié  ^  Ted  dans  la  demie  cir^ 
conférence. 

IL  faut  remarquer  l^  Que  les  égalités  qu'on  trouve 
de  cette  manière  font  les  mus  fimples  qu'il  efl  poflible , 
lorfqne  le  nombre  des  côtes  du  poligone  efl  un  nombre 
premier  :  mais  que  lorfqu'il  cfk  compofé  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  premiers ,  il  faudra  divifer  d*abord  Iz 
circonférence  entière  en  autant  de  piarcies  égales  qie 
le  plus  grand  de  ces  nombres  a  d'unités ,  &  eo faite  une 
de  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  L'un  des 
nombres  reftans  a  d'unités  ,  &  continuer  jufqu'â  ce  que 
tous  les  nombres  premiers  qui  compofenc  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  fbienc  épuifés^   x^.  Qu'eo- 
tre  les  cordes  qui  panent  du  point  i? ,  &  qui  (oxït  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  ^EB  ^  les  impai- 
ves.â  commencer  par  k  plus  grande  B£.  font  les  racines 
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vraies ,  U  les  paires  les  faufles  des  égalités  qu-on  trouve 
par  cette  méthode  :  ainfi  les  cordes  B  E ,  J2/^  font  les 
deux  racines  vraies  de  l'égalité  zl — ^^Cr-"i  ^+ 1  K^ ,  & 
la  corde  BG  en  eft  la  fauffe.  3"^.  Qu'entre  les  racines  de 
ces  fortes  d'égalités  ,  la  plus  petite  eft  la  corde  d'un  arc 
qui  eft  la  moitié  de  celui  qu'on  cherche  :  c'eft  à-dire  dans 
cet  exemple,  que  la  plus  petite  racine  J5/  de  l'égalité 
^-^ — zj^ — i^-+-  ï  S::^,eft  la  corde  d'un  arc  ^/ qui  eft là-^ 
quatorzième  partie  de  la  circonférence; 

R  E  m:  A  H  QJJ  E^ 

45 ^*  I  L  eft  vifible  dans  cette  dernière  Table  ,  que  ' 
tous  les  termes  du  premier  &  du  fécond  rang  perpendicu. 
laire  ont  chacun  pour  coëficient  l'unité  ^  que  ceux>  du 
troifiéme  &  du  quatrième  rang  ont  pour  coëficiens  les 
nombres  naturels  1,133, 4  &c ,  qoi  fe  forment  par  Tad- 
dition  continuelle  des  unités  ^  que  ceux  «du  cinquième  & 
du  faiéme  rang  ont  pour  coëficiens  les  nombres  triangur 
laires  i , },  6^  10  &c  qui  fe  forment  par  l'addition  contU 
nuelle  des  nombres  naturels  5  que  ceux  du  feptiéme  & 
du  huitième  rang  ont  pour  co&Sciens  les  nombres  pira- 
midaux  i ,  4, 10  &c,  qui  fe  forment  par  l'addition  conti- 
nueUe  des  triangulaires  ^  &  ainirà  l'infinrde  deux  en  deux  c 
des  nombres  d'un  ordre  fuperieur  qui  fe  forment  par  Tad^^  - 
ditioQ  continuelle  de  ceux  du  dernier  ordre.^ 

LEMME    I. 

459*  O^ii^ y  ^  fi^^^ndem  cercle  k^^  deux arc^s égaux  Fi«,  177. 
AD ,  E  F,  d&m  l'un  A  D  ait  fin  cammencUtnent  en  Nne  des 
extrémités  A  dm  diamètre  A  B ,  ^  l'autre  £  F  fiitpris  far  tout 
^Pan  voudra  i  &  ^yn  tire^  les  cordes  B  D ,  B  E ,  B  F ,  ^ 
AD,  AE,  AFijedif,  I^  Q^e  ABhBF  STBDhBE 
— AD  H  AE.  2^  Que  AB  h  AF  =:  BD  h  AEH-AD  h  BB: 

Car  les  trois  triangles  redangles  ^DG  (le  point  G 
eft  ici  le  point  d  mtertedion  des  cordes  .SD,  ^F) ,  ^EBi 
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SFG  font  fcmblables  emr'eox  -,  puifque  Tangle  ^GB 
ou  MGF  ayant  pour  mefure  la  moitié  des  deux  arcs 
£F t^By^Vi  égal  i  l'angle  ^^£  qui  a  auflî  pour  me. 
fure  la  moitié  des  deux  arcs  S  F^  f  E^oa  ^ D.  Si  donc 
Ton  nomme  le  diamètre  yiJi y  i  >  les  cordes  M D^  x^ 
^D^yi  SE, Vij4£,:^i  on  z\irzC.B£{v). E^ix.):: 

^D(y).DGtr^^iL]^Sirunt£Oou£D  —  DGs=jr 
^'S.  i«>.^^(i).^£(*>::  SG(x—'Jr).  BF'^z.vx 

,^jx.  c'eft  i  dire  (  puifque  ^ 5  =ri )  que  ^BxBF 
mmB  Dh  B E — j4D  h-^E.  Ce  qu'il  failoit  dcmoncrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  ^  £(  V  ). -ff  >^  ^i  )::  ^  i)  (/).  ^  G  =1.  Et 

V 

^Biiy^E[x:^iiBGfx-~.<:)  G/=:x*  — i^jlc 

fZfUnt  JC^GF  OU  ^ F wmXZ^l^^LmcXZ^V^, 

puifqul  caufe  du  triangle  reclangle  ^ EB  on  trouve 
1 — ciSa-WiC^eft  â  dire  que  >f/^  ou  ^if  h  ^ F^mBD 
Mj^E'+'^DhBF.  Et  c'eft  ce  qui  rcftoit  à  démontrer. 

L  E  M  M  ^    IL 

460.  Soit  firmee  mne  Tahle ,  dont  h  premier  ranf^  féu 
rallete  étant  compofé  de  deux  parties  x  C^  y ,  tans  les  amns 
le  foient  auffî  Çelon  cette  règle  i  la  première  partie  di  tel  ran^ 
parallèle  qiion  voudra  ^  vstut  ta  première  partie  du  rang  paralle- 
le  qui  le  précède  immédiatement ,  multipliée  far  x  y  moins  la 
jeconde  partie  du  même  rang  multipliée  par  y  :  (^  la  féconde 
partie  vaut  la  même  première  partie  multiplié  par  y  ,  plus 
la  même  féconde  multipliée  par  x.    Soit  de  phus  un  arc  de  cercle 
Fi«.  17t.   q^^conque  A  R  moindre  que  la  demie  circonférence  divifé  eu 
autant  de  parties  égales  qu'on  voudra ^  aux  points  D  ,  d^F| 
G,&c.    Je  dk  que  file  diamètre  k^xzzx  y  &  les  deux  pre^ 
mteres  cordes  BDr:x,ADsryj  toutes  les  autres  cordes 
B  E ,  B  F  ,  B  G  tic  y  feront  exprimées  par  les  premières  pat  ties 
dm  deuxième ,  troifîéme  ^  quatrième  ,  ^r.  rang  parallèle  ,  ^ 
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les  autres  cordes  carre/pondantes  A  E ,  A  F  ,  A  G ,  bic^par  les 
fécondes  parties  des  mêmes  rangs.  .Ainfi  B  G  étant  la  quatrié-^ 
me  corde  ,  vaut  la  première  partie  x*  —  6  y  y  x  x  -+-  y*  du 
quatrième  rang  parallèle  y  d^fa  correspondante  A  G  vaut  la 
féconde  partie  +7  x' — 4  y^x  du  mime  rang. 


I«' 

X 

y 

1« 

*» —  yy 

tyx 

3^ 

«* — jyy^ 

IJXX^^     jfJ 

4^ 

**—  ^jy^x^  y^ 

4jfAf* —  ^y^x 

r 

x'^^ioyyx^^  fy^x 

fyx^-'^ioy^xx^  y* 

6«. 

x^^^jfyyx^^iSy^xx'' 

-y' 

^)X*  -^x^y^x^^éy^x 

r 

j^— iijr;«J-|.jfjf*«i. 

— 7jp^* 

yyx^^-^ify^x^'^xiy^xx^x^ 

Car  il  efl:  clair  félon  le  Lemme  précèdent  que  le  produit 
d*une  corde  quelconque  £F  par  la  première  corde  £D 
(x  ),  moins  le  produit  de  la  corde  correfpondante  ^  F , 
par  l'autre  première  corde  ^  D  (j^)  exprime  la  valeur  de 
la  corde  i^c;  qui  fuit  immédiatement  B  F^U  audi  que  U 
corde  AG  vaut  £1  »  AD  {y)^j4Fn  BDifc).  Donc  &c. 

Corollaire. 

^6u  S  I  l'on  ajoute  enfemble  ks  dèu:f  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  Table  précédente  y  en  met- 
tant par  ordre  tous  les  termes  qui  les  compoient  félon 
les  difierens  degrez^es  puiiTances  dex  ^  on  tormera  cet^ 
te  nouvelle  Table  qui  contiendra  par  ordre  les  termes^ 
de  toutes  Its  puiâances  du  binôme  x-4-/:en  obfervanr 
que  le  premier  &  le  fécond  terme  doivent  être  pris  affir-^ 
mativemenc ,  le  troifiéme  &  le  quatrième  négativement, 
tt  ainfi  alternativement  de  deux  en  deux  jufqu'au  der* 
nier.  Ainfi  le  troifiéme  rang  parallèle  contiendra 
jr'^-+-3jrxx — 377* — /  >  c'eft-âdire  le  cube  du  binôme 
jr-{*7  9  dont  on  prend  les  deux  premiers  termes  afEr^ 
mativement^fic  les  deux  derniers  négativement  :  de  mê- 
me  le  cinquième  rang  parallèle  contiendra  x '-4*5^  ir^ 
-— iojj^jr'~-iO;;'xx-4-57^x-4-/>qui  efl  la  cinquicmc 
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puiffance  du  binôme  x  H-jr ,  dont  le  premier  &  le  fécond 
•terme  lent  pris  affirmativement ,  le  troifiéme  &  le  quatriè- 
me négativement ,  le  cinquiem*e  &  le  fixiémc  affirmative^ 
ment  ^  ôc  il  en  eft  ainfi  de  tou5  les  autres  rangs  à  l'infinL 


1^'  xx-f-ix  —    yy 

y    jc'^i  XX-    iyyx  —     >| 


6^ 

7^ 


X 

? 


4c    j^*4-4'^'—   6vyxx^  4V*x  -4-     ^* 

jc  x'-4-y>x*— iovi'a:'— ioi^'xx-4-  ji^AT -4-    y 

'-       •-f.6;;c'_l  5y>^A*  — 10/' v'-f-15  *cx-+.    6/x  —  / 

Car  fi  l'on  fait  attention  â  la  manière  dont  la  Table 
précédente  cft  formée  ,  on  verra  que  tous  les  termes  de 
chacun  de  (es  rangs  parallèles  font  formés  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précède,  multiples  par  x  &  par/^ 
&  joints  par  des  (ignés  -+-  &  —  ,en  telle  forte  que  les 
termes  des  deux  parties  qui  conrmofent  chaque  rang^ 
étant  mis  par  ordre  ^  félon  les  dififerens  degrés  de  Tin- 
connuc  x ,  il  y  a  de  îuitè  deux  (îgnes  -+- ,  &  après  deux 
lignes  —  )  &  ain(i  alternativement  jufqu'au  dernier. 

^  £  M  A  K  QJ7  £• 

462.  1 L  eft  vifîble  dans  cette  dernière  Table  .que 
tous  les  termes  du  premier  rang  perpendiculaire ,  ont 
chacun  pour  coëficient  l'unité  ^  que  ceux  du  fécond  rang 
ont  pour  coëfîciens  les  nombres  naturels  i ,  1 ,  5 ,  4,  &c , 
qui  fe  forment  par  l'addition  continuelle  des  unirés; 
que  ceux  du  troi(ién)e  rang  ont  {four  coëfîciens  les  nom. 
bres  triangulaires  1 , 3  ,6  ,  io^&c,  qui  fe  forment  par 
l'addition  continuelle  des  nombres  naturels  ;  que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  coëfîciens  les  nombres  pi« 
ramidaux  1^4^  10^  20^  &c,  qui  fë  forment  par  l'addition 
continuelle  des  triangulaires  ^  &  ainfi  à  l'infini  de  rang 
en  rang  en  avançant  vers  la  droite ,  les  nombres  d  ua 
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ordre  fuperieur  ^ Te  forment  par  Taddition  conrinuelle  de 
«ceux  de  Tordre  immédiacemenc  précèdent. 

Exemple    XIII. 

4^5/.  U  N  arc  de  cercle  A R  étant  donné  j  le  divî-  Fia.  178. 
'fer  en  autant  de  parties  égales  qu'on  voudra^  aux  points 
DjE  ^FyG  ^ci  par  une  méthode  diiFerçnte  de  celle  de 
'l'Exemple  dixième. 

Ayant  nommé  le  diamètre  A B^i  j  les  cordes  don- 
nées B  R^a  '^  A  R  ^b  *^c\\x\  terminent  Tare  donné  A  R  j 
'•&  les  cordes  inconnues  £D  ^x  -^  A  D^y  î(\yn  terminent 
Tare  cherché  AD  -^  on  élèvera  le  binôme  jc-+-^  à  une 
puillance  dont  Texpofant  (bit  égal  au  nombre  des  divi- 
sons. On  formera  deux  égalités ,  dont  la  première  aura 
pour  l'un  de  Tes  membres  fa  donnée  a ,  &  pour  Tautrc 
tous  \^s  termes  impairs  de  la  puillance  de  x-f-jr,  joints 
par  des  fignes  -|-  &  —^alternatifs  j  &  la  féconde  aura 
pour  Tun  de  ks  membres  la  donnée  b ,  &  pour  l'autre 
tous  les  autres  termes  de  la  même  puifTance  du  binôme 
xH-j/,  joints  encore  enfemble  par  des  fignes  alternatifs 
•+-  &  — .  On  fera  évanouir  Tune  ou  Tautrc  des  incon- 
nues X  ouy^  par  le  moyen  de  TégaUté  xx  sri  — y  y  ou 
y  y  rs  i  —  x  x ,  qui  fe  tire  du  triangle  A  D  J3  reûangle  en 
D  :  ce  qui^onnera  enfin  une  dernière  égalité  où  il  n'y 
aura  qu'une  feule  inconnue  x  ou/ ,  dont  la  refolution 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue  i7  i7  ou  ^  i)  qui 
termine  Tare  cherché  AD. 

Qu'il  faille  ,  par  exemple  ,  divifer  lare  cherché  A  R 
en  lept  parties  égales  aux  points  D  ^  E  y  F  ^  G  y  H  ^L 
Je  prencis  la  ieptiéme  pumance  x'  -+7>'x*-+  ii/>x' 
•+  3iy  ^^  '^  y^y  X*  -+  i  I  ^'  X  X  -+  jy^  X  — f/^  dii  bmome 
xH-/,  de  laquelle  je  forme  les  deux  égalités  asM^x^ 
*^ii/j'x*-+3^y  x' — 7J'x\&^=•7J|fx^— 3*y  <*H-ii>Vx 
^^y^.  Et  taiiant  evanoiiir  dans  la  première  de  ces  deux 
légalités  l'mconnuë/,  ou  dans  la  féconde  l'inconnue  x^ 
par  le  moyen  de  l'égalité //ttii<i*.xx  ou  xxmmimm.yy^ 
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je  forme  l'une  de  ces  deux  oouvellei  égalités  ^  sr  ^4  x^ 
—ni a'  H-j6x*  —  7Arou  h  'zzyy — 56^  -+ui>' — 6jy% 
qui  ne  rentcrme  plus  qu'une  leule  inconnue  ,  éc  donc  la 
reiolurion  qui  fe  fera  félon  les  régies  du  Livre  précèdent, 
fournira  pour  Tune  de  (c%  racines  x  ou^,  une  valeur  £D 
ou  ^  D  qui  fervira  à  déterminer  la  première  des  parties 
égales  demandées.  Tour  cela  eft  une  fuite  des  deux  arti- 
cles precedens. 

Il  eft  à  remarquer  que  fi  Tare  ^  R  étoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence  ,  celle  des  deux  égalités  pré- 
cédentes qui  a  pour  Tun  de  ks  membres  -+  ^  fert  éga- 
lement fans  y  rien  changer ,  mais  dans  l'autre  il  faut  chao- 
ger  le  membre  -+  ^  eu  —  a  j  donc  la  raiion  eft  que  la 
corde  £  R  {a)  paiTant  de  l'autre  côté  du  point  £  devient 
négative  de  pofitive  qu'elle  étoit ,  au  lieu  que  la  corde 
j4  RtiQ  repayant  point  de  l'autre  côté  du  point  ^  demeu- 
re  toujouri  pofitive. 

L  E  M  M  E     I. 

4^4»  vc^  £  d^Tis  un  quatre  quelconque  de  ccûules  on 
remfUJfe  de  Lu  lettre  a,  tcutes  les  cellules  dufmnter  rang  fa. 
raHele  y  de  la  lettre  b ,  toutes  les  cellules  du  premier  rang  fer^ 
fendiculuire  ,  excepté  la  première  j  &  ensuite  toutes  les  autres 
cellules  par  le  moyen  de  cette  règle  j  c'eji  à  f^avoir  qu*une  cellule 
doit  toujours  être  égale  â  celle  qui  eft  au  dejjus  pllk  h  ceUt  qui 
eft  à  gauche  :  de  cette  forte  on  aura  le  quatre  de  cellules  quon 
voit  ici.    Or  cela  pofé  j 

6.  7. 


I.-   1. 


5- 


I. 

— 

14^      h 

M-i.  3* 

î. 

f«-^IO^ 

7^ 

1»^  t.\h 

)4«^     h 


6m^  4^ 


imâf^iQà 


4*-l' 


104«^     5^ 


tOi»-«-  Ifi 


I  f4»«**tO^ 


&  iM^l  fà 


xts^S^ 


)!«-•-  hè 


f4s^  7%k 


S44^iié^ 


5«-l^ 


if4«i>    éh 


Ji«-*-  M^ 


70MMFféi 


»io«-i*  %fù 


UiM»     7^ 


f^«-^  iti- 


i&^it'i^  S4A 


lùiM-lft^  -Af  4«^ua^ 


4fM«^éa 


y^  ^/V-  qu'une  cellule  ^uelcon^ue  eft  égale  à  la  teMnU  ^i  eft 
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à  gauche  plus  s  toutes  celles  qui  font  au  deffus  :  c'eft  k  dire  ^ 
par  exemple  ^  que  La  quatrième  cellule  4  a  --4-  6  b.  dM^roifiéme 
rân^  perpendiculave ,  efi  égale  à  la  cellule  a  — f  3  b  qui  eft  k 
gauche  ^  (^  qui  par  confequent  efi  la  quatrième  du  fécond  rang 
perpendiculaire ,  plus  k  toutes  les  autres  a-+ib,a«-fb,af 
qui  font  au  de(fus  d'elle  dans  ce  fécond  rang. 

Car  fuppoianc  que  ^,  r,  d^  e\  exprimenc  les  quatre  pre- 
mières cellules  du  fécond  rang  perpendiculaire  ^  &  ^  ^f% 
Î;^  A,  les  quatre  premiers  du  troificme  rang  ^  on  aura  par 
a  formation  du  quarrc  de  cellules^  —  ^•+gig  Sr^"+A 
fzzc^a^  &  partant  A=r-+<'-f^-+^îce  qu*il  i^al- 
loit  prouver.  Or  il  eft  vifîble  que  cette  demondration  (è 
peut  appliquer  a  tel  nombre  de  cellules  qu'on  voudra  de 
deux  rang)  perpendiculaires  voifins.   Donc  &c, 

COROLLAIJIE. 

A-^y  Puis  q^u  i  toutes  les  cellules  excepte  celles  du 
premier  rang  parallèle  &  celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire^ font  compofées  de  deux  termes  dans  Je  premier 
defquels  fe  trouve  la  lettre'^»  &  dans  le  fécond  la  let- 
tre b  i  il  s'enfuit  1®  Qge  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre 
ét^  t^  égal  au  terme  où  fè  trouve  la  même  lettres  dans 
la  cellule  gauche  ,  plus  i  tous  les  termes  où  elle  fe  ren« 
conrre  dans  les  cellules  qui  font  au  dedus  de  celle  cL 
2^.  Que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  b^  efl  égal  au  ter- 
me où  fe  trouve  la  même  lettre  b  dans  la  cellule  à  gau- 
che/plus  i  tous  ceux  où  ellç  fe  trouve  dans  les  cellules 
qui  font  au  defTus.  Âinfî  le  terme  \^a  de  la  cinquième 
cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire,  efl  égal  au 
terme  5^  de  la  cellule  à  gauche,  plus  aux  termes  4^,3^, 
xa^va^  qui  fé  trouvent  dans  les  cellules  qui  font  au  def^ 
fus  de  celle-ci  >  &  de  même  lo^  e(l  égal  au  terme  10^  de  la 
cellule  â  gauche  ,  plus  aux  termes  6  ^  ^  3  ^ ,  1  ^ ,  de  toutes 
les  cellules  qui  font  au  deffus. 
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LEMME    IL 

4  (3  6 .  Si  l'on  multiplie  le  terme  oàfe  trouve  la  lettre  a  dans  ^ 
vne  cellule  quelconque  y  par  lafomme  des  expo  fans  de  fon  rang 
paraffele  ^  de  f^n  rang  perpendiculaire  moins  i ,  j^-qtCon  divisé 
le  produit  par  texpojant  de  fon  rang  perpendiculaire  moins  i  jj> 
dis  que  le  quotient  fera  égal  k  ce  terme  plus  k  tous  ceux  qui  font 
au  de  [fus  de  lut  :  v'eft  à  dire ,  par  exemple ,  que  fi  P  on  multiplie  ' 
le  terme  i^zde  la  cinquième  cellule  du  quatrième  rangperpen* 
diculaire  par  5-4-  4  —  2  es  7 ,  d^  qu^on  divife  le  produit  par 
4  —  I  tr  3  j  /^  quotient  35a  fera  égal  au  terme  i^  a  plus  k  tous 
les  auties  foa  ^  6  a ,  3 a^  1  à  ,  fi^i  font  au  dejfus  de  lui. 

Cela  eft  vifible  dans  toutes  les  cellules  du  deuxième 
fang  perpendiculaire  ,  puifquelles  contiennent  toutes  le 
même  terme  i  a.  Or  je  vais  démontrer  que  fuppofé  que 
cette  propriété  fe  rencontre  dans  un  rang  perpendiculai- 
re quelconque, elle  fe  trouve  ncceffairement  dans  cçlui 
qui  eft  â  droit  5  d*où  il  fuivra  que  puifqu*elie  fe  trouve, 
dans  le  deuxième  rang  perpendiculaire ,  elle  feraaufli  dans 
le  troifîéme  ,  que  puifqu'elle  fe  rencontre  dans  le  troific- 
me^  elle  fera  auffi  dans  le  quatriémje  ^  &;  ajnfî  de. fuite  a. 
l'infini.    Pour  le  prouver 

Soient  a  ^  c  ^  d  y  e  ^  f  ^c  ^  autant  de  termes  cju'on 
voudra  de  ceux  où  fe  trouve  la  lettre  a  ^  dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  i  commencer  par  le  pre- 
mier \  a^g^h\k^lyé'C\xTi  pareil  nombre  de  termes  du 
rang  qui  eft  à  droit  â  commencer  auffi  par  le  premier, 
{oit  de  plus  m  égale  â  la  fomme  des  expofâos  moins 
1  des  rangs  perpendiculaire  &  parallèle  de  la  cellule 
où  fe  trouve  le  terme /^  &  r  égale  â  TexpolàDt  moins  i 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.   Pârlafuppo* 
^Art.^^^.  fition  i/^-^f-v-ï^  d^  cJr  a^^l,  S=f  ^«.y-^^. 

^c^ac=nk^'::r:ld^d^c^am^h,'!^=lcMmC^a 
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-4--^ en  mettant  pour/-+-^-4-^-f-r-4-^  fâ  valeur/,  &r 
pour  I  ^+  zt/-4-  5  r-4-4'>/  fa  valeur  k^h^g^a:  tranf- 

pofant  d^unepart  /&  de  l'autre — i  *^  +  ^-+-gj-+-^,  on- 
aura  —  »  ;è  -4-  /^-f-  g  -f-  ^  =  ^I  /;  multipliant  de  part  & 
d'autre  par  r^  divKant  par  r-f- 1  j  &  ajoutant  de  partôû^. 
d*autjre/,il  vient  enfin Jlt.'/«./^  k^h^g^a.  Mais^ 

comme  le  rang  perpendiculaire  de  la  cellule  où  iê  trouve  4 
furpaflè  d'une  unité  celui  de  la  cellule  où  fe  trouve/^  Sc: 
que  leur  rang  parallèle  demeure  le  même  9  il  cft  évident 
que  la  propriété  marquée  pour  chaque  terme  où  fe  trouve 
la  lettre  a  dans  un  rànrperpendiculaire  quelconque ,  con- 
vient auffi  au  terme  /du  rang  perpendiculaire  qui  eft  à' 
droit.  De  plus  puifque  cette  demonftration  fubfifte  égale- 
ment tel  que  puiflèêtre  le  nombre  de  termes  des  deux 
rangs  perpendiculaires  voifîns  ^il  s'enfuit  que  ce  que  Ton- 
vient  de  montrer  par  rapport  au  terme/, fera  vrai  auflli- 
regard  de  tout  autre  de  (on  rang  perpendiculaire. 

Si  ron   fuppofe  à  prefent  que  n  exprime  en  gênerai 
Texpofant  d*un  rang  parallèle  quelconque  autre  que  le* 
premier  ^  on  verra  que  la  première  cellule  de  ce  rang  ne 
renferme  aucun  terme  où  la  lettre  ^  fe  rencontre  5  que 
la  féconde  renferme  toujours  i  a  j  qpe  fi  l'on  multiplie 
iM  parllîlilli— ^,  on  aurais  pour  le  terme  où  fe^ 
trouve  la  lettre  a  dans  la  rroifiéme  cellule  5  &  de  même' 
que  fi  lott  multiplie  1^  par  l^iZZi..!:?:! ,  on  aura- 

Zan^^^pow  le  terme  où  fe  trouve  a  dans  la  quatriè- 
me cellule  :  de  forte  que  cette  fuite  o ,  la.l^g,!^ H^:^ a ^. 
*ir  îl^  ^  -^î- ^,  ^  «r-—  n —  ^  JzZa  &c.  exprimera^- 
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{}zr  ordre  tou^  les  termes  oà  fe  trouve  la  lettre  a  ^  dans 
es  cellules  du  rang  parallèle  dont  n  eft  Texpofant.  Ainiî 
£ifsr  jukifntceo»  i^f^a^ija^j^a  cfr^  exprimera  par 
4)rdre  tous  les  termes  où  le  trouve  la  lettre  a  dans  les 
eellules  du  cinquième  rang  parallèle* 

LE  MME    IIL 

4^7*  î>  ï  ^^  multiplie  le  urme  oàfe  trouve  la  lettre  h 
Jans  une  cellule  quelconque  ^farJafomme  des  expofans  de  fon 
rang  faraUele  é-  de  fon  rangperpendiculaire  moins  i,  (^  qu'on  di^ 
vi Je  le  produit  pat  iexpojant  de  fon  fan^perpersdimUire  ijedk 
que  le  quotient  fera  iydk  ce  terme  plus  i  tons  ceux  qui  font  au 
aeffusde  lai  :  e'efi  l  dire ,  par  exemple  y  que  fi  t m  multiplie 
le  terme  lob  de  la  cinquième  ceOtde  du  troifème  rang  perpen- 
Jiculaire  par  5-+3  — 1  =  6,^  qu'on  J^vife  le  produit  par 
3,  on  aura  loh  pour  la  fomme  du  terme  lob^^  de  tous  les 
autres  6h  ^yh^  ib^  ^i  font  au  deffus  de  lui: 

II  eft  vifîble  que  cette  propriété  ie  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  les  cellules  reo. 
ierment  la  même  valeur  1 6 ,  excepté  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  ^  ne  (e  rencontre  point.  Or  de  cda 
ièul  Pon  proùTera  coornie  Ton  vient  de  faire  dans  le 
Lemme  précèdent  à  l'égard  des  termes  qui  font  mdti. 
pies  dc,a^  qu'elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  fecond  rang 
perpendiculaire ,  dans  le  troiiîéme ,  dans  le  quatrième, 
h  ainfî  dans  tous  les  autres  â  Tinfîni.  D^où  Pon  conclu^ 
m  que  dadefigne  Texpolant  d'un  rang  p^raHele  quticoB- 
que  autre  que  le  premier }  la/uice  1  i ,  !ÏZZ!  ^,!!^  ^  -  ^t 

mera  par  ofdre  tous  tes  termesoùfe  trouve  la  lettre  ^dtas- 
les  cellules,  du  rang  parallèle  dont  n  eft  rexpofanc.  Ainfi^ 
fi»x=;5,  la  fuitei?,4^,  10^,  10 ^,35^,(7'^, exprimera 
par.  ordre  tous  les  termes  où  fccrouAre^dans-lecici^ué- 
me  rang  parallèle* 


Digitized  by 


Google 


Des  PnoiLESwEr  oc'rtJiMiHE's.    44).. 

COILOLLAIHE. 

4^«  1  L  fuit  de  ces  de«x  derniers  Lemmes  ,  que  fî 
l'on  ajoure  par  ordre  tous  les  termes  de-  cette  fuite  i 
ceux  de  la  précédente  ,  on  en  formera  une  ^  lè^ia 

-H  —  H  -—  ^  ^  --•  iç     ^  — ^  ^  , — .  è  ^c  ;.  OU  en 
abrégeant  rexpreffion  ,^,  ^^îllZlIi,  ^-4.^^^  i<  ! ,  ^ 

exprimera  par  ordre  coures  \^^  cellules  du^^  Mog  paMilete 
de  la  Table  dont  »  eft  l*expo(aoc. 
D'où  Ton  voit  que  par  le  moyen  de  cette  /îiite  ,  on 

Eeut  trouver  to«t  duo  cotip  telle  côilule  qu'on  voudra^, 
îs  expofans  de  fon  rang  parallèle:  fie  perpendiculaire 
étant  donnes  j  puiliju*  preDantdansUiufte  générale  le 
terme  qui  répond  i  Texpo^ânedu  rang  perpendiculaire  5 
c'eft'i  dire ,  le  (jjuatriéme,  terme ,  fi  le  rang  perpcndiculai- 
le  cft  le  quatrième^  le  dnqdléme v.s*ri  cft  le  cinquième 
&c^^  omettant  dans  ce  xttm^  à  la  place  de  ar  PearpoTaor 
du  rang  parallèle  ,  on  aura  la  cellule  que  Ton  cherche. 
Qjie  Ton  demande,  par  exemple^ la  çinqméme. cellule 
dir  quatrième  rang  perpendiculaire.  5>yant  rois  dans  le 
quatrième  «rœe  a  H-  *.^  b  h  f .  ^  2Jli ,  i  \^  ptacc4e  • 

Itexpofanc  j  do  rang  pafalWe  de^  la  celitiie  on  trouvera  > 
a  -f  7  b  H  i5,c*eft^à  dire ,  15^-+  2  o^' pour,  cette  cellule  j, 
&  il  en  eft  ainii  de  toufes  les  a;uYres. 

E  E  MME    FV. 

4^9-  S  v^fonfàù  a  sa  1  ^  b  =  idans  le  quatre  de  celi 
bdes  de  l^unide  464^^  on  le  chan^era^en  celui-ci  i  duquel  je  diS' 
fue  le  premier  rang  parallèle  contient  de  fuite  le  premier  ter^ 
Wêe  de  tams  les  rangs  perpendiculaires  de  îa  Table  de  farticU^ 
443  i^J^  fécond  rang^^paraMele  Jés  féconds  termes  j  le  troifienm' 
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ran^y  les  ttoifémes  termes  j  ^  ainfi  de  fuite  à  i infini. 
^.1.   j.    4*     j.     6.     7. 


I. 

1 

1 

1 

1     1     1    !      1      I 
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196  5}^ 

•■«^  - — 

^. 

7i*7 

77 

iSi. 

J78  714 

7. 

S.'jj'iii  I9ff67i;ij8él 

Cela  eft  une  fuite  Daturellc  de  l'article  445 ,  &  de  la 
formation  du  quarré  de  cellules  de  l'article  464 ,  explû 
qu^e  dans  ce  même  article  &  dans  le  fuivant  465. 

Co  no  LLAIKE. 

47^*  b  I  l'On  fait  ^  s  I  &  ^  S 1  dans  la  fuite  ge- 
tierale  de  Tarticle  46S.  ^,^-+^=î^,^-+î=:i*H!, 

on  la  changera  en  cette  autre  \ ,  ?lî:i .  2JLi  ^  *   Lîi  je 
i  H  lli,2±Z  H  ï  M  !L±.'  H  l±i  &c,  par  le  moyen  delà. 

quelle  on,  trouvera  tout  d^un  coup  le  coëficient  de  tel 
terme  qu'dti  voudra  de.  la  Table  de  l'article  443,  fon 
rang  perpendiculaire  &  le  quantième  qu^l  y  occupe  étant 
donûcs;.    Voici  la  règle. 

On  prendra  dans  cetce  fuite  le  termç  qpi  çcpond  aa 
rang  perpendiculaire  donné ,  c'eft  â-dire  le  troiuéme,  fî 
c'eft  le  troifiéme  rang ,  le  quatrième,  fi  c'eft  le  quatrié- 
fpe  &c  )  &  ayant  mis  dans  ce  terme  à  la  place  de  n  le 
nombre  qui  expofe  le  quantième'  du  ternie  dans  Yoa 
rang  perpendiculaire  ,  c*eft.  à-  dire  4/il  eft  le  quatrième , 
5,  s'il  eft  le  cinquième  &c/oft  aura  le  coëficient  qu'on 
cherche.  Si  l'on  demande,  par  exemple ,  le  coëficient 
^u  quatrième  terme  14^;'  du  troifiènfie  rang  perpendiciu; 
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îaire  ;  on  mettra  dans  le  troifîéme  terme  î^  ><  -  à  la 

X  I 

place  de  n  le  nombre 4)&  l'on  aura  14  pour  le  coëfîcienc 
cherché. 

Car  rexpofanc  du  rang  perpendiculaire  du  cocficienc 
pris  dans  la  Table  de  l'article  445 ,  eft  le  même  que  Tex- 

f)orant  du  rang  perpendiculaire  du  quarré  de  cellules  de 
'article  précèdent  ^  &  le  quantième  que  ce  coëficient  oc 
cupe  dans  fon  rang  perpendiculaire ,  e(t  Pexpofant  du  rang 
parallèle  du  quarré  de  cellules.  D'où  Ton  voit  que  cette 
règle  n'êd  qu'une  application  de  celle  de  l'article  468,4 
ce  cas  particulier  on  a,izzi  &c  6zi  u 

L  É  M  M  E     V. 

47'*  i)  I  ^^  ^^^  I  i  /i^  flace  de  b,  dans  le  quarte  de 
teUules  de  l* article  464  j  on  le  changera  en  celui-ci ,  dont  je  dis 
que  les  rangs  perpendiculaires  contiennfnt  par  ordre  tous  les 
nombres  qu*on  appelle  Figurés  :  f^avoîr  le  premier  rang  les 
nombres  du  premier  ordre  qui  font  les  umtés  ,  le  fécond  rang  les 
nombres  naturels  ou  du  fécond  ordre  qui  fe  forment  par  ^addi^ 
tion  continuelle  des  unités  ,  le  troifième  rang  les  nombres  trian^ 
gulatres  ou  du  troifième  ordre  qui  fe  forment  par  ^addition  con" 
ttnueUe  des  naturels  ,  le  quatrième  les  nombres  piramidaux  ou 
du  quatrième  ordre  qui  fe  forment  par  l'addition  continuelle  des 
triangulaires  y  é^  ainfi  a  l'infini. 


!• 

1.     J. 

4.  s- 

6. 

7. 

I. 

I     JI_ 
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■  ■  ■■ 
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7. 

y  ïS]8^itù^^6i\fi^\ 

Car  félon  lè  même  article  464 ,  chaque  ceUule  eft 
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égale  à  celle  qui  eft  à  gauche,  plus  à  coûtes  les  autres  ((m 
font  au  dedus. 

M.  Pafchal  a  fait  un  Traité  qui  a  pour  titre  Triangle 
Arithmétique  ,  xlans  lequel  il  confidere  les  propriétés  de 
ces  nombres  ,  &  fait  voir  qu'ils  font  d'un  très,  grand  uÉi- 
ge  dans  plufieurs  queftions  d  ArichnMtique. 

CoilOLLAIR.E« 

47^'  b  I  l'on  fait  ^  =ri  &  ^  t=i  I  dans  la  fuite  gênera- 
le  de  l'article  468.^,^  H- îr.'^^.^^îîri'^  k  l,a^:Zl: 

Kl  H  ^^\^^!!=3K  l\  l:îl!  H  !^^&cUnchaL 

géra etb cette  autre  1,  »,*  h  ^-',f  ^  *"t*  jt  "•*•*  *  ^ 

!^*  H  î^  X  î-^'  &e ,  qui  icrvira  à  trouver  tour  d'un 
».  3  4 

coap  tel  nombre  figwrc  qu'on  voudra,  fon  ordre  étant  don- 
né avec  le  quanticme  qu'il  y  occupe.  Voici  comment. 

On  prendra  dans  cette  dernière  fiiite  le  terme  qui  re- 
pond à  l'ordre  donne,  c'cft  â-dire  Je  troificme ,  û  e'cû  le^ 
troiiîcme  ordre,,  k  quatrième ,  fi  <:*e£b  fe  quatrième  or- 
dre  &c  i  &  ayant  mis  à  la  place  de  n  le  nombre  qui  ex, 
pofe  le  quantième  du  nombre  figure ,  c'eft  à-diie  4 ,  s'il- 
doit  être  le  quatrième .  5  ,>'il  dott  être  le  cinquicme'&c^ 
on  aura  ce  nombre.  Qu'il  faille ,  par  exemple ,  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  j,  je  mets  dans  le 
quatrième  terme  î  h  îl±'  x  titt  de  hi  fiiite  i  la  place 
de  n  le  nombre  j ,  &  j'ai  j5  pour  le  nombre  cherché. 

Ceci  n'eft. autre  chofe  que  l'application,  de  la  rcgje  de 
l'article  46t.  i  ce  cas  particulier! 

B  &  Q  B  L  I  5  M  1      L 

frime  paroràte  tous  Us  termes  ehmramparaUeU  qmeUmMe^ 
étt  la  Tatif  ek  U  divifim,  des  arcs  de  Ltmclg  44^ 
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Comme  k  croifiéme  terme  d'un  raog  perpendiculaire 

<]uelconque  de  cetce  Table  ,  répond  toujours  au  premier 

du  rang  qui  eft  à  droit  ;  il  s'enfuit  que  Gm^i  exprime  en 

Eenerai  l'expofant  du  rang  parallèle ,  il  faudra  trouver  dans 
;  premier  rang  perpendiculaire ,  le  cocfîcient  du  terme 
dont  le  quantième  eft  mH*  i  )  dans  le  deuxième ,  le  coëfi- 
<uent  du  terme  dont  le  quantième  eft  »— f- 1 — z  ou  m — ij 
-dans  le  troi(îéme ,  le  coëficient  du  terme  dont  le  quantié- 
me  eft  m — i — i  ou  m — 3 ,  &  ainfî  de  fuite  en  diminuant 
toujours  de  2  le  quantiènM  du  terme,  a  mefure  que  le  rang 
perpendiculaire  avance  vers  la*droite.  Il  faudra  donc  félon 

la  règle  de  l'article  470.  mettre  dans  le  fécond  terme  ^!^ 
à  la  place  de  n  le  nombre  m — ^^i }  dans  le  troifiéme  terme 
^•^^  ^  làh  place  de  n  le  nombre  m — 5 ,  dans  le  quatriè- 
me terme  ^^^  H  îî^  à  la  place  de»  le  nombre»— 5  j  dans 
Je  cinquième  Î±Z  if  !  x  ilJ  n  2±î  à  la  place  de  »  le  nombre 
m —  7  j  &c  :  ce  qui  donnera  pour  la  fuite  des^  coëficiens  1 , 
»,  7*^-7->  7^-j->^--7-,-»-7-*-^«-y^,&c. 

Or  comme  les  figues  des  termes  d'un  rang  parallèle  quel* 
conque  de  la  Table  font  toujours  alternatifs }  &  que  le  pre* 
mier  terme  eft  toujours  Tinconnuc  x  élevée  à  une  puiiïance 
dont  Texpoiànt  eft  moindre  d'une  unité  que  celui  du  rang 
parallèle  3  Se  que  tous  les  autres  termes  renferment  des 
puiflànces  de  x  dont  les  expo^ns  diminuent  continuelle- 
ment dç  1  ^  en  obfervant  que  at^  =ri  :  il  s'enfuit  qu'on  aura 

x^ — mx^^^Zn'!l=lx^^  —  2.  h  ^^^^  >r  î^a?^--^-+ 
^  H  ^!^  H  ^^  H  ^^^at'^^^&c,  pour  TexprefCon  gene^ 

raie  du  rang  parallèle  de  la  Table ,  dont  Texpofant  eft 
nrHr  u   Ce  qui  ètoit  pr opoA^. 

Lorfou'on  a  les  piemiers  termes  de  ces  fortes  de  fui- 
tes^ il  eft  facile  d'obferver  la  I07  qui  y  règne  par  tout. 
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&  qui  fert  à  les  continuer  autant  que  Von  veuc  Si  VotJt 
fuppofc  ,  par  exemple ,  dans  celle-ci ,  que  r  exprime  le 
quantième  du  terme  dont  on  veut  avoir  le  cocfi- 
cient  j  il  fera  exprimé  par  la  fradion  generafe 
n^.m^r.m^r^i-m^r^zC^c.  ^  ^^  obfcrvant  que  le  numcta. 

teur  &  le  dénominateur  doivent  avoir  chacun  autant  de 
termes,  que  le  nombre  r —  i  contient  d^unitcs.  Ainlî  fi 
ys=:  j  ^  on  aura  pour  le  cocficient  du  cmquiéme  terme  ,  la 

fradion"^"^^^"^^^''^fir=4,onaura^"^^""~^ 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de  cette 
fuite  eft  toujours  déterminé ,  de  forte  qu'il  eft  égal  a  la. 
plus  grande  moitié  de  l'expofant  du  rang  parallèle  qu'elle 
exprime  ,  lorfque  cet  expofant  eft  impair ,  &  â  fa  moitié 
au  jufte  lorfqu'il  eft  pair.  Amfî  elle  n'a  que  trois  termes, 
loriqu'elle  exprime  le  cinquième  ou  le  fixieme  rang  parai* 
lele,  elle  n'en  a  que  quatre  ^  iorfqu'elle  exprime  lelepdé» 
me  ou  le  huitième  rang  parallèle, &c. 

PaOBLESMB     II.  ^ 

474*  i>  o  I  T  propûfè  de  trouver  une  fuite  générale  qm 
exprime  par  ordre  tous  les  termes  de  tel  rang  parallèle  qu'm 
voudra  ,  de  la  Table  de  Nnfcription  dts  poliymes  regnlien  de 
l* article  4J7. 

Comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpendi. 
culaire  répond  au  premier  de  celui  qui  eft  à  droite  iF 
♦-/ffr.458.  s'enfuit*  que  Çim^i  eft  Texpofanc  d^un  rang  parallc- 
le  quelconque  de  cette  Table ,  les  coëficiens  des  quatre 
premiers  termes  de  ce  rang  feront  1,  i,wi —  i,rwf— î-rj 
le  coëficienc  du  cinquième  terme  fera  le  nombre  rrian- 

fJtrt.y^ju  gulaire  dont  le  quantième  eft  m  —  3  ,  c'eft  âdirc^ï^* 
H  "^*  i.  celui  du  (îxiéme  rang  fera  le  nombre  triangu- 
laire dont  le  quantième  eft  m — -4  ^  c'eft  â  dire  ^^^ 

^  '^~  i  celui  du  fepticme  terme  fera  le  nombre  pira^ 
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inidal  dont  le  quanciéme  eft  m — 5,  c'eft  à  dire  îi^ 

H  î^^  X  ^^^^^î  ^eiui  du  huincme terme  fera  le  nombre 
piramidal  donc  le  quantième  eft  m  —  6  y  c'eft  à-dire, 
ÏÎ2LÎ  H  - — -  H  Slnlj  celui  du  neuvième  terme  fera  le 
nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quantième  eft 
nj.^j  ^  c'eft.à.dirc  :i-Z  h  2^=^  x  "H^^  h  2=i .  &  ainfî 

â  Tinfini.  Si  donc  Ton  joint  â  ces  cocficiens  les  puiflan- 
ces  de  5;^qu'ih  aflF.dent ,  ea  faifant  précéder  le  fécond  & 
le  troificme  terme  du  figne  —  y  le  quatrième  &  le  cinquié* 
me  du  figne  H-  »  le  fixieme  &  le  fepticme  du  figne  - — ,  te 
ainfi  alternativement  de  deux  en  deux  }  on  aura  cette 

fuite  générale  sC — *"^* —  ^  —  »  <*^*  ^  m —  1  ^"•-^ 

^    •  I  l  X  1  I  » 

H  ÏÎIlI  H  ïlZl5;!"--'&c,  qui  exprime  par  ordre  tous  les 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  Tarticle  457 
dont  Texpofant  eft  m  ^  i  :  où  Ton  doit  obferver  de  ne 
prendre  qu'autant  de  termes  que  le  nombre  mHri  con- 
tient d'unités. 

PHOBLESME      m; 

4^7  S  •  XB.OUVEB.  une  fuite  générale ,  ijut  exprime  par 
ndre  ^les  coëficiens  de  tous  les  termes  ,  de  tel  rang  par^îUele 
qtCon  vernira  ,  de  la  Table  de  f  article  460  i  m  {ce  qui  eft  la 
même  cheji  )  ^une  put  fiance  quelconque  du  binôme  x  H*  y. 

Soit  en  ge|ieral  m  Texpoiant  d'un  rang  parallèle  quel- 
conque ^  de  cette  Table  ,  il^  eft  clair  que  les  coëficiens 
des  deux  premiers  termes  de  ce  rang  feront  toujours*  ^An.j^^ 
I ,  m  I  comme  le  (êcond  terme  de  chaque  rang  perpen^ 
diculaire  à  commencer  par  le  fécond  y  répond  au  pre- 
mier terme  du  rang  qui  eft  â  droit  ^  il  s'enfuit  que  le 
coi^cient  du  troifieme  terme  du  rang  parallèle  fera:'*'  "^Art.^iu 
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le  nombre  triangulaire  dont  le  quantième  cft  m  —  i^ 

^Art.j^yi.  c*eft.  à-dire  ♦ÏLzi!  ^  -2j  que  celui  du  quatrième  terme 

I  if 

fera  le  nombre  piramidal  dont  le  quantième  eft  m  —  2  ^ 
c'cft  à  dire  î=Ii  h  ^^^^  h  -  i  que  celui  du  cinquième 
terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 
tième eft  m—i ,  c'eft.à-dire  2=:!  h  !Lzzî  h  2==i  h  Z  j 
«&  ainfi  à  l'infini.  On  aura  donc  pour  la  fuite  générale 
qu'on  demande  I,  m, ^  h  ?:=:1,  i! .h  2=^  h  2zzi,  * 

^  —  X  — : — H  — - —  occ. 

COKOLLAI  KM. 

47^.  Oj^-i-a  il  fuit  que  x'^^yzi  x'^Z^lIljxr'^ 


— t^  f   ^^^^J»  ■  M  Tm      ,       7 

j^'  X— î  &C. 

PROBLESMB     IV. 

477*    XR-OuvEU  mw  èéjMation  gtnerdlt  qui  fervt  à 
.  divifer  un  arc  de  cercle  donné  kK^en  autant  de  parties  éyu 
les  qu*en  voudra. 

P  &  B  M  I  £  K  B      M  A  N  I  b'  H  B,-^ 

Fi«.  rj9^  ^^^  ^"  gênerai  m  le  nombre  des  parties  égales ,  Varc 
^D  la  première  de  ces  parties  j  foit  tiré  le  diamètre 
j4B,  «C  les  cordes  -S D,  ^-R  5  &  foit  le  rayon  C^  ou 
CB  m,  la  corde  donnée  BR  ss^,-la  cofdc  cherchée 

#y^,^^  BD:=:  X.  On  aura ♦  rp ^  e:x* —  mM^^^^^i:ii!LZlx^ 

(  f<javoir  h*  ^  lorfque  l'arc  donné  ^  Ji  eft  moindre  que 
la  demie  circonfcrence ,  &  — a  lorfq\i*il  eft  plus  gramt) 
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pour  l'équacioD  générale  qu'on  demande  i  de  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes  ^  que  la  moitié 
du  nombre  m  lorfqu'il  eft  pair ,  ou  fa  plus  grande  moi* 
lié  loffqu'tl  eft  impair  contient  d'unités  ^  parce  que  le 
terme  qui  fuivroic  feroit  nul  ou  zéro. 
^  Si  I»  »5,il  vient ^^  crx' — 5jc*-f  jxj  fi  w«  :=7i 
on  trouve  ^ILf  ^  cr-^^ — 1^^  ^  H-^* — T-^» 

Seconde    Ma  ni  e'he. 

Soit  tiré  le  diamètre  AB ^  &  les  cordes  BR^  AR^  . 
i?  2)  ,  AD ,  qpi  terminent  Tare  donné  A  R  ^hi  Tare 
cJiercbé^I).  Soit  m  le  nombre  des  parties  égaies  ,  le 
diamètre  AB  "zii  ,  les  cordes  données  B  R  :::  ^  , 
^  A  =:  A  i  &  les  cordes  inconnues  BT>  s:  x ,  ^  D  — jr. 
Gn   aura  *  ces    deux    égalités    générales  ^  a  sr  Jif*  ^Arî.  4*^ 

t ,   M  .-.  npM  m^—^i  H  fia,  „  ,1 3,     j     ^ 

^  =r  r.  y  x*~^  —  • r  ^•~'  -+    .     .    .    , 

mettanr  à  la  place  de  m^  le  nombre  de  parties  égales 
dans  lefquelles  Tare  AM  doit  être  divifé ,  il  en  vient 
deux  autres  particulières  ,  dont  la  refolution  fournit  la 
valeur  cherchée  de  la  corde  S  D  (  x  )  ou  ^  sD  (/) ,  après 
avoir  fait  évanouir  lïnconnuc jf  ou  x  ,  par  le  nJbyen  de 
Téquarion^j^S  i — xatou  xxzz  ï — yy. 

Soir  par  exemple  m  tzy.  On  aura  1+  //  tr  x^ --^11  yyx* 
^Ji^^^y^x^mm^yy^ X  ySc  i  SS7yA;*— 35  j^'x* -+  iiy^xx^^y^^ 
&  Ton  achèvera  le  refte  comme  dans  l'article  462.    . 

PHOBXE^MB     V^ 

47^*    1  E^  O  u  T  E  M^Mne  équation  genetaU ,  qmh  ftrvi  À'  F  i  «é  %9o. 
in^rtre  dans  un  cercle  donné  y  un  fokgone  requltet  quelconque 
ADEFGHK&c. 

Soit  tiré  le  diamerre  A  B^  &  là  corde  B  D  qui  ter- 
minent le  premier  €Ôté  du  poligone  j  foit  le   rayon^ 
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donne  C^  pu  CB  =:  i ,  la  corde  inconnue  jBDrS  jc, 
&  en  gênerai  m  la  plus  petite  moitié  du  nombre  des 
côtés  du  poligone ,  que  je  fuppofc  être  impair.     On 

*^r^4;7.  aura  *  o  t:izr^xr^^m—.\  zi*— ^  H-  m^iz''^^  ^"^^ 

H  îîmi  X  2Î^  ^"^^  &c ,  pour  l'équation  générale  qu  on 

demande  ^  de  laquelle  il  ne  faut  prendre  qu'auunt  de 
termes  que  le  nombre  m  H*  i  contient  d'unités ,  parce 
que  celui  qui  fuivroit  feroit  nul  ou  zéro. 

Soit  par  exemple  7  le  nombre  des  côtés  du  poligone 
à  infcrire ,  on  aura  »a  5s  3  i  &  partant  pzz  ^' — \s^ —  is;^ 
H*  1 3  dont  la  plus  grande  racine  z,  exprimera  la  corde 
J5-D ,  qui  termine  Tare  ^2)3  qui  a  pour  corde  le  premier 
côté  ^  D  du  poligone.  De  même  fi  4e  nombre  des  cô* 
tes  eft  II,  on  aura  m  s  5  j  &  par  confequent  Téquatioa 
générale  devient  o=i  z^  —  ^♦- — ^4^' H- 3  K^-*- 3 a;. — i, 
dlont  la  plus  grande  des  racines  ç&  z^tz  £ D. 

PaOBLESME      VI. 

Fie.  xSu         479'  D  i  Y  i$EK  un  anglâ  donné  en  mnncmirefMelcn- 
***•  ^e  impair  de  fanies  égales  ^  par  le  moyen  £un  mftrument. 

i^  Soit  propofé  de  divifcr  Pangle  donné  ECF  en 
trois  parties  égales.  Il  faut  avoir  un  rhombe  ABCD^ 
dont  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  ies  qua* 
tre  angles  ,  &  duquel  les  deux  côtés  ^B  ^^D^  (oient 
indéfiniment  prolongés  vers  ^  U  É  ^  attacher  l'angle 
C  du  rhombe  ,  dans  le  fbmmet  c  de  l'angle  donné 
ECF\  marquer  fur  les  côtés  C£,  CF^  les  points  JE,  F  y 
en  forte  que  CE  &c  CF  Coient  égales  chacune  au  côté 
C  fi  ou  CD  ou  D  ^  ou  ^  J5  du  rhombe.  Cela  faft ,  il 
faut  ouvrir  ou  reflTerrer  les  côtés  jiJT^Az^de  l'angle 
£AD ,  en  (brte  qu'ils  paflent  par  les  points  JB,  jF}& 
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Tangle  B  jiH  fera  la  troifîéme  partie  de  Tangle  £  c  J. 

Car  les  triangles  ^BCyBCE^  étant  ifofcclles ,  Tan- 
gk  externe  CBE'0\x  fon  égal  C£  Jî ,  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  Bj4C^BC^y  fera  double  de  Tangle 
J^^/^Cj  &  dans  le  triangle  BC^^  Tangle  externe  £Cr; 
qui  vaut  Tangle  CE^  plus  Tangle  B^  c  ^  fera  triple 
de  Tangle  BAC.  On  démontrera  de  même  que  Tan- 
gle  -FCr  eft  triple  de  l'angle  D^  C  D'où  il  fuit  que 
Tangle  donné  ECF  tH  triple  de  l'angle  B^ D.  Ce  qu*U 
fallait  (^c. 

1^  Soit  propofé  de  divifer  l'angle  donné  HG  K  ^  en  Fie.  iSj» 
cinq  parties  égales.  On. attachera  dans  l'angle  C  du  ^S4* 
rhomoe  ^BCD  de  Tinftrument  précèdent ,  un  autre 
rhombe  CEG  F  ^  dont  les  côtés  feront  égaux  à  ceux  du 
premier  &  mobiles  auffi  autour  de  leurs  angles.  On  fi- 
chera l'angle  G  de  ce  dernier  rhombe ,  dans  le  fommet 
G  de  l'angle  donné  HG K  ^  Se  ayant  pris  fur  les  côtés 
de  cet  angle  les  parties  G H^G K ^  égales  chacune  au 
côté  G  £  de  l'un  des  rhombes  ,  on  ouvrira  ou  fermera 
l'angle  JT^  z  mobile  autour  du  point  ^  ,  en  forte  que 
ks  côtés  v/fjr,  ^Z,  touchent  lés  angles  £,  J,&  pat 
fent  en  même  temps  par  les  points  marqués  H  ^  K.  Je 
dis  que  l'angle  AT^  Z  ou  BA  D  fera  la  cinquième  par- 
tie cherchée  de  l'angle  donné  HG  K. 

Car  ayant  mené  dani  le  rhombe  ^BCD  la  diago. 
nale  ^  c  y  prolongée  indéfiniment  vers  jr  j  elle  paiera 
par  le  point  G  ^  puifque  les  angles  E  cy^  FCryétznt 
triples  des  angles  égaux  B  ^C  ^  D.A  C  y  feront  auffi 
égaux  entr'eux.  Or  dans  le  triangle  EGA^  l'^^^glc  ex- 
terne  /f£Cr,  qui  vaut  les  deux  internes  oppofés  B  \A  C^ 
EG  JfyOxxECY  (i  Câufe  du  triangle  ifofcelle  CE  G) 
fera  quadruple  de  l'angle  BAC.  Et  partant  dans  le 
triangle  A  HG  ^  l'angle  externe  H  G  Y^  qui  vaut  les 
deux  internes  oppofés  B  A  c^  G  H  A  ou  GEH  {i  cau- 
fë  du  triangle  ifofcelle  B4SM)  fera  le  quintuple  de  l'an- 
gle B  A  C.  On  prouvera  de  môme  que  l'angle  K  G  y 
fera  quintuple  de  l'angle  I>A  C  \  <^où  il  eft  évident 
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que  l'angle  entier  HG K  fera  quintuple  de  Tangle  en- 
tier £^D  ou  JTAZ. 

S*il  falloit  divifer  un  angle  donné  en  fept  parties  éga- 
les ,  il  n'y  aura  qu'à  joindre  aux  deux  rbombes  prece- 
dens  ,  un  croifiéme  rhombe  égal  &  cpnftruit  de  la  mc^ 
me  manière  ^  &  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux.  Car  la 
pratique  &  la  démonftration  fe  £era  toujours  de  la  mèr 
me  manière. 

Ex£  M  p  L  x« 

4^0-    j[/  COUVER  entre  deux  lignes  données </  &^^. 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra. 

Soit  l'inconnue  x  la  première  d|es  moyennes  propor* 
tioonelles  qu'il  eft  que(lK)n  de  trouver  ^  &  Ton  aura  la 

progreffion  géométrique  çontiauc a^x^  —^ -^j ^ ^ ^ &^ 

de  laquelle  on  prendra  le  terme  dont  le  quantième  fur» 
paffe  de  \  le  nombre  donné  des  moyennes  proportion- 
nelles,  &  l'égalant  â  la  donnée  h  on  formera  une  égâ. 
lité  )  dont  la  refolution  fournira  la  valeur  de  Tincon* 
Buë  ;c  qui  ef^  la  première  des- moyennes  proportionnelle! 
que  Ton  cherche. 

Qu'il  faille  ,  par  exenyple  ,  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.     On  prendra  dans  la  progrefEon  geo. 

métrique  le  quatrième  terme  ^ ,  qui  étant  égalé  i  la 

ligpe  k  9  donne  x^:=zaab  \  2c  de  même  fî.l'on  demande 
quatre  moyennes  proportionnelles  ,  l'on  aura  x^  ^na^k 
P'oà  il  çft  façilç  de  voir  que  fi  n  marque  en  général  le 
nombrçr  d^s  moyenoe^  proportionnelles  qu'il  faut  rroii^ 
ver  çnfre  les  données  a  ic  b^  on  aura  x'"^^s=:^A 
pouir  Tégalité  générale  qu'il  faut  reibudre.    Or  cçla  pof0> 

Sojt  i^.  x'^  =  ^**i  qui  fert  â  trouver  feizç  mcytooff- 
proportipnnelles.    Je  multiplie  les   deux   meoibres  d^is 
cette  égaljfcé  par  x*,  afin  d'aywr  x**^=r  ^'^b^\  cjonç  l#! 
lus  hauçe  dimenfîôn  %o  efl,  le  produit  des  den^  non»-. 

Ç^a¥  %  <i^  ^  fiiivent  imqticdiacement.  Je  prends  14* 
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quacion  x'aaj^^y  ^  ce  qui  donne  en  élevant  chaque  Aiem- 
bre  à  la  puiflance  quatrième  x**c^^^*^*aca^"*^x',  d'où  je 
tire  une  autre  équation^^osa^x^  dont  le  lieu  étant  conf- 
truit  feparément ,  donnera  par  Ton  interfeâion  avec  celui 
de  la  fuppofée  x^^Bàa^y  ^  la  valeur  de  Tinconnuë  x.  Ou 
bien  je  prends  l'équation  x^  ama^y  ^  dont  j'élève  chaque 
membre  â  la  quatrième  puiflance  }  &  les  multipliant  en- 
fuite  par  x ,  j'ai  x^'^  m^a^y^  x^sia^b^  d'où  je  tire^*  ats.  ^*  b^ 
dont  le  lieu  étant  conftruit  (èparément  avec  celui  de  Té- 
quation-x"^^^';^,  donnera  par  fôn  interfeâion  la  valeur 
cherchée  de  Pinconnùë  x. 

Soit  1®.  x^^^a^^b  qui  fert  â  trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  &  d'autre  par  x^  y 
afin  d'avoir  x^^sama^'^bx^^  dont  la  plus  haute  dim,enfion  j^ 
eft  le  quarré  de  6  :  c'eft  pourquoi  faifant  k^blo^ y  »  &  pre- 
nant de  part  &  d'autre  la  fîxiéme  puiflance ,  j'ai  x^^maa^* 
y'csaa^''by\  d*où  je  tire  x^z=skby* ,  dont  le  lieu  étant  conf- 
truit  feparément  avec  celui  de  Téquation  que  j'ai  prifè 
d'abord  x  œ^a^ y  ^  donnera  par  fon  interfediori  la  valeur 
àt  l'inconnue  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme  ci^  deflus  l'é- 
quation x'aa^'/,  je  l'élevé  a  k  cinquième  pùiflfance,  & 
ia  multipliant  enfuite  par  x,  j'aix*^aâ^*'j/''x=s:^^^,  ce 
qui  donne  y'x^sma^b.  D'où  l'on  voit  que  le  jieu  de  l'é* 
quation  x'srsa^y^  étant  conftruit  feparément  avec  le  lieu 
de  Tautre  équation ^'xsa^'^,  donnera  la  refolution  de 
l'égalité  propofée  x^asau^^'b  j  de  forte  que  Ton  peut  choi- 
fir  entre  les  deux  \ieu^ /x^abx^  ouyxs3.if'^>  celui 
qu'on  jugera  le^  plus  fimpie.  Il  en  eft  ainfi  détous  lès  au. 
très  exemples  qu'on  peut  fe  former  à  plaîfir/ 

Il  èft  à  remarquer  que  (î  la  dimenfion  de  Pinconnuë 
X  n'étoit  pas  un  noinbre  premier  ,  l'égalité  propof<fe  fè 
pourroit  toujours  abaifler.  Si  l'on  avoir ,  par  exemple  ^ 
x^ sxao^b^  qui  ferra  trouver  Huit  moyennes  proportion^* 
nellèsjon  trouveroiten  extrayant  dépare  &  d'autre  la 

tacîoe  cubique  x^m^i/^a^b.   Or  afin  que  lé  nombre  d*6 
foîtirn  cube,  il  n'y  a  qu'à'troûvek'  une  ligne  ^dont  le 
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cube  ^^aab  ^  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  de  troau 
ver  encre  a  ii  b  deux  moyennes  proportionnelles  j  car 
metranc  i  la  place  de  ^  -ji  ^  (a  valeur  z^ ,  on  aura  x^  ,=stu^z^ 
ou  x'sa^/*;^,  de  force  qu'en  refolvanc  ces  deux  egalices^ 
zlesmuab yàL  enfuice  x^=Maaz^(]ui  ne  font  que  du  croi- 
iîeme  degrés  on  trouvera  la  valeur  de  rincunnuëx,qur 
eft  la  première  des  huic  moyennes  proportionnelles  en- 
cre  les  excrêmes  a  U  b.  De  racme  li  Ton  a  voie  x^csmu^f 
qui  ferc  à  trouver  creize  moyennes  proportionnelles^  il 
viendroit  en  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racme  quar* 
rce  x'c.  V^**^.  Or  afin  que  y/a'^  i  ioit  un  quarrc,  il  faut 
trouver  une  ligne  2;^  donc  le  quarré  i^X.=»^^  9  ^^^  ^"b^* 
ticuanc  à  la  place  de  ^^  ,  le  quarré  z^z  dans  Tegalité 
propofce  ,  on  aura  x'^asia^^z,^  ou  A^=aa^';^j  c*e(L  pour- 
quoi il  n'y  aura  qu'a  refoudre  d'abord  rega^ité  du  (è- 
cond  degré  s^z^smai  ,  &  enluite  celle  du  feptiéme 
x'^^\ 

On  doit  encore  remarquer  que  ces  fortes  d'égalités 
qui  fervent  à  trouver  des  moyennes  proportionnelles, & 
dont  la  dimenfion  de  l'incoonuë  eft  un  aombre  pre- 
mier,  n'ont  qu'une  racine  réelle  &  toutes  les-autres  ima- 
ginaires 'y  dont  la  rarfon  eft  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'i^ 
ce  feule  ligne  qui  foit  la  première  des  moyennes  %pto^ 
•    portion^elles  cherchées. 

&  £  M  A  K  Q^t;  E. 

»!•♦  itj,  4^*  On  peut  refoudre  le  Problême  précèdent  par 
le  moyen  d'un  inftruroent  géométrique  dont  la  conL 
trudion  eft  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  jrr^ 
TZ\  mobiles  autour  do  point  Y ^  en  forte  qu'elles  fc 
puiflent  ouvrir  &  fermer.  Soit  attachée  au  point  quet 
conque  fixe  B  du  côté  YJT^  une  perpendiculaire  ind^ 
finie  £C  fur  ce  côté,  laquelle  chafle  devant  elle  f  peu. 
dantque  Targle  ATYZ  s'ouvre)  par  le  point  C  où  elle 
rencontre  l'autre  côté  YZ  ^  la  perpendiculaire  indé^ 
ânie  CD  fur  ce  dernier  côté  ^  quL  chaiTe  de  ,m£œe 
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par  le  point  D  où  elle  rencontre  le  côte  YJSTy  la  per* 
pendiculaire  indéfinie  D  £  j  qui  chaiïe  encore  de  même 
par  le  point  £  où  elle  rencontre  le  côte  YZ ,  la  per- 
pendiculaire indéfinie  E  F  ^  qui  cbiaiTera  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côte  YJT^  la  perpendiculaire  F  G  5 
qui  chaiïe  encore  par  le  point  G  où  elle  rencontre  le 
côte  Jrz,  la  perpendiojulaire  Gif  5  &  ainfi  de  fuite  à 
iKnfini  ^  en  augmentant  autant  que  l'on  voudra  le  nom* 
In-e  des  perpendiculaires  fur  les  côtés  YJT  &  YZ.  Cela 
fait  ,  foit  propofé  ,  par  exemple  ^  de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droi* 
tes  données  ^  &  ^.  Ayant  pris  fur  le  côté  YZ  la  par^. 
tie  Y  G  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  a^b^ 
'  YB^on  ouvrira  le  côté  JTY  de  Tindrument ,  jufqu'â  ce 
que  la  cinquième  perpendiculaire  F  G  (parce  qu'il  eft 
queftion  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
paflTe  par  le  ppint  G  j  &  alors  les  lignes  YC^  yD  ,  Y£ , 
YFf  feront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  YM^  l^G  j  &  partant  la  quatrième  pro- 
portionnelles aux  trois  lignés  Y 3  yYC^  a  fera  la  pre* 
miere  des  quatre  nujyennes  proportionnelles  deman- 
dées. 

Car  les  triangles  redàûgles  YB  C  ^  YCB\  YBE^ 
YBT\  YFG  ,  étant  tous  (emblables  y  leurs  côtés  YB^ 
YC  y  yD  ,  YE  ,  YF^  Y  G ,  feront  en  progreiEon  geomeî 
trique  continue.    Donc  &c« 

Il  eft  clair  que  pendaht  que  l'angle  JiTYZ  s'ouvre  de 
plus  en  plus^  le  point  B  décrit  un  arc  de  cercle  ^B^ 
te  que  les  incerfeâions  cootintelles  D  ^F  y  H  ^  des  per- 

Kndiculaires  CDy  £F,GH  ^  fur  le  côté  YZ ,  ave* 
utrecôté  jrjr ,  décrivent  des  lignes  courbes  ADy 
^  F^^Ffy  qw  fervent  i  trouver  autant  de  nooyennes 
propordonnelles  qu'on  voudra.  Car  nTc»!  décrit  ^  par 
exemple  ^  <lu  diamètre  YE  an  demi  cercle ,  il  coupera 
la  courbe  jiD  en  un  point  D ,  tel  quei^D  eft  la  fecom 
de  des  deux  moyennes  proportionnelles,  entre  los  ex«i 
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trêmes  TS  on  7  ji  Se  T  B  i  U  de  même  fi  Ton  décric  un 
demi  cercle  du  diamètre  ro  ,  il  coupera  la  ligne  cour- 
be -^/  en  un  point  F ,  tel  que  rf  eft  la  dernière  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  T^UTG  &c. . 
Sur  quoi  il  eft  à  propos  de  remarquer  que  la  ligne  cour- 
be ^  D  cft  du  quatrième  degré  j  la  ligne  courbe  ^  F 
du  huitième  j  la  courbe  ^  H  dû  feiziéme,  &c  $  ce  <m| 
ie  prouve  ainfi«  ,  .   ,     ^ 

Soient  i«.  les  inconnues  &  mdétermmces  rccrx, 
CD^y  ,  TD^  <L»  &  I*  connue  T^  ou  î"»  ss<<,  on 
auraTcanfe  des  triangles  redangles  fcmblables  TCD^ 
TB  C,  cette  équation  riî  (-«)  r=  ^ ,  &  à  caufe  du  trian- 
gle redangle  r CD  cette  autre  j'j'  H-  x*=3  x^x^^  dans 
laquelle  mettant  à  la  placé  dt  ^Ùl  valeur  ïf  trouvée 

par  le  moyen  de  la  première  équation  ,  il  vient  *«#// 

^  ;ç* aaxx  i  ce  qui  fait  voir  que  R  courbe  j4D 

eift  un  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  i«.  les  incon. 
nues  «£  indéterminées  TESSx,  EFz^y^TFZZ  x,,  & 
la  connue  r./«r  ou  r^  S-r  ♦,  on  aura  à  caufe  des  trian- 
gles rcdangles  femblablcs  TF^E ,7 ED »  TDC.TCB, 
cette  équation  TS  (a)s:^y6ti  caufe  du  triangle 

rtaangle  r£  Fcette  autre  j'j'  -^xx  si»;,^,  dans  laqoeL 
le  foifant  évanouir  l'inconnue  ^  par  le  moyen  de  la  pre. 
miere  équation ,  &  ôtant  les  incommenfurables ,  on  trou. 
ve  aa/  -+  ^aaxxy*  -f  ^étax^yy  ^aax':=i  x*  ,  d'où 
Ton  voit  que  la  courbe  ^f  eft  un  lieu  du  huiciéine  dc- 
£ré;  On  prouvera  de  mêftie  que  la  courbe  uiH  tkwx 
Heu  du  feizieme  degré  »  &c. 

Maintenant  puisque  félon  l'exemple  on  peut  tron. 
ver  deux  moyenne»  proportionnelles  ,  en  n'employaoc 
que  deux  lignes  du  fécond  jdcgré  |  quatre  moyennes 
proportionnelles  ,  en  fe  fcrvanc  du  lieu  du  fecoad 
degré  ,  6t  d'iin  autre  du  troifîeme  «  au  Keu  qu'ici  il 
faut  dans  le  premier  cas  un  lieu  du  quatrième  ,  qai 
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eft  la  ligne  ^D»  Se  un  liea  du  fécond  qui  eft  le  cercle 
J^D  E  \  6c  dans  le  fécond  un  lieu  du  biiiciéme  ^^çavoir  : 
la  ligne  courbe  ^i^,  &  un  lieu  du  fécond ,  fçavuir  le 
cercle  YFG  ;  il  s'enfuit  que  ces  lignes  courbes  ji D ^ 
^^F  ^yi  H ,  font  beaucoup  trop  compofées  pour  refou- 
dre ce  Problême.  Cependant  la  facilite  de  la  conftruc- 
tion  &  de  la  démooftVatioo  ,  recoœpenfe  en  quelque 
force  ce  défaut. 


F   I   N. 


M  m  m  tj 


Digitized  by 


Google 


PRIVILEGE    DV     ROT. 

LOUIS  FAR  LA  6RACI  J>E  DiKO  ROY  .»B  FrANCI 
Ë  T  D  £  N  AVA  K  R  £  :  A  DOS  amcz  &  féaux  Conièillers  les 
Gens  cenans  nos  Cours  de  Parlement ,  Maîtres  des  Requêtes  ordi- 
naires  de  nôtre  Hôtel  ^  Grand  Confeil ,  Prevoc  de  Paris ,  Baillifs, 
Sénéchaux  ,  leurs  Lieutenans  Civils  ,.&  autres  nos  Jufticicrs  qu'il 
appai tiendra  :  S  a  l  u  t.  Nôtre  Académie  Royale  des  Sciences  Noos 
ayant  très- humblement  fait  expofer  ,  que  depuis  qu'il  Nous  a  plû 

Juy  donner  par  un  Règlement  nouveau  de  nouvelles  marques  de 
nôtre  afF.âion  ,  Elle  s'eft  appliquée  avec  plus  de  foin  à  cultiver  les 
Sciences  qui  font  Tobjet  de  (es  exercices  ;  en  forte  qu'outre  lesOo- 
vrages  qu'elle  a  déjà  donnez  au  public ,  Elle  feroit  en  état  d'en  pro. 
duire  encore  d'aunes  ,  s'il  Nous  plaifoit  luy  accorder  de  nouvelles 

Xettres  de  Privilège ,  attendu  i^e  celles  que  Nous  luy  avons  accor- 
dées  en  date  du  6.  Avril  1^99.  n'ayant  point  de  tems  limité ,  ont 

,été  déclarées  nulles  par  un  Arrêt  de  nôtre  Confeil  d'Etat  du  i^  du 
mois  d'Aouft  dernier.    Et  defirant  donner  à  ladite  Académie  en 

jcorps  ^  &  en  particulier  à  chacun  de  ceux  qui  la  compofent,  tontes 
les  facilitez  &  les  moyens  qui  peuvent  contribuer  à  rendre  leurs  tnu 
vaux  utiles  au  public  ^  Nous  avons  permis  &  permettons  par  ces 
Prefentes  à  ladite  Académie  ^*de  faire  imprimer ,  vendre  &  débiter 

.dans  tous  les  lieux  de  nôtre  Obéïflance ,  par  tel  Imprimeur  qu'Elle 
voudra  choiHr ,  en  telle  forme  ^  marge  »  caraâere,  &  autant  de  fois 

,que  bon  luy  femblera  ;  Toutes  Us  Recherches  cm  OèfervMicns  jemr^ 
ndieres  y  &  Relations  Annuelles  de  tout  ce  jui  aurd  ité  foie  eUns  les 
jijfembiies  de  l'jicademic  Royale  des  Sciences  y  comme  aufli  les  Oiu 
vrdges  ,  Mémoires  oh  TrMez.  de  chacun  des  Particuliers  ^ui  U  cem^ 
fofent ,  &  généralement  tout  ce  que  ladite  Académie  voudra  faire 
j)aroître  fous  fon  nom  ,  lorfqu'aprés  avoir  examiné  &  approuvé  lc£ 
dits  Ouvrages  aux  termes  de  l'article  xxx.  dudit  Règlement  ,  elle 
les  jugera  dignes  d!être  imprimez  :  &  ce  pendant  le  tems  de  dix 
années  confecutives ,  à  compter  du  jour  de  la  date  defdites  Pre« 
fentes.  Faiions  trés-expreffes  défenfès  à  tous  Imprimeurs,  Librai- 
res )  &  à  toutes  fottes  de  personnes  de  quelque  qualité  &  conditioa 
que  ce  foit ,  d'imprimer ,  faire  imprimer  en  tout  ni  en  partie  ,  an- 
cun  des  Ouvrages  imprimez  par  l'Imprimeur  de  ladite  Académie  ; 
comme  aufll  d'en  introduire ,  vendre  &  débiter  d'impreifion  étran- 
gère dans  nôtre  Royaume  fans  le  confentement  par  écrit  de  ladite 
Académie  ou  de  fes  ayans  caufe  ,  à  peine  contre  chacun  des  contte- 
yenans  de  çonfifcation  des  Exemplaires  xiontrefaits  au  profit  de  ibo. 
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tif  Imprimeur,  de  trois  mille  livres  d'amende ,  dont  un  tiers  à  l'Ho- 
tèl-Dieu  de  Paris ,  un  tiers  audit  Imprimeur ,  ôç  l'autre  tiers  au  Dé- 
nonciateur ,  &  de  tous  dépens ,  dommages  &  intérêts  :  à  condition 
que  ces  Prefentes  feront  enregiftrées  tout  au  long  fur  le  l^egiftre.de 
la  Communauté  des  Imprimeurs* Libraires  de  Paris ,  &  ce  dans  trois 
mois  de  ce  jour  ;  Que  TimprefEon  de  chacun  defdits  Ouvrages  fera 
£iite  dans  notre  Royaume  &  non  ailleurs  ,  &  ce  en  bon  papier  Se 
en  beaux  caraâeres,  conformément  aux  Règlement  de  la  Librairie; 
&  qu'avant  que  de  les  npofer  en  vente  il  en  fera  mis  de  chacun 
deux  Exemplaires  dans  nôtre  Bibliot|;ieque  publique ,  un  dans  celle 
de  nôtre  Château  du  Louvre,  Se  un  dans  celle  de  nôtre  trés.cher  8c 
féal  Chevalier  Chancelier  de  France  le  Sieur  Phelyppeaux  Comte  de 
Pontchartrain  ,  Commandeur  de  nos  Ordres,  le  tout  à  peine  de 
nullité  des  Prefentes  ;  du  contenu  defquelles  Vous  mendons  Se  en- 
^joignons  de  faire  joUir  ladite  Académie  ou  (es  ayans  caufe  pleine* 
ment  8c  paifiblement ,  fans  foufixir  an'il  leur  foit  fait  aucun  trou- 
ble ou  empêchemens.   Voulons  que  la  copie  defdites  Prefentes  qui 
fera  imprimée  au  commencement  ou  à  la  fin  defdits  Ouvrages  foit 
tenue  pour  dûëment  (ignifiée ,  &  qu'aux  copies  coUationnées  par  l'un 
de  nos  amez  8c  féaux  Confeillers  &  Secrétaires  foy  foit  ajoâtée  com- 
me à  l'original  :  Commandons  au  premier  nptre  HuiUier  ou  Ser- 
gent de  faire  pour  1  exécution  d'icelîes  tous  aâes  requis  8c  neceflài- 
res  fans  autre  permiflîon ,  &  nonobstant  Clameur  de  Haro  ,  Char- 
tre  Normande  Se  Lettres  à  ce  contraires  :  Car  tel  eft  nôtre  plaifir. 
D  o  N  N  l' à  Verfailles  le  neuvième  jour  de  Février ,  l'an  de  grâce 
mil  fept  cens  quatre ,  Se  de  nôtre  Règne  le  foixante  Se  unième.   Par 
le  Roy  en  fon  Confeil  ,LfiCoMT£. 

L'Académie  Royale  des  Sciences  par  Délibejation  du  ij.  Février 
1704.  a  cédé  le  prêtent  Privilège  àJean  Bovdot  fon  Libraire , 
pour  en.  joiiir  conformément  au  Traité  fait  par  l'Académie  avec  le- 
dit Boudot  le  I).  Juillet  16^9.  En  foy  de  quoy  j'ay  figné,  à  Paris  ce 
15.  Février  1704. 

"T^ï  NTBNEiLE,  Sicrctéire  de  FAcddemie 
Royale  des  Sciences. 

Regiflre  fur  le  Livre  de  U  Cemmunauti  des  Likrdres  &  Imprù 
meurs  de  Psris ,  Numéro  c  v  i ,  page  13^.  conforMemem  aux  Reglemens^ 
&  notamment  i  FArrejl  du  Confeil  du  13.  uiouft  dernier.  A  Paris  , 
U  i^.Tcvrier  17%^.. 

^  P.  E  M I R  Y  ,  Syndic. 

Je  fous-figné,  en  conformité  du  Traité  fait  avec  M.  Hocheteau^ 

Mmm  11) 
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k  1$  Aooft  dernier  »  qui  avolc  acquis  do  Sieoc  tmiùt  ^  Libraitt 
it  l'Académie  »  le  dirôic  du  Privilège  des  ScAions  Coniques  de  M» 
le  Marqais  de  rHomcal  j  de  même  encore  que  l'Agrément  do  Sieoc 
Rigaod jpoor  la  joiiiflànce  dudit  Privilège  :  dédare  9c  reconnois  umic  ce 
que  demu  avoir  cédé  cejourdlitti  au  &or  MoocaUnc  »  que  je  fubdi^ 
tue  en  moa  lieu  &  prérogatives  »  moyennant  l'accord  £ait  entre  ik>os« 
à  Pans  ce  treizième  Novembre  mil  fept  cens  dix*  neuf* 

CJOMBBaT. 
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